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Prefacio

Presentar esta segunda edición es, para nosotros, un gran motivo de orgullo y pro-
funda satisfacción. Desde la publicación de la primera edición, el objetivo ha sido
claro: presentar conceptos matemáticos con claridad, ası́ como también fomentar el
pensamiento crı́tico y el gusto por el razonamiento lógico, además de ofrecer un mate-
rial de estudio que conjugue rigor matemático, claridad expositiva y un camino guı́a-
conductor que permita al lector avanzar con confianza desde los fundamentos hasta
los conceptos más avanzados. También, se han incluido un nuevo capı́tulo y secciones
que abordan temas contemporáneos y enfoques pedagógicos actualizados, respondien-
do a las necesidades de un aprendizaje más interactivo y contextualizado. En aquella
primera versión, concebida con dedicación y paciencia, se buscó que cada capı́tulo tu-
viera una estructura coherente: introducción teórica, ejemplos resueltos paso a paso y
una selección de ejercicios cuidadosamente graduados. A lo largo de los años desde su
publicación se ha recibido una valiosa retroalimentación de profesores, estudiantes y
colegas de diversas instituciones, más la experiencia en el aula, revelaron que siempre
se debe mejorar, enriquecer y actualizar. Los comentarios, observaciones y sugerencias
han sido una guı́a fundamental para esta nueva edición, porque se ha podido detec-
tar puntos que podı́an explicarse con mayor detalle, ejercicios que requerı́an ajustes y
ejemplos que pueden enriquecer las aplicaciones más cercanas a la realidad del lector.

El objetivo sigue siendo el mismo: ofrecer un recurso sólido y comprensible, que
sirva tanto para el estudio autónomo como para el trabajo en el aula. Estas mejoras
harán de esta segunda edición una herramienta aún más útil para todos aquellos que,
por vocación, curiosidad o exigencia académica, se adentran en el fascinante mundo
de la matemática.

Por otro lado, no solo se ha limitado a corregir errores tipográficos o aclarar ciertos
pasajes, sino que se también se realizó una revisión exhaustiva de todo el libro de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, con la reestructuración de capı́tulos para mejorar
la progresión lógica de los temas, ampliado las explicaciones en conceptos clave y se
incorporó nuevos ejemplos resueltos paso a paso, con el fin de facilitar el aprendizaje
autónomo. Asimismo, se ha añadido ejercicios de aplicación que vinculan la teorı́a
con problemas reales de ingenierı́a, ciencias naturales y tecnologı́a, con la finalidad de
mostrar la utilidad práctica de la matemática en distintos campos del conocimiento.

Uno de los cambios más significativos ha sido la incorporación del capı́tulo de Siste-
mas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden, el cual fomenta el razo-
namiento crı́tico y la resolución creativa de problemas. Porque, aprender matemática
no consiste únicamente en memorizar fórmulas, sino en desarrollar la capacidad de
analizar, deducir y encontrar caminos alternativos para llegar a una solución

Agradecemos profundamente, a todos los docentes que han confiado en este libro
como herramienta de enseñanza, a los estudiantes que lo han estudiado con perseve-
rancia y a los colegas que han compartido observaciones valiosas. Cada sugerencia,
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cada corrección y cada comentario han dejado huella en estas páginas. Esta obra no so-
lo es el fruto de los autores, sino el resultado de un diálogo constante con quienes viven
y enseñan la matemática dı́a a dı́a. Esperamos que a medida que el lector recorra estas
páginas, no solo se encuentra frente a un simple manual, sino frente a un compañero
de estudio que guı́a, reta y motiva. Porque la matemática, más allá de los números
y sı́mbolos, son un lenguaje que permite comprender el mundo, resolver problemas
complejos y desarrollar un pensamiento preciso y creativo. Deseamos que esta segun-
da edición logre que más personas se acerquen a la matemática con interés, confianza
y admiración, ası́ habremos cumplido con creces nuestro propósito.

Los Autores

2
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ÍNDICE GENERAL ÍNDICE GENERAL

1.7.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales. Ecua-
ción Exacta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

1.8. Ecuaciones Diferenciales con Factor Integrador. . . . . . . . . . . . . . . 61
1.8.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales con

un Factor Integrador. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
1.8.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales. Ecua-

ción con factor Integrador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
1.9. Ecuaciones Diferenciales de Clairaut . . . . . . . . . . . . . . . . 69

1.9.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales De
Clairaut. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

1.9.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales De
Clairaut. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

1.10. Ecuaciones Diferenciales de Riccati . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
1.10.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Ric-

cati. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
1.10.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales De Riccati. . 76

1.11. Ciertas Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden. . 77
1.11.1. Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden. . . . . . 103

2. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden 107
2.1. Caracterı́sticas Básicas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Se-

gundo Orden. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
2.2. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden que se pueden transformar

a Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden . . . . . . . . . . . . . . . . 111
2.2.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo Or-

den que se Transforman a Ecuaciones de Primer Orden. . . . . . 112
2.2.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo

Orden que se Transforman a Ecuaciones de Primer Orden. . . . 123
2.3. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden con Coeficientes Constantes 127

2.3.1. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden con Coeficientes
Constantes Homogéneas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

2.3.2. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo Or-
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2.4. Ecuaciones Diferenciales de ’ n ’ Orden con Coeficientes Constantes Ho-
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Capı́tulo 1

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de
Primer Orden

1. Caracterı́sticas Básicas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden.

2. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Variables Separables

3. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Homogéneas de la forma:
dy

dx
= f

(y
x

)
.

4. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de la forma:
dy

dx
= f

(
ax+ by + c
a1x+ b1y + c1

)
.

5. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden.

6. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden Bernoulli.

7. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden Exactas.

8. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden con Factor Integrante.

9. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Clairaut.

10. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Riccati.

11. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden.
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CAPITULO 1. Ecuaciones Diferenciales

1.1. Caracterı́sticas Básicas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Primer Orden.

Una ecuación diferencial ordinaria de n-orden es toda aquella ecuación, en la cual,
se tiene una relación entre la variable independiente, la variable dependiente y las
derivadas hasta n-orden, se lo escribe:

F(x,y,y ,, y ,,, · · · , yn) = 0

Por lo tanto, una ecuación diferencial de primer orden, se lo representa:

F(x,y,y ,) = 0

Donde: F es una función definida y continua de las tres variables x, y, y , en un dominio
dado V de tres variables. Además, y , es el elemento que debe estar en la ecuación dife-
rencial, los otros dos elementos x e y pueden estar como no, en la ecuación diferencial
de primer orden.

Toda función y = ϕ(x), que cumpla con la ecuación diferencial, se denomina so-
lución especifica de la ecuación diferencial, también se la puede denominar como la
integral especifica de la ecuación diferencial.

Si la función esta definida en la forma y = ϕ(x,C) se la conoce como, la solución
general de la ecuación diferencial ordinaria de primer orden y debe cumplir con:

1. Para todo valor definido de C, que pertenece a un dominio V , cumple con la
ecuación diferencial.

2. Todo gráfico de y=(x,C), donde: a ≤ x ≤ b pertenece al dominio V .

Para todo par (x,y) del plano cartesiano OXY, que sea parte de la solución de la
ecuación diferencial, se lo denomina gráfico integral de la ecuación diferencial.

La solución general de una ecuación diferencial ordinaria de primer orden, también
se la puede representar en la forma:

Θ(x,y,C = 0

Que en ese caso, se lo denomina como la solución general de una ecuación diferencial
de primer orden en su forma implı́cita.

El paso de la forma Θ(x,y,C) = 0 a la forma Θ(x,y, ) = 0, que es pasar de la solución
general a la solución especifica de la ecuación diferencial ordinaria de primer orden,
se requiere de la condición de frontera, un punto, (x0, y0) o también conocidas, como
condiciones iniciales del proceso que se investiga.

Para estar seguros, que la solución de una ecuación diferencial de primer orden,
pase por el punto (x0, y0) se aplica el teorema de existencia de una solución de Cuachy,
el cual indica:

Si el lado derecho de y , = f (x,y), es función continua en un dominio V y además,

tiene en este dominio, su derivada parcial
∂f(x,y)

∂y
, por cada punto (x0, y0) de este do-

minio, pasa exactamente un solo gráfico integral de la ecuación diferencial de primer
orden.

8 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 1.

1.2. Ecuaciones diferenciales de Variables Separables

La ecuación diferencial de variables separables son aquellas ecuaciones que tienen
la forma:

dy

dx
= f (x) · g(y)

Donde: la función f(x) y g(y) son definidas, continuas y en su estructura consta de una
sola variable, en los intervalos a < x < b y c < y < d. respectivamente.

Las ecuaciones diferenciales de variables separables, se las resuelve separando las
variables, para que, cada variable este por un lado de la igualdad; es decir:

dy

g(y)
= f (x) · dx

La última igualdad se la integra en función de cada una de las variables, que aparece,
con la condición de que, g(y) , 0. Por lo tanto:∫

dy

g(y)
=

∫
f (x) · dx+C

Donde: C es la constante de integración.
Las ecuaciones diferenciales de variables separables se pueden presentar de dife-

rente forma, pero son una combinación posible de las funciones que, intervengan en
la ecuación diferencial, como:

1.
dy

dx
=
f (x)
g(y)

, −→ g(y) · dy = f (x) · dx −→
∫
g(y) · dy =

∫
f (x) · dx+C

2.

dy

dx
=
g(y)
f (x)

, −→
dy

g(y)
=
dx
f (x)

; g(y) , 0;f (x) , 0 −→
∫

dy

g(y)
=

∫
dx
f (x)

+C

Las funciones son definidas, continuas y constan en su estructura de una sola
variable, en sus respectivos intervalos.

3. En la practica también, en muchas ocasiones, aparece en la forma:

f (x) · g1(y) · dx+ g(y) · f1(x) · dy = 0

En estos casos, se multiplica a ambos lados de la igual por el elemento:

u(x,y) =
1

f1(x)g1(y)

Con lo cual se obtiene la ecuación diferencial:

f (x)
f1(x)

dx+
g(y)
g1(y)

dy = 0

La última expresión, ya es una ecuación diferencial de variables separables.

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden 9



CAPITULO 1. Ecuaciones Diferenciales

1.2.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones diferenciales de Variables
Separables.

1. Resolver la ecuación diferencial:

x2dy

dx
+ y = 0

Como se puede observar, es una ecuación diferencial de primer orden de varia-
bles separables; ya que, fácilmente se logra separar las variables y en ese caso se
obtiene:

x2dy

dx
= −y −→

dy

y
= −dx

x2 (1.1)

Se integral a ambos lados de la ecuación ( 1.1 ):

ln(y) =
1
x

+C

Donde: C, es una constante cualquiera; por lo que, también, se lo puede escribir:

ln(y) =
1
x

+C −→ ln(y) =
1
x

+ ln(C) −→ ln(y)− ln(C) =
1
x
−→ ln

( y
C

)
=

1
x

Al aplicar la definición de una función logarı́tmica, se obtiene:

y

C
= e

1
x −→ y = C · e

1
x

Donde: C es la constante de integración. La solución representa la solución gene-
ral del ejercicio.

2. Resolver la ecuación diferencial:

(xy2 + y2)dx+ (x2 − x2y)dy = 0

La ecuación a simple vista, no permite definir que tipo de ecuación diferencial
es, por lo que, se realiza transformaciones:

(xy2 + y2)dx+ (x2 − x2y)dy = 0 −→ y2(x+ 1)dx+ x2(1− y)dy = 0 (1.2)

Se multiplica a la identidad ( 1.2 ) por: u(x,y) =
1

x2y2 con lo que, se obtiene:

y2(x+ 1)dx+ x2(1− y)dy = 0 −→
y2(x+ 1)
x2y2 dx+

x2(1− y)
x2y2 dy

(x+ 1)
x2 dx+

(1− y)
y2 dy = 0 (1.3)

Integrando a ambos lados de la identidad ( 1.3 ) se obtiene:∫
(x+ 1)
x2 dx+

∫
(1− y)
y2 dy = C

∫
(x)
x2 dx+

∫
dx

x2 +
∫

(dy)
y2 −

∫
ydy

y2 = C

10 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
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ln(x)− 1
x
− 1
y
− ln(y) = C

ln

(
x
y

)
−
x+ y
xy

= C

Donde : C es la constante de la integración. La solución obtenida es la solución
general de la ecuación diferencial de variables separables.

3. Resolver la ecuación diferencial:
dy

dx
=
x − 1
y2 ; donde: y , 0

Se observa que los elementos de la ecuación, se los puede separar; por lo tanto, es
una ecuación diferencial de variables separables.

dy

dx
=
x − 1
y2 −→ y2dy = (x − 1)dx −→

∫
y2dy =

∫
(x − 1)dx

y3

3
=

(x − 1)2

2
+C −→ 2y3 − 3(x − 1)2 = 6C

Donde: C es la constante de integración. La solución obtenida es la solución ge-
neral implı́cita de la ecuación diferencial.

4. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
(x2 + 1) = y − 3

Se observa que los elementos de la ecuación se los puede separar; por lo tanto, es
una ecuación diferencial de variables separables:

dy

y − 3
=

dx

x2 + 1
Donde : y , 3

∫
dy

y − 3
=

∫
dx

x2 + 1
−→ ln(y − 3) = arctan(x) +C

ln(y − 3) = arctan(x) + ln(C) −→ ln(y − 3)− ln(C) = arctan(x)

ln
(y − 3
C

)
= arctan(x) −→

y − 3
C

= earctan(x)

y − 3 = Cearctan(x) −→ y = 3 +Cearctan(x)

Donde: C es la constante de integración. La solución obtenida es la solución ge-
neral de la ecuación diferencial. Esta solución esta en la forma explicita.

5. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
= e2x+y si y(0) = 0

Primero se encuentre la solución general de la ecuación diferencial, además se
observa que, se puede separar sus variables:

dy

dx
= e2x+y −→ dy = e2x+ydx
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dy = e2xeydx −→
dy

ey
= e2xdx (1.4)

Integrando ambos lados de la ecuación ( 1.4 ):∫
e−ydy =

∫
e2xdx −→ −e−y =

1
2
e2x +C

Se ha obtenido la solución general de la ecuación diferencial, en este momento se
puede reemplazar la condición inicial, y(x = 0)= 0.

−e−y =
1
2
e2x +C −→ −e−0 =

1
2
e20 +C

−e−0 =
1
2
e20 +C −→ −1 =

1
2

+C

C = −3
2

Se reemplaza el valor de C en la solución general de la ecuación diferencial.

−e−y =
1
2
e2x +C −→ −e−y =

1
2
e2x − 3

2
−→ e−y =

3
2
− 1

2
e2x

e−y =
3− e2x

2
−→ −y = ln

(
3− e2x

2

)
y = −ln

(
3− e2x

2

)
La ha obtenido la solución especifica de la ecuación diferencial.

6. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
+ y2 = 0; Si y(0) = 1

Primero se encuentre la solución general de la ecuación diferencial, se puede
observa que, se puede separar sus variables:

−
dy

y2 = dx; Donde : y , 0 (1.5)

Se integra a ambos lados de la igualdad ( 1.5 ):∫
−
dy

y2 =
∫
dx −→ 1

y
= x+C −→ y =

1
x+C

Se ha obtenido la solución general de la ecuación diferencial, en este momento se
puede reemplazar la condición inicial, y(x = 0)= 1.

y =
1

x+C
−→ 1 =

1
0 +C

−→ C = 1

Se reemplaza el valor de C en la solución general de la ecuación diferencial, con
lo cual se obtiene:

y =
1

x+ 1
Que es la solución especifica de la ecuación diferencial.
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1.2.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Varia-
bles separables

1. Resolver las ecuaciones diferenciales:
a) (2y − 1)dx+ dy = 0

b)
dy

dx
=
x
y

c)
dy

dx
= xy

d) ydx − (x2 − 1)dy = 0

e) (1 + y2)dx+ (1 + x2)dy = 0

f ) (1 + x)y
dy

dx
+ x(1 + y) = 0

g) sin(x)sin(y)dx+ cos(x)cos(y)dy = 0

h) xy(1 + x2)
dy

dx
= 1 + y2

i) (x4 − y2)dx+ xydy = 0

j)
dy

dx
=

1
2xy

k) xydx+
√

1− x2dy = 0

l)
dy

dx
+
x sin(x)
y cos(y)

= 0

1. 1 +
dy

dx
= ey

2. x3dy

dx
= 2y

3.
dy

dx
= ex+y

4. x
dy

dx
+ y(1− y) = 0

5. (x2 + x)
dy

dx
= 2y + 1

6.
dy

dx
+

exy

1 + ex
= 0

7. xy
dy

dx
+ (1 + y2) = 0

8.
dy

dx
= y tan(x)

2. Encontrar la integral general y la integral especifica de las ecuaciones diferencia-
les si la condición inicial es dada:

a)
dy

dx
cos(y)+2x sin(y) = 0; y(0) =

π
2

b) (1 + y2)dx − xydy = 0; y(2) = 1

c)
dy

dx
= 2
√
yln(x); y(e) = 1

d)
dy

dx
=

yex

1 + ex
; y(0) = 2

e)
dy√

4 + y2
= dx; y(0) = 0

f ) sin(x)
dy

dx
= yln(y); y

(π
2

)
= e

g)
dy

dx
+ ytan(x) = 0; y(π) = 2

1. y
dy

dx
= x − 1; y(1) = 0

2.
dy

dx
= 2
√
y; y(0) = 1

3.
dy

dx
=

1 + y2

1 + x2 ; y(0) = 1

4.
dy

dx
= (y − 1)(y − 2); y(0) = 0

5.
x

1 + y
−

y

1 + x
dy

dx
= 0; y(1) = 1

6. x
√

1 + y2 + y
√

1 + x2dy

dx
= 0;y(0) = 1

7.
dy

dx
= 2

√
y3; y(0) = 1
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3. Encuentre la integral general:

a) 3extan(y)dx+ (2− ey)sec2(y) = 0

b) y′ sin(x) = yln(y)

c) yln(dx) + xdy = 0

d) (1 + y2)dx+ xydy = 0

e) (1 + y2)(e2xdx − eydy)− (1 + y)dy = 0

f ) (1 + y2)dx = xdy

g) (1 + ey)y
dy

dx
= ex

h)
√

1 + y′ = ey

i) (1 + y2)dx+ (1 + x2)dy = 0

j) x
√

1 + y2 + yy′
√

1 + x2 = 0

k) y′ = ax+y(a > 0, a , 1)

l) x
√

1− y2dx+ y
√

1− x2dy = 0

m) ey
√

1 + x2dy

dx
+ 1 = 0

n)
dy

dx
= y

√
1− y2

ñ) xdy = (y3 + y)dx

o)
dy

dx
= cos(x+ y)

p)
dy

dx

√
1− x2 = 1 + y2

q) 2ex tan(y)dx+
(1 + ex)
cos2(y)

dy = 0

r)
dy

dx
=

y

x
√

1 + x2

s)
dy

dx
=

2x
x2 + 5x+ 6

t)
dy

dx
=

2xy
x2 + 5x+ 6

u)
dy

dx
=

1 + ex

1− ex

1. 2x2dy

dx
= y

2. x3dy

dx
+ y − a = 0

3. xy = (a+ x)(b+ y)
dy

dx

4. x − y2 + 2xy
dy

dx
= 0

5. x
dy

dx
+ 1 = x3 −

dy

dx

6.
dy

dx
= xy + ax+ by + ab

7. x2 +
(
dy

dx

)2

= 1

8. x

1 +
(
dy

dx

)2 = 1

9.
dy

dx
− x = 1− x2dy

dx

10. (1 + x)y + (1− y)x
dy

dx
= 0

11. ye2xdx − (1 + e2x)dy = 0

12. (xy2 + x)dy + (x2y − y)dx = 0

13.
dy

dx
tan(x) = y

14.
dy

dx
= ex+2y

15. x2dy

dx
+ y + a = 0

16.
dy

dx
=

2x2y

x2 + x − 12

17.
dy

dx
=

1 + ex

1− e2x

18. y′ =
y2 + 1
x

√
1 + x2

19.
dy

dx
sin(x) = y
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4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a)
dy

dx
=
x
y
· 1 + x

1 + y

b)
dy

dx
=

tan(y)
x

c)
dy

dx
= cos(y)

d)
dy

dx
= sin(y)

e) sin(x)sin(y)
dy

dx
= cos(x)cos(y)

f ) sin(x)cos(y)− cos(x)sin(y)
dy

dx

g) x(1 + ey)− ey
dy

dx
= 0

h)
dy

dx
=

√
a2 + y2

i)
dy

dx
= y

√
1− y2

j) y2 = x
dy

dx
+ y

k) y(x2 − 1)
dy

dx
+ x(y2 − 1) = 0

l)
dy

dx
+
y

x
=

1 + x2y2

2

m) y
dy

dx
=

1
2
−
y2

x

n) e−
1
x y3 + x2y2dy

dx
= 0

ñ) y − x
dy

dx
= 1 + x2dy

dx

o) (1− x2)
dy

dx
+ 1− y2 = 0

p)
dy

dx
− x = 1− x2dy

dx

q) 1− x2 − xy
dy

dx
= 0

r) xy2dx+ (y − x2y)dy = 0

1. ey
√

1 + x2dy

dx
+ 1 = 0

2. 2x
√
ax − x2dy

dx
= a2 + y2

3. 1− x2 − xy
dy

dx
= 0

4. 1 + y2 + xy
dy

dx
= 0

5. x2
(
dy

dx
+ y2

)
= a(xy − 1)

6. (y − x)
√

1 + x2dy

dx
=

√
(1 + y2)3

7. y2 + xy2 + (x2yx2)
dy

dx
= 0

8.
dy

dx
= 1 +

1
x
− 1
y2 + 2

− 1
x(y2 + 2)

9. x(1 + y2) + y(1 + x2)
dy

dx
= 0

10. (2 + y)
√

1 + x2 =
√

1 + y2dy

dx

11. x
dy

dx
− y =

dy

dx

√
1 + x2 +

√
1 + y2

12.
√

1− x2dy

dx
+
√

1− y2 = 0

13. xy(1 + x2)
dy

dx
= 1 + y2

14. tan(x)sin2(y) + cos2(x)cot(y)
dy

dx
= 0

15.
dy

dx
= cos(x)

16.
dy

dx
= sin(x)

17.
dy

dx
= cot(x)

18.
dy

dx
=

1− y2

1− x2

19. tan(x)dy = yln(y)dx
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1.3. Ecuaciones diferenciales Homogéneas de Forma
dy

dx
= f

(y
x

)
Las ecuaciones diferenciales homogéneas son aquellas que se las llama a las ecua-

ciones del tipo:
dy

dx
= f

(y
x

)
Donde : x , 0

La función f
(y
x

)
es una función continua en un intervalo dado y depende de la relación

y

x
.

A la ecuación diferencial homogénea, se la resuelve introduciendo una variable de

la forma
y

x
= u(x), esta variable permite transformar la ecuación diferencial homogénea

a una ecuación diferencial de variables separables. La cual, el estudiante ya esta en
capacidad de resolver.

y

x
= u(x) −→ y = x ·u(x)

La expresión obtenida nos indica, que se tiene el producto de dos elementos en función
de x. A esta expresión se la deriva con respecto a x; por lo tanto:

dy

dx
= u(x) + x · du

dx

Esta última expresión, se la reemplaza en la ecuación diferencial homogénea:

u(x) + x · du
dx

= f (u)

Lo cual, permite obtener una ecuación diferencia de variables separables:

x · du
dx

= f (u)−u(x)

du
dx

=
f (u)−u(x)

x
du

f (u)−u(x)
=
dx
x

Donde : f (u)−u(x) , 0

Al integrar la última identidad, se obtiene la solución general de la ecuación diferencial
de variables separables con respecto a u(x), lo cual, se puede escribir:

θ(x,u(x),C) = 0

Al reemplazar u(x) =
y

x
se obtiene:

θ
(
x,
y

x
,C

)
= 0

La expresión obtenida representa la solución general de la ecuación diferencial ho-
mogénea de la forma:

dy

dx
= f

(y
x

)
En el caso de que: f (u)−u(x) = 0 la ecuación diferencial toma la forma :

dy

dx
=
y

x
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1.3.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones diferenciales Homogéneas

de Forma
dy

dx
= f

(y
x

)
.

1. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
=
x2 + y2

xy
(1.6)

El lado derecho de la ecuación diferencial dada ( 1.6 ), se la multiplica y divide
para x2

dy

dx
=

x2 + y2

x2
xy

x2

−→
dy

dx
=

1 +
y2

x2
y

x

−→
dy

dx
=

1 +
(y
x

)2

y

x

Se reemplaza:
y

x
= u −→ y = x · u. Se debe tener en mente que, ´ u ´ esta en

función de ´ x ´, y al derivar con respecto a ´ x ´ se obtiene:

y = x ·u −→
dy

dx
= u + x

du
dx

Se reemplaza en la ecuación diferencial ( 1.6 ) en función de la nueva variable ´

u ´:

dy

dx
=

1 +
(y
x

)2

y

x

−→ u + x
du
dx

=
1 +u2

u

x
du
dx

=
1 +u2

u
−u −→ x

du
dx

=
1 +u2

u
−u

x
du
dx

=
1
u
−→ u · du =

dx
x

(1.7)

Se integra a ambos lados de la identidad ( 1.7 ):∫
udu =

∫
dx
x
−→ u2

2
= ln(x) +C

Se regresa a las variables de iniciales:

y2

2x2 = ln(x) +C −→ y2 = 2x2(ln(x) +C)

La expresión obtenida representa la solución general de la ecuación diferencial
homogénea.

2. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
=
x+ y

3x − y
(1.8)
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El lado derecho de la ecuación diferencial dada (1.8 ), se la multiplica y divide
para x:

dy

dx
=

x+ y
x

3x − y
x

−→
dy

dx
=

1 +
y

x

3−
y

x

Se reemplaza:
y

x
= u −→ y = x ·u. Se debe tener en mente que, u esta en función

de x, y al derivar con respecto a x se obtiene:

y = x ·u −→
dy

dx
= u + x

du
dx

Se reemplaza en la ecuación diferencial, para que la ecuación diferencial este en
función de ´ u ´:

dy

dx
=

1 +
y

x

3−
y

x

−→ u + x
du
dx

=
1 +u
3−u

x
du
dx

=
1 +u
3−u

−u −→ x
du
dx

=
1 +u −u(3−u)

3−u

x
du
dx

=
1 +u − 3u +u2

3−u
−→ x

du
dx

=
1− 2u +u2

3−u

x
du
dx

=
(u − 1)2

3−u
−→ (3−u)du

(u − 1)2 =
dx
x

u , 1 (1.9)

Se integra a ambos lados de la identidad (1.9 ):∫
(3−u)du
(u − 1)2 =

∫
dx
x
−→

∫
2du

(u − 1)2 −
∫

du
u − 1

=
∫
dx
x

− 2
u − 1

− ln(u − 1) = ln(x) +C

Reemplazando u, se tiene:

2x
y − x

+ ln(y − x) = C Donde : x , y

La expresión obtenida representa la solución general de la ecuación diferencial
homogénea.

3. Resuelva la ecuación diferencial:

x
dy

dx
= y

(
1 + ln

(y
x

))
Si y(1) = e−

1
2 . (1.10)

Se transforma la ecuación diferencial (1.20 ), en una ecuación diferencial ho-
mogénea, y además, se debe encontrar la solución general de la ecuación diferen-
cial:

x
dy

dx
= y

(
1 + ln

(y
x

))
−→

dy

dx
=
y

x

(
1 + ln

(y
x

))
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Se reemplaza:
y

x
= u −→ y = x · u. Se debe tener en mente que, ´ u ´ esta en

función de ´ x ´, y al derivar con respecto a ´ x ´ se obtiene:

y = x ·u −→
dy

dx
= u + x

du
dx

Se reemplaza en la ecuación diferencial, para que la ecuación diferencial este en
función de u:

dy

dx
=
y

x

(
1 + ln

(y
x

))
−→ u + x

du
dx

= u(1 + ln(u))

x
du
dx

= u(1 + ln(u))−u −→ x
du
dx

= u +uln(u)−u

x
du
dx

= uln(u) −→ du
uln(u)

=
dx
x

(1.11)

Se integra a ambos lados de la igualdad (1.11 ):∫
du

uln(u)
=

∫
dx
x
−→ ln(ln(u)) = ln(x) +C

ln(ln(u)) = ln(x) + ln(C)

Aplicando propiedades de una función logarı́tmica se obtiene:

ln(ln(u)) = ln(x) + ln(C) −→ ln(ln(u)) = ln(xC)

ln(u) = Cx −→ u = eCx

Se regresa a las variables iniciales:

u = eCx −→
y

x
= eCx −→ y = xeCx

La expresión obtenida representa la solución general de la ecuación diferencial
homogénea. En este momento se reemplaza la condición inicial ( o de frontera)
del ejercicio, para obtener el valor de C:

y = xeCx −→ e−
1
2 = 1eC·1 −→ C = −1

2

Se remplaza el valor de C, en la solución general de la ecuación diferencial ho-
mogénea:

y = xeCx −→ y = xe−
1
2x

La expresión obtenida representa la solución especifica de la ecuación diferencial
homogénea.

4. Resolver la ecuación diferencial:

2xy
dy

dx
= y2 − x2 si : y(1) =

√
3 (1.12)
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Primero, se encuentra la solución general de la ecuación diferencial; por lo tanto,
se realiza transformaciones en la ecuación para obtener una ecuación diferencial
homogénea:

2xy
dy

dx
= y2 − x2 −→

dy

dx
=

1
2

(
y2 − x2

xy

)
−→

dy

dx
=

1
2

(
y

x
− x
y

)
Donde: x , 0, y , 0

Se reemplaza:
y

x
= u −→ y = x · u. Se debe tener en mente, que ´ u ´ esta en

función de ´ x ´ y al derivar con respecto a ´ x ´ se obtiene:

y = x ·u −→
dy

dx
= u + x

du
dx

Se reemplaza en la ecuación diferencial, para que, la ecuación diferencial este en
función de ´ u ´:

u + x
du
dx

=
1
2

(
u − 1

u

)
−→ x

du
dx

=
1
2

(
u2 − 1
u

)
−u

x
du
dx

=
u2 − 1− 2u2

2u
−→ x

du
dx

=
−1−u2

2u

2udu
u2 + 1

= −dx
x
−→

∫
2udu
u2 + 1

= −
∫
dx
x

ln(u2 + 1) = −ln(x) +C −→ ln(u2 + 1) + ln(x) = ln(C)

ln
[
(u2 + 1)x

]
= ln(C) −→ (u2 + 1)x = C

Se regresa a las variables iniciales:[(y
x

)2
+ 1

]
x = C −→

y2 + x2

x2 x = C −→ y2 + x2 = Cx

La expresión obtenida representa la solución general de la ecuación diferencial
homogénea ( 1.12 ). En este momento, se reemplaza la condición inicia l( o de
frontera ) del ejercicio, para obtener el valor de C:

y2 + x2 = Cx −→ (
√

3)2 + (1)2 = C(1) −→ 3 + 1 = C −→ C = 4

Se remplaza el valor de C, en la solución general de la ecuación diferencial ho-
mogénea:

x2 + y2 = 4x

La expresión obtenida, representa la solución especifica de la ecuación diferen-
cial homogénea.
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1.3.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Forma
dy

dx
=

(y
x

)
1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a)
dy

dx
=
x2 + y2

2x2

b)
dy

dx
cos

(y
x

)
=
y

x
cos

(y
x

)
− 1

c) x
dy

dx
= yln

(
x
y

)
d)

dy

dx
=
y

x
+ 1

e)
dy

dx
=
y(x − y)
x2

f )
dy

dx
=
y

x

[
x − y
x − 2y

]
g)

dy

dx
=
y

x
(ln(y)− ln(x) + 1)

h)
dy

dx
= −

x2 + 3xy + y2

4y2 + 3xy + x2

i)
dy

dx
=
y2 − x2

2xy

j)
dy

dx
=
x2 + xy + y2

x2

1. y
dy

dx
= 2y − x

2.
dy

dx
= e

y
x +

y

x

3.
dy

dx
=
y

x
+

√
x2 + y2

x

4.
dy

dx
= −

x+ y
x

5.
dy

dx
=

y

x − 2
√
xy

6.
dy

dx
=
x+ y
x − y

7.
dy

dx
=

y2

x(y − x)

8.
dy

dx
=
y

x
+
x
y

9.
dy

dx
=
y

x
+ tan

(y
x

)
10.

dy

dx
=
x2 − y2

xy

2. Encontrar la solución de la ecuación diferencial si se conoce su condición inicial:

a)
(
dy

dx
−
y

x

)
arctan

(y
x

)
= 1 y(1) = 0

b)
dy

dx
=
x
y

+
y

x
y(1) =

√
2

c)
dy

dx
=
x+ y
x

y(1) = 1

d)
dy

dx
=
y

x

(
ln

(y
x

)
+ 1

)
y(1) = e

1.
dy

dx
=

2xy
3x2 − y2 y(1) = 2

2. y3dy+(3xy2 +2x3)dx = 0;y(1) =
√

3

3. x2dy

dx
+ y2 = xy

dy

dx
y(3) = 4

4.
dy

dx
cos

(y
x

)
=
y

x
cos

(y
x

)
−1 y(1) =

π
2

3. Resolver la ecuación diferencial dada:
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a) x
dy

dx
= x+ y

b) x+ y + x
dy

dx
= 0

c) (y − 2x)
dy

dx
= 2y + x

d) 8y + 10x+ (5y + 7x)
dy

dx
= 0

e) (x+ y)
dy

dx
+ y = 0

f ) (x+ y)
dy

dx
− y = 0

g) (x+ y)
dy

dx
− 2y = 0

h) (x+ y)
dy

dx
+ x − y = 0

i) x
dy

dx
= y +

√
x2 + y2

j) x
dy

dx
= y +

√
x2 − y2

k) 2
√
xy − y + x

dy

dx
= 0

l) y + (2
√
xy − x)

dy

dx
= 0

m) x −√xy − y +
√
xy
dy

dx
= 0

n)
dy

dx
=

2y2 − xy
x2 − xy + y2

1.
dy

dx
=
y

x
+ tan

(y
x

)
2. x

dy

dx
− y = x tan

(y
x

)
3. x

dy

dx
= yln

(y
x

)
4. (x2 − y2)

dy

dx
− 2xy = 0

5. (3x2 − y2)
dy

dx
− 2xy = 0

6. (x2 − xy)
dy

dx
+ y2 = 0

7. (x2 + 2xy)
dy

dx
= y2

8. xy
dy

dx
+ x2 + y2 = 0

9. y2 + x2dy

dx
= xy

dy

dx

10. y3dy

dx
+ 3xy2 + 2x3 = 0

11. xye
x
y + y2 − x2e

x
y
dy

dx
= 0

12. xy
dy

dx
= y2 + (x+ y)2e−

y
x

13. xy + y2 − (2x2 + xy)
dy

dx
= 0

14. x − y cos
(y
x

)
+ xcos

(y
x

)
·
dy

dx
= 0

1.4. Ecuaciones diferenciales de Forma dy

dx
= f

(
ax+ by + c
a1x+ b1y + c1

)

La ecuación diferencial de forma:
dy

dx
= f

(
ax+ by + c
a1x+ b1y + c1

)
, donde f es una función

continua en todo su dominio. El método de solución de este tipo de ecuación dife-
rencial consiste en aplicar un cambio de variable, que permita obtener una ecuación
diferencial de tipo homogéneo o del tipo de ecuación diferencial de variables separa-
bles, son tres casos posibles y que dependen del valor del determinante de la matriz de
segundo orden: [

a b c
a1 b1 c1

]
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1. Todos los determinantes, que se puede obtener de la matriz son diferente de cero,

2. Uno de los determinantes, es igual a cero,

3. Todos los determinantes, son igual a cero.

1. Primer caso: ∣∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣∣ , 0

Se realiza el cambio: {
x = ξ +α
y = η + β

Donde: α y β son soluciones del sistema de ecuaciones:{
aα + bβ + c = 0

a1α + b1β + c1 = 0

El sistema de ecuaciones escrito, se lo obtiene rápidamente al reemplazar las va-
riables x,y por α y β, en la ecuación diferencial analizada y se lo iguala a cero.

2. Segundo caso: ∣∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣∣ = 0

Y por lo menos, uno de los determinantes de la matriz de segundo orden es dife-
rente de cero, en ese caso se realiza el reemplazo:

ax+ by = u(x) o a1x+ b1y = u(x)

Cada uno de estos reemplazos permite cambiar la ecuación diferencial a una
ecuación diferencial de variables separables.

3. Tercer caso: Si todos los determinantes de la matriz son igual a cero, en ese caso
se reemplaza ax + by + c = V o ax1 + by1 + c1 = V

1.4.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de la forma
dy

dx
= f

(
ax+ by + c
a1x+ b1y + c1

)
1. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
=

4x − 5y + 11
3x − 4y + 7

(1.13)

Primero se debe encontrar el valor del determinante, conocido como determinan-
te básico: ∣∣∣∣∣ 4 −5

3 −4

∣∣∣∣∣ = −16 + 15 = −1 , 0

Se utiliza el cambio de variable:

x = ξ +α, y = η + β

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden 23



CAPITULO 1. Ecuaciones Diferenciales

Los valores de α,β se la obtiene del siguiente sistema de ecuaciones:{
4α − 5β + 11 = 0

3α − 4β + 7 = 0

La solución al sistema es:
α = −9, β = −5

El método de resolver el sistema se deja al lector, quien debe resolverlo, pero se
aconseja que aplique el método de Cramer.

Se reemplaza en las ecuaciones:

x = ξ − 9, y = η − 5

Por lo cual, se puede obtener:
dy

dx
=
dη

dξ

Las dos ultimas expresiones , se reemplaza en la ecuación diferencial (1.13 ):

dη

dξ
=

4ξ − 5η
3ξ − 4η

El lado derecho de la igualdad se multiplica y dividı́ para ξ:

dη

dξ
=

4− 5
η

ξ

3− 4
η

ξ

Donde : ξ , 0

Esta expresión es una ecuación diferencial homogénea, la cual se esta en condi-
ciones de resolverla. η

ξ
= u(ξ) −→ η = ξ ·u

Se deriva ambos lados de la ecuación en función de ξ :

η = ξ ·u −→
dη

dξ
= u + ξ

du
dξ

dη

dξ
=

4− 5
η

ξ

3− 4
η

ξ

−→ u + ξ
du
dξ

=
4− 5u
3− 4u

ξ
du
dξ

=
4− 5u
3− 4u

−u −→ ξ
du
dξ

=
4− 5u −u(3− 4u)

3− 4u

ξ
du
dξ

=
4− 8u + 4u2

3− 4u
−→ 3− 4u

4− 8u + 4u2du =
dξ
ξ

(1.14)

Se integra a ambos lados de la identidad ( 1.14 ):∫
3− 4u

4− 8u + 4u2du =
∫
dξ
ξ
−→ 1

4

∫
3− 4u

(u2 − 2u + 1)
du =

∫
dξ
ξ

+C
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En este tipo de integrales se analiza el discriminante del polinomio de segundo
orden, que se encuentra en el denominar de la fracción:

△ = b2 − 4ac −→ △ = 64− 4(4)(4) = 0

Por lo tanto, el polinomio de segundo orden tiene una raı́z doble real, idénticas.
Se encuentra sus raı́ces aplicando cualquiera de los métodos conocidos por el
estudiante:

4u2 − 8u + 4 = 4(u − 1)2

Con esta información, se descompone a la fracción propia en sus fracciones par-
ciales:

3− 4u
u2 − 2u + 1

=
3− 4u

(u − 1)2 =
A

(u − 1)2 +
B

u − 1

3− 4u
u2 − 2u + 1

=
A+B(u − 1)

(u − 1)2

3− 4u = A+B(u − 1)

Si u = 1:
3− 4(1) = A+B(1− 1) −→ A = −1

Si u = 0:
3− 4(0) = A+B(0− 1) −→ 3 = A−B −→ B = −4

Se reemplazan los valores de A y B. Por lo tanto:

3− 4u
u2 − 2u + 1

=
3− 4u

(u − 1)2 =
A

(u − 1)2 +
B

u − 1
=
−1

(u − 1)2 +
−4
u − 1

(1.15)

Se integra a ambos lados de la igualdad ( 1.15 ):∫
3− 4u

u2 − 2u + 1
du =

∫ (
−1

(u − 1)2 +
−4
u − 1

)
du =

∫
−1

(u − 1)2du +
∫
−4
u − 1

du

Se integra cada una de las integrales:∫
−1

(u − 1)2du −→ u − 1 = t −→ du = dt −→ −
∫
dt

t2
= −

(
−1
t

)
=

1
u − 1∫

−4
u − 1

du −→ u − 1 = t −→ du = dt −→ −4
∫
dt
t

= −4ln(t) = −4ln(u − 1)

Después de integrar se obtiene:

1
4

∫
3− 4u

(u2 − 2u + 1)
du =

∫
dξ
ξ

+C −→ 1
4

( 1
u − 1

− 4ln(u − 1)
)

= ln(ξ) +C

Se regresa a las variables η,ξ:

1
4

 1
η

ξ
− 1
− 4ln

(η
ξ
− 1

) = ln(ξ) +C

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden 25



CAPITULO 1. Ecuaciones Diferenciales

1
4

(
ξ

η − ξ
− 4ln

(
η − ξ
ξ

))
= ln(ξ) +C(

ξ
4(η − ξ)

− 4
1
4
ln

(
η − ξ
ξ

))
= ln(ξ) +C(

ξ
4(η − ξ)

− (ln(η − ξ)) + ln(ξ)
)

= ln(ξ) +C

ξ
4(η − ξ)

− (ln(η − ξ)) + ln(ξ) = ln(ξ) +C

ξ
4(η − ξ)

− (ln(η − ξ)) + ln(ξ)− ln(ξ) = C

ξ
4(η − ξ)

− (ln(η − ξ)) = C

Se regresa a las variables x,y:

x = ξ − 9 −→ ξ = x+ 9

y = η − 5 −→ η = y + 5

ξ
4(η − ξ)

− (ln(η − ξ)) = C −→ x+ 9
4(y + 5− (x+ 9))

− (ln(y + 5− (x+ 9))) = C

x+ 9
4(y + 5− x − 9))

− (ln(y + 5− x − 9))) = C

x+ 9
4(y − x − 4))

− ln(y − x − 4) = C

La expresión es la solución implı́cita general de la ecuación diferencial.

2. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
=

x − 2y + 9
3x − 6y + 19

(1.16)

Primero, se calcula el valor del determinante:∣∣∣∣∣ 1 −2
3 −6

∣∣∣∣∣ = −6 + 6 = 0

Se verifica el valor para otro determinante:∣∣∣∣∣ 1 9
3 19

∣∣∣∣∣ = 19− 27 , 0

Se aplica el cambio de variable:

x − 2y = u

Se deriva la identidad:

1− 2
dy

dx
=
du
dx
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Se despeja
dy

dx
:

1− 2
dy

dx
=
du
dx
−→ −2

dy

dx
=
du
dx
− 1

dy

dx
=

du
dx
− 1

−2
−→

dy

dx
=

1− du
dx

2
2

Además, se observa que:

3x − 6y = 3(x − 2y) = 3u

Todos estos elementos se reemplaza en la ecuación diferencial ( 1.16 ); por lo que,
se obtiene:

dy

dx
=

x − 2y + 9
3x − 6y + 19

−→
1− du

dx
2

=
u + 9

3u + 19

1− du
dx

=
2(u + 9)
3u + 19

−→ −du
dx

=
2(u + 9)
3u + 19

− 1

du
dx

= 1− 2(u + 9)
3u + 19

−→ du
dx

=
3u + 9− 2(u + 9)

3u + 19

du
dx

=
3u + 19− 2u − 18

3u + 19
−→ du

dx
=

u + 1
3u + 19

Se separa las variables:

du
dx

=
u + 1

3u + 19
−→ 3u + 19

u + 1
du = dx (1.17)

Se integra a ambos lados de la identidad ( 1.17 ):∫
3u + 19
u + 1

du =
∫
dx+C Donde : u , 1

Se integra la integral:∫
3u + 19
u + 1

du =
∫ (

3 +
16
u + 1

)
du −→ 3u + 16ln(u + 1)

Se reemplaza:
3u + 16ln(u + 1) = x+C

Se regresa a las variables x,y:

3u + 16ln(u + 1) = x+C −→ 3(x − 2y) + 16ln(x − 2y + 1) = C

La expresión obtenida es la solución implı́cita general de la ecuación diferencial.

3. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
=

6x − 2y + 2
3x − y + 1

(1.18)
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Se calcula el valor del determinante:∣∣∣∣∣ 6 −2
3 −1

∣∣∣∣∣ = −6 + 6 = 0

Se verifica el valor para otro determinante:∣∣∣∣∣ −2 2
−1 1

∣∣∣∣∣ = −2 + 2 , 0

Los demás determinantes de la matriz también tiene el valor cero; por lo tanto:

3x − y + 1 = u

Se reemplaza en la ecuación diferencial ( 1.18 ):

dy

dx
=

6x − 2y + 2
3x − y + 1

−→
dy

dx
=

2(3x − y + 2)
3x − y + 1

dy

dx
=

2(u)
u
−→

dy

dx
= 2 −→ dy = 2dx

Se integra:

y = 2x + C

Se ha obtenido la solución implı́cita general de la ecuación diferencial.

4. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
=
x+ y + 1
x+ y − 1

si y(−1) = 2 (1.19)

Se calcula el valor del determinante:∣∣∣∣∣ 1 1
1 1

∣∣∣∣∣ = 1− 1 = 0

Se verifica el valor para otro determinante:∣∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣∣ = −1− 1 , 0

Se aplica el cambio de variable:
x+ y = u

Se deriva ambos lados de la identidad con respecto a x:

1 +
dy

dx
=
du
dx
−→

dy

dx
=
du
dx
− 1

Se reemplaza en la ecuación diferencial ( 1.19 ):

dy

dx
=
x+ y + 1
x+ y − 1

−→ du
dx
− 1 =

u + 1
u − 1

−→ du
dx

=
u + 1
u − 1

+ 1
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du
dx

=
u + 1 +u − 1

u − 1
−→ du

dx
=

2u
u − 1

−→ u − 1
2u

du = dx (1.20)

Se integra ambos lados de la igualdad ( 1.20 ):∫
u − 1
2u

du =
∫
dx+C

Se integra el lado izquierdo de la identidad:

∫
u − 1
2u

du =
1
2

(∫
du −

∫
du
u

)
=

1
2

(u − ln(u))

Se tiene:
u
2
− ln(u)

2
= x+C

Se reemplaza en la expresión, para que este en función de x, y:

x+ y
2
−
ln(x+ y)

2
= x+C

x+ y
2
−
ln(x+ y)

2
− x = C

x+ y − 2x
2

−
ln(x+ y)

2
= C

y − x
2
−
ln(x+ y)

2
= C

Esto representa la solución general de la ecuación diferencial. En este momento,
se reemplaza la condición inicial, para obtener la solución especifica:

y − x
2
−
ln(x+ y)

2
= C −→ 2− (−1)

2
− ln(−1 + 2)

2
=

3
2

y − x
2
−
ln(x+ y)

2
=

3
2

La expresión obtenida es la solución especifica de la ecuación diferencial.

1.4.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de la Forma
dy

dx
= f

(
ax+ by + c
a1x+ b1y + c1

)
1. Resolver las ecuaciones diferenciales:
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a)
dy

dx
= −

x+ 3y + 7
2x+ y + 3

b)
dy

dx
=
−7x+ 3y + 4
3x − 7y − 7

c)
dy

dx
=
x − 2y − 4

2x − 4y + 5

d)
dy

dx
= 2

(
y + 2

x+ y − 1

)2

e)
dy

dx
=
x − y + 1
x+ y − 3

f )
dy

dx
=

2x − 2y − 8
3x+ 5y + 7

g)
dy

dx
=

(
x − y − 1

2x − 2y + 1

)2

h)
dy

dx
=

a2

(x+ y)2 a , 0

i)
dy

dx
= −

x+ y − 2
x − y + 4

1.
dy

dx
= −

2(x+ y − 2)
5x − y − 4

2.
dy

dx
=
−3x+ 7y − 7
7y − 3x+ 3

3.
dy

dx
=
−x+ 3y − 2
3x − y − 2

4. x − 2y + 9− (3x − 6y + 19)
dy

dx
= 0

5.
dy

dx
=
−2x+ y − 1
2y − x+ 1

6. (2x − y − 1)
dy

dx
= x − 2y + 1

7. 3x+ 3y − 1 + (x+ y + 1)
dy

dx
= 0

8. (2x+ 2y − 1)
dy

dx
= −x − y − 1

9. x+ y − 2− (x − y + 4)
dy

dx
= 0

10. x − 2y + 5 + (2x − y + 4)
dy

dx
= 0

1.5. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden

Una ecuación diferencial lineal de primer orden, se llama a una ecuación de la
forma:

dy

dx
+ p(x)y = g(x) (1.21)

Donde: p(x) y g(x) son funciones continuas en un intervalo común (a,b), de tal forma
que, por cada punto de su dominio:

D =
{

(a,b) : a < x < b
−∞ < y <∞

}
Pasa exactamente una curva integral de la ecuación diferencial. En el caso de que: g(x)
= 0, la ecuación diferencial toma la forma:

dy

dx
+ p(x)y = 0

A este ecuación, se la conoce como: ecuación diferencial lineal homogénea ( 1.21 ), que
es parte de la ecuación diferencial lineal de primer orden, en el caso de que: g(x) , 0
es la parte no-homogénea de la ecuación diferencial lineal de primer orden ( 1.21 ). Lo
que permite definir que:

La solución general de la ecuación diferencial lineal (1.21 ) es suma de dos solucio-
nes
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1. La solución general de la ecuación diferencial de su parte homogénea (yh),

2. La solución especifica de la ecuación diferencial de su parte no-homogénea (y∼h).

La solución general homogénea, se la encuentra fácilmente; ya que, es una ecuación
diferencial de variables separables:

dy

dx
+ p(x)y = 0 −→

dy

y
= −p(x)dx

ln(y) = −
∫
p(x)dx+C −→ ln(y) = −

∫
p(x)dx+ ln(C)

ln(y)− ln(C) = −
∫
p(x)dx −→ ln

( y
C

)
= −

∫
p(x)

y = yh = Ce−
∫
p(x)dx

De la solución general de la ecuación diferencial lineal homogénea, se puede observar
que: si y = 0, esto nos indica que C = 0.

Para encontrar la solución a la ecuación diferencial no-homogénea, existe dos méto-
dos:

1. Primer Método: A este método, se lo conoce como: el método de la variación de
la constante. Consta de los siguientes fases:

a) Se encuentra la solución general de la ecuación diferencial homogénea:

y = Ce−
∫
p(x)dx Donde: C es la constante de integración.

b) Se considera que: C es función de x; por lo tanto, C(x):

y = C(x)e−
∫
p(x)dx

c) Por el momento, C(x) no es conocida y se supone que cumple la ecuación
diferencial lineal de primer orden. Se la calcula derivando la identidad en
función de x:

dy

dx
= C′(x)e−

∫
p(x)dx −C(x)e−

∫
p(x) · p(x)

Se reemplaza estas identidades en la ecuación diferencial de primer orden (
1.21 ):

dy

dx
+ p(x)y = g(x)

C′(x)e−
∫
p(x)dx −C(x)e−

∫
p(x) · p(x) + p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx = g(x)

C′(x)e−
∫
p(x)dx = g(x)

C′(x) = g(x)e
∫
p(x)dx

Se integra la última identidad:

C(x) =
∫
g(x)e

∫
p(x)dxdx
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Se reemplaza la función C(x) en la solución general de la ecuación diferen-
cial homogénea; con lo cual, se obtiene la solución especifica de la ecuación
no-homogénea:

y1(x) = y∼h = e−
∫
p(x)dx

∫
g(x)e

∫
p(x)dxdx

La solución a la ecuación diferencial lineal de primer orden ( 1.21 ), es la
suma de las dos soluciones; es decir, la solución general de la ecuación di-
ferencial homogénea más la solución especifica de la ecuación diferencial
no-homogénea (y = yh + y∼h).

2. Segundo Método: A este método, se lo conoce como: el método de la adivinanza,
al inicio de su aplicación, o error acierto actualmente. Este método se lo puede
aplicar, cuando:

a) El elemento de la ecuación diferencial lineal de primer orden p(x) es una
constante,

b) Cuando se puede visualizar la forma de la ecuación especifica de la ecuación
diferencial no-homogénea.

Los casos en los cuales se identifica fácilmente, la forma de la ecuación diferencial
no-homogénea son:

a) Si el lado derecho de la ecuación diferencial de primer orden, g(x), es un po-
linomio de n-orden; entonces, la forma de la ecuación no-homogénea sera
un polinomio del mismo orden, donde se debe calcular sus coeficientes.

dy

dx
+ p(x)y = g(x) −→

dy

dx
+ p(x)y = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

y1 = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0

b) Si, g(x) = eaxP (x), donde: P(x) es un polinomio de n-orden, la parte no-
homogénea y1 tendrı́a la forma de:

y1(x) =
{
eaxQn(x) : cuando las raices p , a
xeaxQn(x) cuando las raices p = a

Donde los coeficiente del polinomio Q(x), hay que calcularlos.

c) Si g(x) = keax, entonces y1(x), tiene la forma:

y1(x) =
{
meax : cuando las raices p , a
mxeax cuando las raices p = a

Donde: m se lo debe calcular.

d) Si g(x) = k cos(bx) + l sin(bx), se adivina que, la parte no-homogénea tendrı́a
la forma:

y1(x) =mcos(bx) +nsin(bx)

Donde los coeficientes m y n se debe calcular.

e) Si g(x) = eax(k cos(bx) + l sin(bx) la parte no-homogénea y1(x) tiene la forma:
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y1(x) = eax(mcos(bx) +nsin(bx))

Donde: m y n son coeficientes que se debe calcular.

f ) Si g(x) = Pn(x)cos(bx) +Qn(x)sin(bx) . Donde: Pn(x) y Qn(x) son polinomios
donde uno de ellos es por lo menos de n-orden, y el otro es a lo mucho de
n-orden, la parte no-homogénea y1(x) tiene la forma:

y1(x) = Rn(x)cos(bx) + Sn(x)sin(bx)

Donde: los polinomios Rn(x) y Sn(x) tienen las mismas propiedades de los
polinomios Pn(x) y Qn(x) y sus coeficientes se deben calcular.

El método de la adivinanza; aunque, se lo debe aplicar cumpliendo ciertas caracterı́sti-
cas, es un método, que se utiliza bastante en la ingenierı́a, además, se elimina la inte-
gración; lo cual, en muchos casos facilita la resolución de la ecuación diferencial. En
la búsqueda de la solución especifica de una ecuación diferencial lineal, donde su lado
derecho es complicada, es bueno tener en mente, el método de la adivinanza:

1. Si y1(x) y y2(x) son la parte no-homogénea de las ecuaciones:

dy

dx
+ p(x)y = g1(x) y

dy

dx
+ p(x)y = g2(x)

La función y = y1(x) + y2(x), es la parte no-homogénea de la ecuación:

dy

dx
+ p(x)y = g1(x) + g2(x)

2. Algunas veces, la ecuación diferencial lineal de primer orden, es mucho mas agra-
dable expresarla, en función de y:

dx
dy

+ p(y)x = q(y)

1.5.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales lineales de
Primer Orden

1. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
+ 2xy = 2x2e−x

2
(1.22)

La ecuación, es una ecuación diferencial lineal no-homogénea. Su solución, es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy

dx
+ 2xy = 0 −→

dy

dx
= −2xy −→

dy

y
= −2xdx

Se integra ambos lados:

dy

y
= −2xdx −→

∫
dy

y
=

∫
−2xdx+C
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ln(y) = −2
x2

2
+C −→ ln(y) = −x2 + ln(C)

ln(y)− ln(C) = −x2 −→ ln
( y
C

)
= −x2

y = yh = Ce−x
2

(1.23)

Se ha obtenido la solución general de la ecuación homogénea.
Su parte no-homogénea:
Se parte, de la solución general de la parte homogénea; en la cual, se considera a la
constante, como una función en x:

y = C(x)e−x
2

(1.24)

Se deriva ambos lados en función de x:

dy

dx
= C′(x)e−x

2
− 2xC(x)e−x

2
(1.25)

Los dos últimos elementos, ( 1. 23 ) y (1.24 ) se reemplaza en la ecuación diferencial
lineal ( 1.22 ):

C′(x)e−x
2
− 2xC(x)e−x

2
+ 2xC(x)e−x

2
= 2x2e−x

2

C′(x)e−x
2

= 2x2e−x
2

C′(x) = 2x2 (1.26)

Se integra a ambos lados de la identidad ( 1.26 ):

C′(x) = 2x2 −→ C(x) =
2
3
x3

Se reemplaza en la parte no-homogénea, lo que permite obtener, es la ecuación es-
pecifica de la parte no-homogénea de la ecuación diferencial lineal:

y1(x) = y∼h =
2
3
x3e−x

2

La solución general de la ecuación diferencial linea tiene la forma ( y = yh + y∼h) :

y = Ce−x
2

+
2
3
x3e−x

2
−→ y = e−x

2
(
C +

2
3
x3

)
Donde: C es una constante cualquiera.

2. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
+
y

x
= ex, Si y(1) = 1 (1.27)

Su parte homogénea:

dy

dx
+
y

x
= 0 −→

dy

dx
= −

y

x
−→

dy

y
= −dx

x
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Se integra ambos lados de identidad:∫
dy

y
= −

∫
dx
x

+C −→ ln(y) = −ln(x) + ln(C) −→ ln(y) = ln
(C
x

)
y = yh =

C
x

Que representa, la solución general de la parte homogénea.
Su parte no-homogénea:

El coeficiente p(x) =
1
x
, en la ecuación diferencial, es diferente a una constante; por

lo tanto, el método a aplicar, es la variación de la constante.

y =
C(x)
x

(1.28)

Derivamos, la identidad en función de x:

dy

dx
= C′(x)

1
x
−C(x)

1
x2 (1.29)

Se reemplaza ( 1.28 ) y ( 1.29 ) en la ecuación diferencial lineal ( 1.27 ):

dy

dx
+
y

x
= ex −→ C′(x)

1
x
−C(x)

1
x2 +

C(x)
x

1
x

= ex −→ C′(x)
1
x

= ex

Se integra la ambos lados de la identidad:

C(x) =
∫
xex

Se realiza la integración por partes de:∫
xex = xex −

∫
exdx = xex − ex = ex(x − 1)

Se reemplaza:

y1(x) = y∼h =
C(x)
x

−→ y1(x) = y∼h =
ex(x − 1)

x
La parte homogénea y la parte no-homogénea, se reemplaza en la ecuación diferen-
cial lineal, y = yh + y∼h :

y = yh + y∼h =
C
x

+
ex(x − 1)

x
−→ y =

1
x

(C + (x − 1)ex)

Se reemplaza la condición inicial o de frontera en la solución general de la ecuación
diferencial lineal:

y =
1
x

(C + (x − 1)ex) −→ 1 =
1
1

(C + (1− 1)ex) −→ C = 1

Se reemplaza en la solución general:

y =
1
x

(C + (x − 1)ex) −→ y =
1
x

(1 + (x − 1)ex)

Se ha obtenido la solución especifica de la ecuación diferencial lineal, que además,
cumple con la condición inicial dada.
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3. Resuelva la ecuación diferencial lineal:

dy

dx
=

1
xcos(y) + asin(2y)

La ecuación dada no es una ecuación diferencial con respecto a ´ y ´; ya que, la varia-
ble, se encuentra en el argumento trigonométrico de las funciones trigonométricas,
pero, se la puede tratar como una ecuación en función de ´ x ´, si se la transforma:

dx
dy

= xcos(y) + asin(2y) −→ dx
dy
− xcos(y) = asin(2y) (1.30)

Su parte homogénea:

dx
dy
− xcos(y) = 0 −→ dx

dy
= xcos(y) −→ dx

x
= dy cos(y)

Se integra ambos lados de la identidad:∫
dx
x

=
∫

cos(y)dy +C −→ ln(x) = sin(y) +C −→ ln(x) = sin(y) + ln(C)

ln(x)− ln(C) = sin(y) −→ ln(
x
C

) = sin(y) −→ x = xh = Cesin(y)

Se encontró la solución general de la parte homogénea.
Su parte no-homogénea:

x = Cesin(y) −→ x = C(y)esin(y)

Se deriva ambos lados en función de y:

dx
dy

= C′(y)esin(y) +C(y)esin(y) cos(y) (1.31)

Se reemplaza ( 1.31 ) y ( 1.32 ) en la ecuación diferencial lineal ( 1.30 ):

dx
dy
−xcos(y) = asin(2y) −→ C′(y)esin(y)+C(y)esin(y) cos(y)−C(y)esin(y) cos(y) = asin(2y)

C′(y)esin(y) = asin(2y) −→ C′(y) = asin(2y)e−sin(y)

Se integra a ambos lados de la identidad con respecto a y:

C(y) =
∫
asin(2y)e−sin(y)dy −→ C(y) = 2a

∫
siny cosy · e−sin(y)dy

Se integra, la integral del lado derecho:∫
siny cosy · e−sin(y)dy −→ si sin(y) = t −→

∫
te−tdt

∫
te−tdt = −te−t −

∫
(−e−tdt) = −te−t − e−t = −e−t(t + 1) = −e−sin(y)(sin(y) + 1)
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Finalmente:
C(y) = −2ae−sin(y)(sin(y) + 1)

Se reemplaza:

x1(y) = x = C(y)esin(y) −→ x1(y) = −2ae−sin(y)(sin(y) + 1)esin(y)

x1(y) = x∼h = −2a(sin(y) + 1)

La solución general de la ecuación diferencial lineal es:

x = xh + x∼h = Cesin(y) − 2a(sin(y) + 1)

4. Resuelva la ecuación diferencial lineal:

dy

dx
+ 3y = 15x2 + 4x+ 4 (1.32)

La solución a esta ecuación diferencial, sera la suma de la solución a la parte ho-
mogénea y la solución a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy

dx
+ 3y = 0 −→

dy

dx
= −3y∫

dy

y
= −

∫
3dx+C −→ ln(y) = −3x+ ln(C) −→ ln(y)− ln(C) = −3x

ln
( y
C

)
= −3x −→ y = yh = Ce−3x (1.33)

La última expresión es la solución general a la parte homogénea de la ecuación di-
ferencial.
Su parte no-homogénea:
En la ecuación diferencial, se debe observar que, el elemento p(x) = 3, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza. Al aplicar este méto-
do, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte derecha de la ecuación
diferencial. En este caso, se tiene un polinomio de segundo orden; por lo que, la
forma de la parte no-homogénea sera un polinomio de segundo orden, donde sus
coeficientes, se debe calcular.

y1(x) = ax2 + bx+ c Donde a, b y c se debe encontrar. (1.34)

Esta forma, se reemplaza ( 1.35 ) en la ecuación diferencial ( 1.33 ):

y1(x) = ax2 + bx+ c −→
dy1

dx
= 2ax+ b

Se reemplaza en la ecuación:

dy

dx
+ 3y = 15x2 + 4x+ 4 −→ 2ax+ b+ 3(ax2 + bx+ c) = 15x2 + 4x+ 4

Se simplifica, se ordena el lado izquierdo de la ecuación:

2ax+ b+ 3(ax2 + bx+ c) = 15x2 + 4x+ 4
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3ax2 + x(3b+ 2a) + (b+ 3c) = 15x2 + 4x+ 4

Lo que se tiene, es una identidad compuesta de dos polinomios de segundo orden,
pero uno de cada lado de la identidad; por lo que, para que cumpla la identidad, los
coeficientes del polinomio del lado derecho, tiene que ser iguales a los coeficientes
del polinomio del lado izquierdo, con lo cual, se forma ecuaciones simples, que
permiten el calculo de los coeficientes:

3a = 15 −→ a = 5 Coeficientes de x2

3b+ 2a = 4 −→ 3b+ 2 · 5 = 4 −→ 3b = 4− 10 −→ b = −2

b+ 3c = 4 −→ −2 + 3c = 4 −→ 3c = 6 −→ c = 2

Por lo tanto, la forma no-homogénea es:

y1(x) = y∼h = ax2 + bx+ c −→ y1(x) = 5x2 − 2x+ 2 (1.35)

La solución general de la ecuación diferencial es la suma de las soluciones ( 1.34 y
1.35 ):

y = yh + y∼h = Ce−3x + 5x2 − 2x+ 2

5. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
− 2y = e3x(x+ 1) (1.36)

La solución a esta ecuación diferencial, sera la suma de la solución a la parte ho-
mogénea y la solución a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy

dx
− 2y = 0 −→

dy

dx
= 2y −→

dy

y
= 2dx

Se integral a ambos lados de la identidad:∫
dy

y
= 2

∫
dx+C −→ ln(y) = 2x+ ln(C) −→ ln

( y
C

)
= 2x −→ y = yh = Ce2x

(1.37)
Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que, el elemento p(x) = 2, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ó error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte de-
recha de la ecuación diferencial. En este caso, se tiene un producto de una función
de base e y un polinomio de primer orden; por lo que, la forma de la parte no-
homogénea, sera un polinomio de primer orden multiplicada por e3x, donde sus
coeficientes se debe calcular. Además, p , a (p =-2; a = 3).

y = e3x(ax+ b) −→
dy

dx
= ae3x + (ax+ b)e3x3

Se reemplaza en el ecuación diferencial:

ae3x + (ax+ b)e3x3− 2e3x(ax+ b) = e3x(x+ 1)
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Se simplifica e3x:
a+ (ax+ b)3− 2(ax+ b) = (x+ 1)

Se simplifica y ordena ambos lados de la identidad:

a+ 3(ax+ b)− 2(ax+ b) = (x+ 1) −→ ax+ b+ a = x+ 1

Igualamos los coeficientes de los polinomios de ambos lados de la identidad:

a = 1 −→ a+ b = 1 −→ b = 0

Por lo tanto, la forma no-homogénea es:

y1(x) = y∼h = e3x(ax+ b) −→ y1(x) = e3xx (1.38)

La solución general de la ecuación diferencial es la suma de las soluciones 1.37 y
1.38:

y = yh + y∼h = Ce2x + e3xx

6. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
− 4y = e4x(2x2 + 1) (1.39)

La solución a esta ecuación diferencial sera la suma de la solución a la parte ho-
mogénea y la solución a la parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

dy

dx
− 4y = 0 −→

dy

dx
= 4y −→

dy

y
= 4dx

Se integral a ambos lados de la identidad:∫
dy

y
= 4

∫
dx+C −→ ln(y) = 4x+ ln(C) −→ ln

( y
C

)
= 4x −→ y = yh = Ce4x

(1.40)
Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 4, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ó error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte de-
recha de la ecuación diferencial. En este caso, se tiene un producto de una función
de base e y un polinomio de segundo orden; por lo que, la forma de la parte no-
homogénea, sera un polinomio de segundo orden multiplicada por e4x, donde sus
coeficientes se debe calcular. Además, p = −a. (p =-4; a = 4).

y = e4xx(ax2 + bx+ c) −→ y = e4x(ax3 + bx2 + cx)

dy

dx
= 4e4x(ax3 + bx2 + cx) + (3ax2 + 2bx+ c)e4x

Se reemplaza en el ecuación diferencial:

dy

dx
− 4y = e4x(2x2 + 1)
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4e4x(ax3 + bx2 + cx) + (2ax2 + bx+ c)e4x − 4(e4x(ax3 + bx2 + cx)) = e4x(2x2 + 1)

Se simplifica el elemento e4x:

4(ax3 + bx2 + cx) + (3ax2 + 2bx+ c)− 4((ax3 + bx2 + cx)) = (2x2 + 1)

Se simplifica y ordena con respecto a x:

4ax3 + 4bx2 + 4cx+ 3ax2 + 2bx+ c − 4ax3 − 4bx2 − 4cx = 2x2 + 1

3ax2 + 2bx+ c = 2x2 + 1

Para que, estos polinomios mantengan la identidad, los coeficientes de las variables
respectivas tienen que ser identidades:

3a = 2; 2b = 0 : c = 1 −→ a =
2
3

; b = 0; c = 1

Los valores de a, b y c se reemplazan en la solución no-homogéneo l:

y = xe4x(ax2 + bx+ c) −→ y = xe4x
(2
3
x2 + 0x+ 1

)
−→ y = ysimh = xe4x

(2
3
x2 + 1

)
(1.41)

La solución general de la ecuación diferencial es la suma de las soluciones 1.40 y
1.41:

y = yh + y∼h = Ce4x + xe4x(
2
3
x2 + 1)

7. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
− 5y = 3e4x (1.42)

La solución a esta ecuación diferencial, sera la suma de la solución a la parte ho-
mogénea y la solución a la parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

dy

dx
− 5y = 0 −→

dy

dx
= 5y −→

dy

y
= 5dx

Se integra a ambos lados de la identidad:∫
dy

y
= 5

∫
dx+C −→ ln(y) = 5x+ ln(C) −→ ln

( y
C

)
= 5x −→ y = yh = Ce5x

(1.43)
Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = -5, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ó error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte de-
recha de la ecuación diferencial. En este caso, se tiene un producto de una función
de base e y una constante; por lo que, la forma de la parte no-homogénea, sera una
constante multiplicada por e4x, donde sus coeficientes, se debe calcular. Además,
p , −a (p =-5; a = 4).

y =me4x Donde :m hay que calcularlo.
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Se deriva con respecto a x, ambos lados de la identidad:

y =me4x −→
dy

dx
= 4me4x

Se reemplaza en la ecuación diferencial:

dy

dx
− 5y = 3e4x −→ 4me4x − 5me4x = 3e4x

Se simplifica e4x :
4m− 5m = 3 −→ −m = 3 −→ m = −3

La solución especifica a la parte no-homogénea es:

y = y∼h =me4x −→ y = −3e4x (1.44)

La solución a la ecuación diferencial, es la suma de las dos partes: homogénea ( 1.43
) y no-homogénea ( 1.44 ):

y = yh + y∼h = Ce5x − 3e4x

8. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
− 3y = 6e3x (1.45)

La solución a esta ecuación diferencial, sera la suma de la solución a la parte ho-
mogénea y la solución a la parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

dy

dx
− 3y = 0 −→

dy

dx
= 3y −→

dy

y
= 3dx

Se integra a ambos lados de la identidad:∫
dy

y
= 3

∫
dx+C −→ ln(y) = 3x+ ln(C) −→ ln

( y
C

)
= 3x −→ y = yh = Ce3x

(1.46)
Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = -3, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ó error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte de-
recha de la ecuación diferencial. En este caso, se tiene un producto de una función
de base e y una constante; por lo que, la forma de la parte no-homogénea sera una
constante multiplicada por e3x, donde sus coeficientes se debe calcular. Además,
p = −a (p =-3; a = 3).

y =mxe3x Donde : m hay que obtenerlo.

Se deriva con respecto a x, ambos lados de la identidad:

y =mxe3x −→
dy

dx
= 3mxe3x +me3x
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Se reemplaza en la ecuación diferencial:

dy

dx
− 3y = 6e3x −→ 3mxe3x +me3x − 3mxe3x = 6e3x

Se simplifica e3x :
3mx+m− 3mx = 6 −→ m = 6

La solución especifica a la parte no-homogénea es:

y = y∼h =me3x −→ y = y∼h = 6xe3x (1.47)

La solución a la ecuación diferencial, es la suma de las dos partes: homogénea ( 1.46
) y no-homogénea ( 1.47 ):

y = yh + y∼h = Ce3x + 6xe3x

9. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
− y = 5cos(x)− 3sin(x) (1.48)

La solución a esta ecuación diferencial, sera la suma de la solución a la parte ho-
mogénea y la solución a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy

dx
− y = 0 −→

dy

dx
= y −→

dy

y
= dx

Se integra a ambos lados de la identidad:∫
dy

y
=

∫
dx+C −→ ln(y) = x+ ln(C) −→ ln

( y
C

)
= x −→ y = yh = Cex (1.49)

Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = -1, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ó error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte dere-
cha de la ecuación diferencial. En este caso, se tiene funciones trigonométricas; por
lo que, la forma de la parte no-homogénea sera una función trigonométrica, donde
sus coeficientes se debe calcular.

y =mcos(x) +nsin(x) Donde :m,n se debe calcular.

Se deriva la identidad con respecto a x:

dy

dx
= −msin(x) +ncos(x)

Se reemplaza en la ecuación diferencial:

dy

dx
− y = 5cos(x)− 3sin(x)
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−msin(x) +ncos(x)− (mcos(x) +nsin(x)) = 5cos(x)− 3sin(x)

Se aplica propiedades de álgebra al lado derecho de la identidad: Asociativa y dis-
tributiva:

(n−m)cos(x)− (n+m)sin(x) = 5cos(x)− 3sin(x)

Para que la identidad se mantenga, los coeficientes de las funciones trigonométricas
del lado derecho tienen que ser iguales a los coeficientes del lado izquierdo de las
mismas funciones trigonométricas:

n−m = 5y − (n+m) = −3

Se resuelve el sistema y se obtiene los valores de n, m, que son: n = 4 y m = -1.

Se reemplaza en la ecuación de la parte no-homogénea:

y = y∼h =mcos(x) +nsin(x) −→ y = y∼h = −cos(x) + 4sin(x) (1.50)

Que representa la solución especifica de la parte no-homogénea.

Ahora se reemplaza en la ecuación diferencial que es la parte homogénea ( 1.49 ) y
la no-homogénea (1.50 ):

y = yh + y∼h = Cex − cos(x) + 4sin(x)

Que es la solución general de la ecuación diferencial.

10. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
+ 2y = e3x(cos(x) + 2sin(x)) (1.51)

La solución a esta ecuación diferencial, sera la suma de la solución a la parte ho-
mogénea y la solución a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy

dx
+ 2y = 0 −→

dy

dx
= −2y −→

dy

y
= −2dx

Se integra a ambos lados de la identidad:∫
dy

y
= −2

∫
dx+C −→ ln(y) = −2x+ ln(C) −→ ln

( y
C

)
= −2x −→ y = yh = Ce−2x

(1.52)
Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 2, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ó error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte de-
recha de la ecuación diferencial. En este caso, se tiene dos funciones: funciones
trigonométricas y una función exponencial. Por lo que, la forma de la parte no-
homogénea, sera una función trigonométrica y una función exponencial, donde sus
coeficientes se debe calcular.

y = e3x(mcos(x) +nsin(x))
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Donde: m,n se debe calcular.

Se deriva la identidad con respecto a x:

dy

dx
= 3e3x(mcos(x) +nsin(x)) + e3x(−msin(x) +ncos(x))

Se reemplaza en la ecuación diferencial:

dy

dx
+ 2y = e3x(cos(x) + 2sin(x))

3e3x(mcos(x) +nsin(x)) + e3x(−msin(x) +ncos(x)) + 2(e3x(mcos(x) +nsin(x))) =

= e3x(cos(x) + 2sin(x))

Se aplica propiedades de álgebra al lado derecho de la identidad: Asociativa, distri-
butiva. Se ordena y se simplifica el polinomio:

3(mcos(x)+nsin(x))+(−msin(x)+ncos(x))+2((mcos(x)+nsin(x))) = (cos(x)+2sin(x))

cos(x)(3m+n+ 2m) + sin(x)(3n−m+ 2n) = (cos(x) + 2sin(x))

Para que la identidad, de los polinomios, se mantenga, los coeficientes de las fun-
ciones trigonométricas del lado derecho tienen que ser iguales a los coeficientes del
lado izquierdo de las mismas funciones trigonométricas:

5m+n = 1; 5n−m = 2

Se ha obtenido un sistema de 2 × 2 aplicando cualquiera de los métodos conocidos

por el lector, se obtiene: m =
3

26
; n =

11
26

Se reemplaza estos valores en la parte no-homogénea:

y = y∼h = e3x(mcos(x) +nsin(x)) −→ y = y∼h = e3x
( 3
26

cos(x) +
11
26

sin(x)
)

(1.53)

Que representa la solución especifica de la parte no-homogénea.

Ahora, con la parte homogénea ( 1.52 ) y la no-homogénea (1.53 ), que es la solución
a la ecuación diferencial:

y = yh + y∼h = Ce−2x + e3x
( 3
26

cos(x) +
11
26

sin(x)
)

Que es la solución general de la ecuación diferencial.

11. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
+ y = (x+ 1)cos(x) + (2x+ 3)sin(x) (1.54)

La solución a esta ecuación diferencial, sera la suma de la solución a la parte ho-
mogénea y la solución a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy

dx
+ y = 0 −→

dy

dx
= −y −→

dy

y
= −dx
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Se integra a ambos lados de la identidad:∫
dy

y
= −

∫
dx+C −→ ln(y) = −x+ ln(C) −→ ln

( y
C

)
= −x −→ y = yh = Ce−x

(1.55)
Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 1, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ó error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte de-
recha de la ecuación diferencial. En este caso, se tiene dos funciones: funciones tri-
gonométricas y una función de polinomios . Por lo que, la forma de la parte no-
homogénea, sera el producto de una función trigonométrica y una función polino-
mial, donde sus coeficientes se deben calcular.

y = (a1x+ b1)cos(x) + (a2x+ b2)sin(x)

Donde : los coeficientes a1, a2,b1 y b2. son constantes. Se deriva la identidad con
respecto a x:

dy

dx
= a1(cos(x))− (a1x+ b1)sin(x) + a2 sin(x) + (a2x+ b2)cos(x)

Se reemplaza en la ecuación diferencial:

dy

dx
+ y = (x+ 1)cos(x) + (2x+ 3)sin(x)

a1(cos(x))−(a1x+b1)sin(x)+a2 sin(x)+(a2x+b2)cos(x)+(a1x+b1)cos(x)+(a2x+b2)sin(x) =

= (x+ 1)cos(x) + (2x+ 3)sin(x)

Se aplica propiedades de álgebra al lado derecho de la identidad: Asociativa, distri-
butiva. Se ordena y se simplifica el polinomio:

cos(x)[a1 + b2 + b1] + xcos(x)[a2 + a1] + sin(x)[a2 + b2 − b1] + x sin(x)[a2 − a1] =

= xcos(x) + cos(x) + 2x sin(x) + 3sin(x)

Para que la identidad se mantenga, los coeficientes de las funciones trigonométricas
del lado derecho tienen que ser iguales a los coeficientes del lado izquierdo de las
mismas funciones trigonométricas; por lo tanto, se obtiene las ecuaciones:

a1 + b2 + b1 = 1
a2 + b2 − b1 = 3

a2 − a1 = 2
a2 + a1 = 1

De la tercera y cuarta ecuación, se obtiene:

a2 =
3
2

; a1 = −1
2
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Con estos dos valores se reemplaza en la primera y segunda ecuación:
−1

2
+ b2 + b1 = 1

3
2

+ b2 − b1 = 3

−→


b2 + b1 = 1 +

1
2

=
3
2

b2 − b1 = 3− 3
2

=
3
2

Del último sistema, se obtiene:

b1 = 0 y b2 =
3
2

Los valores calculados, se reemplaza en la parte no-homogénea de la ecuación dife-
rencial:

y = y∼h = −1
2
xcos(x) +

3
2

(x+ 1)sin(x) (1.56)

Lo que representa, la solución especifica de la parte no-homogénea de la ecuación
diferencial. Con lo cual, se obtiene:

y = yh + y∼h = Ce−x − 1
2
xcos(x) +

3
2

(x+ 1)sin(x)

Que representa la solución general de la ecuación diferencial, que es la suma de su
parte homogénea (1.55 ) y la no-homogénea ( 1.56 ).

1.5.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Primer
Orden

1. Encuentre la integral general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a)
dy

dx
+

2
x
y = x3

b)
dy

dx
+

x

1− x2y = 2x

c)
dy

dx
− 2
x+ 1

y =
√

(x+ 1)5

d)
dy

dx
+ xy = x3

e)
dy

dx
+
y

x
= xsin(x)

f )
dy

dx
+ 2xy = xe−x

2
sin(x)

g)
dy

dx
−

xy

1 + x2 = 1 + x2

h)
dy

dx
− 1
x
y = e−x

2

i)
dy

dx
−

y

sin(x)
=

1− cos(x)
sin(x)

1.
dy

dx
−

2y
x+ 1

= (x+ 1)3

2.
dy

dx
+
y

x
= (x)2

3.
dy

dx
+

1− 2x
x2 y = 1

4.
dy

dx
− y tan(x) = 2sin(x)

5.
dy

dx
−

y

x+ 1
= 3x+ 3

6.
dy

dx
+

3y
x

= x

7.
dy

dx
+ y cos(x) = e−sin(x)

8.
dy

dx
− y = x2 sin(x)

9.
dy

dx
+ y tan(x) = sin(2x)
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2. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a)
dy

dx
+ 2y = x2 + 2x

b)
dy

dx
− y = x sin(x)

c)
dy

dx
− y = ex

d)
dy

dx
− y = e2x

e)
dy

dx
− 5

2
y =

5
2

sin(x) + 2cos(x)

f )
dy

dx
+ 2y = 25x2e3x

g)
dy

dx
− 4y = (x+ 1)e4x

h)
dy

dx
− y = ex(cos(x) + 3sin(x))

i)
dy

dx
+ ay = cebx

j)
dy

dx
− y = x2e

x−
1
x

k) (x2 + 1)
dy

dx
+ xy = 1

l) (x2 + 1)
dy

dx
+ 2xy = 2x2

m) x2dy

dx
− y = x2e

x−
1
x

n) (x2 + 1)
dy

dx
+ xy = (x2 + 1)x

ñ) (y2 − 6x)
dy

dx
+ 2y = 0

o)
dy

dx
+

1
x+ y2 = 0

p) (2xy3 + y)
dy

dx
+ 2y2 − 4 = 0

q) xln(x)
dy

dx
− y = x3(3ln(x)− 1)

a) 2x
dy

dx
− y = 3x2

b) x(x − 1)
dy

dx
+ y = x2(2x − 1)

c) (1− x2)
dy

dx
+ xy = a

d) x2dy

dx
− 2xy = 3

e)
dy

dx
−

2y
x+ 1

= (x+ 1)3

f )
dy

dx
+
y

x
= 2

g)
dy

dx
− y tan(x) = 2cos2(x)

h)
dy

dx
+

xy

x2 + 1
=

1
x(1 + x2)

i)
dy

dx
+

ay

x2 + 1
=

b

(1 + x2)

j)
dy

dx
+

xy

x2 + a2 =

√
a2 + x2

x2

k)
dy

dx
−

y

sin(x)
= tan

(x
2

)
l)
dy

dx
+

xy

x2 + 1
=

sin(x)
√

1 + x2

m) x2dy

dx
− 2xy = 3y

n) 2x
dy

dx
− y =

3
2
x2

ñ) x
dy

dx
− 2y = xe

−
1
x

o) (1− x2)
dy

dx
+ xy = 4

p)
dy

dx
cot(x)− y = 2cos2(x)cot(x)

q)
dy

dx
cos(x)− y sin(x) = sin(2x)
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3. Encontrar la integral general y la especifica de las ecuaciones diferenciales:

a)
dy

dx
+

2y
x

= 3 y(0) = 0

b)
dy

dx
+ y cos(x) =

sin(2x)
2

y(0) = 1

c)
dy

dx
+ x2y = x2 y(2) = 1

d)
dy

dx
−
y

x
= 2x2 y(1) = 3

e)
dy

dx
−
y

x
= x sin(x) y(1) = 3

f )
dy

dx
+

x

1 + x2y = x y(0) =
1
3

g)
dy

dx
+

xy

1− x2 =
1

1− x2 y(0) = 1

h)
dy

dx
+ y = sin(x) y(π) =

1
2

i)
dy

dx
+ y = 2x y(1) = e3

j)
dy

dx
− 3y = 6e3x y(1) = e3

k)
dy

dx
− 5y = e5x y

(1
5

)
= e

l)
dy

dx
− y = 5cos(x)− 3sin(x) y (0) = 1

1.6. Ecuaciones Diferenciales No-lineales de Primer Orden. Ecua-
ción de Bernoulli

La ecuación diferencial de Bernoulli, se la conoce a la ecuación que tiene la forma:

dy

dx
+ p(x)y = q(x)yα

Donde: las funciones p(x) y q(x) son funciones continuas, que tienen un intervalo
común (a,b), y (α ∈ R). Se observa que, si α = 0 ó α = 1 es respectivamente, le ecua-
ción diferencial homogénea y la no-homogénea de una ecuación diferencial de primer
orden. Por lo tanto, el análisis se lo realiza para α , 0 y α , 1.

La solución de una ecuación diferencial de Bernoulli, se lo hace por medio de un
cambio de variable, para transformarle a una ecuación diferencial lineal de primer
orden.

El cambio de variable tiene la forma:

u = y1−α (1.57)

48 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 1.

A la ecuación diferencial lineal se multiplica por (1−α)y−α :

dy

dx
+ p(x)y = q(x)yn −→ (1−α)y−α

dy

dx
+ (1−α)p(x)yy−α = q(x)yα(1−α)y−α

(1−α)y−α
dy

dx
+ (1−α)p(x)y1−α = q(x)(1−α)

Se tiene:
u = y1−α

Se deriva con respecto a x:
du
dx

= (1−α)y−α
dy

dx
(1.58)

Se reemplaza las ecuaciones 1,57 y 1.58 en la ecuación diferencial de Bernoulli:

du
dx

+ (1−α)p(x)u = (1−α)g(x)

Si: (1−α)p(x) = h(x) y (1−α)g(x) = k(x) se puede escribir:

du
dx

+ h(x)u = k(x)

Por lo tanto, lo que se ha obtenido es una ecuación diferencial lineal de primer orden
entre las variables u y x.

1.6.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

1. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
− xy = −y3e−x

2

El elemento y−3 del lado derecho de la ecuación diferencial permite concluir que,
es una ecuación de Bernoulli. Donde: p(x) =-x; q(x) = −ex2

y α = 3

Primero, se la transforma a su forma lineal, para lo cual, la ecuación se divide
para y−3 :

dy

dx
− xy = −y3e−x

2
−→

dy

dx
− xy

y3 =
−y3e−x

2

y3

y−3
(
dy

dx
− xy

)
= −e−x

2
−→ y−3dy

dx
− xy−2 = −e−x

2

La nueva variable : u = y1−α −→ u = y1−3 −→ u = y−2.

Se deriva la ecuación con respecto a x y recordando que y esta en función de x:

u = y−2 −→ du
dx

= −2y−3dy

dx
−→ −1

2
du
dx

= y−3dy

dx

reemplazando en la ecuación diferencial con respecto a u:

y−3dy

dx
− xy−2 = −e−x

2
−→ −1

2
du
dx
− xu = −e−x

2
−→ 1

2
du
dx

+ xu = e−x
2
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Se ha obtenido una ecuación diferencial lineal y se la resuelve por uno de los
métodos conocidos.

La ecuación es una ecuación diferencial lineal no-homogénea. Su solución es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

1
2
du
dx

+ux = 0 −→ 1
2
du
dx

= −xu −→ du
u

= −2xdx

Se integra ambos lados:

du
u

= −2xdx −→
∫
du
u

=
∫
−2xdx+C −→ ln(u) = −2

x2

2
+C

ln(u) = −x2 + ln(C) −→ ln(u)− ln(C) = −x2

ln
(u
C

)
= −x2 −→ u = uh = Ce−x

2

Se ha obtenido la solución general de la ecuación diferencial, en su parte ho-
mogénea.
Su parte no-homogénea:

Se parte de la solución genera de la parte homogénea, en la cual, se considera a
la constante como, un función en x:

u = C(x)e−x
2

Se deriva ambos lados en función de x:

du
dx

= C′(x)e−x
2
− 2xC(x)e−x

2

Los dos últimos elementos se reemplaza en la ecuación diferencial lineal:

1
2

[
C′(x)e−x

2
− 2xC(x)e−x

2]
+ xC(x)e−x

2
= e−x

2

C′(x)e−x
2

= 2e−x
2
−→ C′(x) = 2 −→

∫
C′(x) = 2

∫
dx −→ C(x) = 2x

Se reemplaza en su parte no-homogénea:

u = u∼h = C(x)e−x
2
−→ u = 2xe−x

2

La solución general de la ecuación diferencial lineal es:

u = uh +u∼h = Ce−x
2

+ 2xe−x
2
−→ u = e−x

2
(C + 2x)

Se regresa en función de y:

u = y−2 −→ e−x
2
(C + 2x) = y−2 −→ (C + 2x)

ex2 =
1
y2 −→ y2(C + 2x) = ex

2

Que represente la solución general de la ecuación diferencial.
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2. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
+

2
3
y = xy−

1
2 (1.59)

El elemento y−
1
2 del lado derecho de la ecuación diferencial permite concluir que,

es una ecuación de Bernoulli. Donde: p(x) =
2
3

;q(x) = x y α = −1
2

Primero se la transforma a su forma lineal, para lo cual la ecuación se divide para
y−

1
2 :

dy

dx
+

2
3
y

y−
1
2

=
xy−

1
2

y−
1
2

−→ y
1
2

[
dy

dx
+

2
3
y

]
= x −→ y

1
2
dy

dx
+

2
3
y

3
2 = x

La nueva variable :

u = y1−α −→ u = y
1−

−1
2


−→ u = y

3
2 (1.60)

Se deriva la ecuación con respecto a x, recordando que y esta en función de x:

u = y

3
2 −→ du

dx
=

3
2
· y

1
2 ·

dy

dx
−→ 2

3
du
dx

= y

1
2 ·

dy

dx
(1.61)

Se reemplaza 1.60 y 1.61 en la ecuación diferencial de bernoulli 1.59 y se obtiene
otra ecuación diferencial lineal con respecto a u:

y
1
2
dy

dx
+

2
3
y

3
2 = x −→ 2

3
du
dx

+
2
3
u = x −→ du

dx
+u =

3
2
x

Se ha obtenido una ecuación diferencial lineal y se la resuelve por uno de los
métodos conocidos, en este caso, como p(x) = 1; es decir una constante, se aplicará
el método de la adivinanza.

La ecuación es una ecuación diferencial lineal no-homogénea. Su solución es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

du
dx

+u = 0 −→ du
dx

= −u −→ du
u

= −dx −→
∫
du
u

= −
∫
dx+C

ln(u) = −x+ ln(C) −→ ln
(u
C

)
= −x −→ u = uh = Ce−x

Se ha obtenido la solución general de la ecuación diferencial en su parte ho-
mogénea.
Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 1, es una
constante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ó error/acierto.
Al aplicar este método, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte
derecha de la ecuación diferencial. En este caso, se tiene una función polinomial.
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Por lo que, la forma de la parte no-homogénea, sera el producto de una función
polinomial, donde sus coeficientes se deben calcular.

u = Ax+B −→ du
dx

= A

du
dx

+u =
3
2
x −→ A+Ax+B =

3
2
x

A =
3
2

; A+B = 0 −→ B = −3
2

Los valores calculados, se reemplaza en la parte no-homogénea de la ecuación
diferencial:

u = u∼h =
3
2
x − 3

2
La solución general de la ecuación diferencial es:

u = uh +u∼h = Ce−x +
3
2
x − 3

2

Se regresa a la variable:

u = y

3
2 −→ Ce−x +

3
2
x − 3

2
= y

3
2 −→ y3 =

(
Ce−x +

3
2
x − 3

2

)2

La última expresión represente la solución general de la ecuación diferencial.

3. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dx
+ y = xy2 (1.62)

El elemento y2 del lado derecho de la ecuación diferencial permite concluir que,
es una ecuación de Bernoulli. Donde: p(x) = 1; q(x) = x y α = 2.

Primero, la ecuación se la transforma a su forma lineal, para lo cual la ecuación
se divide para y2 :

dy

dx
+ y

y2 =
xy2

y2 −→ y−2
[
dy

dx
+ y

]
= x −→ y−2dy

dx
+ y−1 = x

La nueva variable :

u = y1−α −→ u = y1−2 −→ u = y−1 (1.63)

Se deriva la ecuación con respecto a x, recordando que y esta en función de x:

u = y−1 −→ du
dx

= (−1) · y−2 ·
dy

dx
−→ du

dx
= −y−2 ·

dy

dx
(1.64)

Se reemplaza las ecuaciones 1.63 y 1.64 en la ecuación diferencial 1.62 y se ob-
tiene una ecuación con respecto a u:

y−2dy

dx
+ y−1 = x −→ −du

dx
+u = x −→ du

dx
−u = −x
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Se ha obtenido una ecuación diferencial lineal y se la resuelve por uno de los
métodos conocidos, en este caso, como p(x) = 1; es decir, una constante, se apli-
cara el método de la adivinanza.

La ecuación es una ecuación diferencial lineal no-homogénea. Su solución es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

du
dx
−u = 0 −→ du

dx
= u −→ du

u
= dx −→

∫
du
u

=
∫
dx+C

ln(u) = x+ ln(C) −→ ln
(u
C

)
= x −→ u = uh = Cex

Se ha obtenido la solución general de la ecuación diferencial en su parte ho-
mogénea.
Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 1, es una
constante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ó error/acierto.
Al aplicar este método, se debe poner mucha atención a la estructura de la parte
derecha de la ecuación diferencial. En este caso, se tiene una función polinomial.
Por lo que, la forma de la parte no-homogénea, sera el producto de una función
polinomial, donde sus coeficientes se deben calcular.

u = Ax+B −→ du
dx

= A

du
dx
−u = −x −→ A− (Ax+B) = −x

A = 1; A−B = 0 −→ B = 1

Los valores calculados se reemplaza en la parte no-homogénea de la ecuación
diferencial:

u = u∼h = x+ 1

La solución general de la ecuación diferencial es:

u = uh +u∼h = Cex + x+ 1

Se regresa a la variable:

u = y−1 −→ y−1 = Cex + x+ 1 = −→ y = (Ce−x + x+ 1)−1

La última expresión represente la solución general de la ecuación diferencial.

4. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
+

1
x
y = y2 ln(x)

x
(1.65)

Con la condición inicial: y(1) = 4.

El elemento y2 del lado derecho de la ecuación diferencial permite concluir que,

es una ecuación de Bernoulli. Donde: p(x) =
1
x

; q(x) =
ln(x)
x

y α = 2
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Primero, la ecuación se la transforma a su forma lineal, para lo cual la ecuación
se divide para y2 :

dy

dx
+

1
x
y

y2 =
y2 ln(x)

x
y2 −→ y−2

[
dy

dx
+

1
x
y

]
=
ln(x)
x

y−2dy

dx
+

1
x
y−1 =

ln(x)
x

La nueva variable :

u = y1−α −→ u = y1−2 −→ u = y−1 (1.66)

Se deriva la ecuación con respecto a x, recordando que y esta en función de x:

u = y−1 −→ du
dx

= (−1) · y−2 ·
dy

dx
(1.67)

du
dx

= −y−2 ·
dy

dx
Se reemplaza las ecuaciones 1.66 y 1.67 en la ecuación diferencial de Bernoulli (
1.65 )y se obtiene una ecuación diferencial con respecto a u:

y−2dy

dx
+

1
x
y−1 =

ln(x)
x

−→ −du
dx

+
1
x
u =

ln(x)
x

du
dx
− 1
x
u = − ln(x)

x
Se ha obtenido una ecuación diferencial lineal y se la resuelve por uno de los

métodos conocidos, en este caso, como p(x) =
1
x

; es decir, una variable, se aplicara

el método de la constante.

La ecuación es una ecuación diferencial lineal no-homogénea. Su solución es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.

Su parte homogénea:
du
dx
− 1
x
u = 0 −→ du

dx
=

1
x
u

du
u

=
dx
x
−→

∫
du
u

=
∫
dx
x

+C

ln(u) = ln(x) + ln(C) −→ ln
(u
C

)
= ln(x) −→ u = uh = C · x

Se ha obtenido la solución general de la ecuación diferencial en su parte ho-
mogénea.
Su parte no-homogénea:

En la ecuación diferencial, se debe observar que el elemento p(x) =
1
x

, es una

variable; por lo que, permite utilizar el método de la constante. Se parte de la
solución general de la parte homogénea, pero ahora, se considera que la constante
esta en función de x:

u = C(x) · x
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Se deriva la identidad con respecto a x:

u = C(x) · x −→ du
dx

= C′(x) · x+C(x)

Se remplaza en la ecuación diferencial lineal:

du
dx
− 1
x
u = − ln(x)

x
−→ C′(x) · x+C(x)− C(x)x

x
= − ln(x)

x
−→ C′(x) · x = − ln(x)

x

C′(x) = − ln(x)
x2 −→

∫
C′(x) =

∫
− ln(x)
x2 dx+C −→ C(x) = −

∫
ln(x)
x2 dx

Se integra :

−
∫
ln(x)
x2 dx =

ln(x)
x

+
1
x

Se reemplaza en la identidad:

u = C(x) · x −→ u =
[
ln(x)
x

+
1
x

]
x −→ u = u∼h = ln(x) + 1

Se obtuvo la solución general de la ecuación diferencial en su parte no-homogénea:
La solución de la ecuación diferencial es la suma de su parte homogénea más su
parte no-homogénea:

u = uh +u∼h = C · x+ ln(x) + 1

Se regresa a la variable inicial:

u = y−1 −→ y =
1

C · x+ ln(x) + 1

La última expresión representa la solución general de la ecuación diferencial.

1.6.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales. Ecuación
Bernoulli

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

a)
dy

dx
+ xy = xy3

b)
dy

dx
+ 2xy = 2x3y3

c)
dy

dx
+

xy

1− x2 = x
√
y

d) x
dy

dx
− 4y = x2√y

e) x
dy

dx
− y = y2

f ) x
dy

dx
+ y = y2ln(x)

g) x
dy

dx
+ y = xy2ln(x)

1.
dy

dx
+ 2y tan(x) = ay2 cot(x)

2.
dy

dx
− (

1
2
− y3)y sin(x) = 0

3.
dy

dx
+
y

x
= ay2ln(x)

4. (1− x2)
dy

dx
− xy = axy2

5. 2xy
dy

dx
+ x = y2

6. x2y2dy

dx
+ xy3 = a2

7. (x − 2xy − y2)
dy

dx
+ y2 = 0
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2. Encontrar la integral general de las siguientes ecuaciones diferenciales y si el
ejercicio esta acompañado de su condición inicial su integral especifica:

a) (x2y3 + xy)
dy

dx
− 1 = 0

b)
dy

dx
−

3y
x

= −x3y2

c)
dy

dx
−

y

x+ 1
= −(x+ 1)3

2
y3

d)
dy

dx
− 1

3
y sin(x) = −y4 sin(x)

e) (1 + x2)
dy

dx
− xy = x2y2

f )
dy

dx
−
y

2x
+

y3

2
√

1− x2
= 0

g) 2y
dy

dx
− x − y2 = 0

h)
(
x2

y
− y3

)
dy

dx
= x

i)
y′
√
y

+ 4
√
yx = 2xe−x

2

j)
dy

dx
− 9x2y + 3(x5 − x2) 3

√
y2 = 0

k)
dy

dx
+

2x
x2 + a2y =

2
√
y

x3

l)
dy

dx
+ y = −xy2

m)
dy

dx
− xy = x3y2

n)
dy

dx
−

4y
x

= x
√
y

ñ) x
dy

dx
+ y = y2ln(x)

o)
dy

dx
+ 2xy = 2x3y3

p) (1− x2)
dy

dx
− xy = axy2

q) x
dy

dx
+ y = y2ln(x)

1. 3y2dy

dx
− ay3 = x+ 1

2. x
dy

dx
− 4y = x2√y

3.
dy

dx
− y = x

√
y

4.
dy

dx
− y tan(x) =

sin(x)cos2(x)
y2

5.
dy

dx
− 3xy = xy2

6.
dy

dx
− y = −xy2

7. 3x
dy

dx
− y = (3xln(x))y4

8.
dy

dx
cos(x)− y sin(x) = y4

9.
dy

dx
+

1
x
y = y2 ln(x)

x
y(1) = 1

10.
dy

dx
−

xy

1− x2 =
xy2

1− x2 y(0) = 1

11.
dy

dx
−
y

3
=
x+ 1
3y2 y(0) = 1

12.
dy

dx
+ xy = xy3 y(0) = 2

13. 3x
dy

dx
−2y =

x2

y2 y(1) = 2

14. x2dy

dx
+2x3y = y2(1+2x2) y(1) = 2

15. 3x
dy

dx
−2y = x3y−2 y(0) = 1

16. x2dy

dx
+2x3y = y2(1+2x2) y(1) = 1

17. (1 + x2)
dy

dx
= xy + x2y2 y(1) = 1

18. 8x
dy

dx
= − 1

y3
√
x+ 1

y(0) = 1
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1.7. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden. Ecuación
Exacta

La ecuación diferencial exacta tiene la forma:

P (x,y)dx+Q(x,y)dy = 0 (1.68)

El lado izquierdo de la ecuación ( 1.68 ), se la compara con un diferencial de una
función de dos variables F(x,y), el cual tiene la forma:

f ′x (x,y)dx+ f ′y (x,y)dy = △z (1.69)

La ecuación ( 1.69 ) se la puede comparar con la ecuación ( 1.68 ), en el momento
en el cual, △ = 0. Esto es posible ya que, las ecuaciones diferenciales ordinarias, se
encuentran en el plano Oxy, lo que significa que, en el eje ´ z ´ no se tiene resultado
alguno de una ecuación diferencial ordinaria. De lo escrito se puede obtener:

P (x,y)dx+Q(x,y)dy = f ′x (x,y)dx+ f ′y (x,y)dy = 0 (1.70)

La solución general de esta ecuación ( 1.70 ), que es una función primitiva F(x, y) y
seria igual a una constante, ya que al derivarla darı́a igual a cero; es decir:

F(x,y) = C (1.71)

Donde C es una constante cualquiera. La función F(x,y) es cualquier función primitiva
del sistema de dos funciones P(x,y) y Q(x,y). Lo que permite igualar las dos ecuaciones
y se tiene; es decir:

∂F(x,y)
∂x

= P (x,y) y
∂F(x,y)
∂y

=Q(x,y)

De la teorı́a de integrales de superficie, se conoce que, la condición suficiente y nece-
saria para la existencia de la función primitiva F(x,y) del sistema de funciones P(x,y)

o Q(x,y) es la condición de continuidad de las funciones P(x,y), Q(x,y). Si
∂P
∂y

y
∂Q
∂x

están en un plano uniforme esta condición se lo define con la ecuación:

∂P (x,y)
∂y

=
∂Q(x,y)
∂x

Para encontrar la integral general de la ecuación exacta, es suficiente encontrar una
función primitiva cualquiera del sistema de funciones P(x,,y) o Q(x,y) integrando cual-
quiera de ellas y su constante, esta en función del diferencial de la otra variable.. La
función primitiva F(x,y) se encuentra del sistema de ecuaciones:

∂F(x,y)
∂x

= P (x,y) y
∂F(x,y)
∂y

=Q(x,y)

Este sistema se lo encuentra al igualar la forma de una ecuación diferencial exacta con
el diferencial de una función de dos variables F(x,y); es decir:

P (x,y)dx+Q(x,y)dy =
∂F(x,y)
∂x

dx +
∂F(x,y)
∂y

dy

Para que esta identidad se cumpla, los elementos de los mismos diferenciales de la
identidad se igualan:

P (x,y) =
∂F(x,y)
∂x

y Q(x,y) =
∂F(x,y)
∂y
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1.7.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones diferenciales Exactas

1. Resuelva la ecuación diferencial:

e−ydx+ (1− xe−y)dy = 0

En la ecuación se tiene que:

P (x,y) = e−y y Q(x,y) = 1− xey

Se obtiene las derivadas parciales de:

∂P
∂y

= −e−y ∂Q
∂x

= −e−y

Por lo tanto:

∂P
∂y

=
∂Q
∂x

Lo que nos indica que, la ecuación diferencial es una ecuación diferencial exacta
y además, significa que existe una función primitiva F(x,y); tal que:

∂F
∂x

= e−y y
∂F
∂y

= 1− xe−y

De estas ecuaciones se obtiene F(x,y). Para lo cual, se integra una de ellas, se trata
de escoger la mas simple en su estructura, por ejemplo, la de la izquierda, la cual
se integra con respecto x y se mantiene constante y:

∂F
∂x

= −e−y −→
∫
∂F
∂x

= −
∫
e−y +ϕ(y) −→ F(x,y) = xe−y +ϕ(y)

Donde: ϕ(y) es una función derivable, que juega como una constante de integra-
ción, ahora derivamos la última ecuación con respecto a y:

∂F
∂y

= −xe−y +ϕ′(y)

Se tiene dos elementos idénticos de
∂F
∂y

los cuales igualamos:

1− xe−y = −xe−y +ϕ′(y) −→ 1 = ϕ′(y) −→ ϕ(y) = y +C1

Se reemplaza en F(x,y):

F(x,y) = xe−y +ϕ(y) −→ F(x,y) = xe−y + y +C1

En consecuencia, la integral general de la ecuación diferencial exacta tiene la
forma:
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xe−y + y +C1 = C2 −→ xe−y + y = C2 −C1 −→ xe−y + y = C

Donde: C = C2 −C1 es una constante cualquiera.

2. Resuelva la ecuación diferencial:

2xcos2(y)dx+ (2y − x2)sin(2y)dy = 0 si y(0) = 1

En la ecuación se tiene que:

P (x,y) = 2xcos2(y) y Q(x,y) = (2y − x2)sin(2y)

Se obtiene las derivadas parciales de:

∂P
∂y

= −4xcos(y sin(y)) = −2x sin(2y);
∂Q
∂x

= −2x sin(2y)

Por lo tanto:

∂P
∂y

=
∂Q
∂x

Lo que nos indica que, la ecuación diferencial es una ecuación diferencial exacta
y además, significa que existe una función primitiva F(x,y); tal que:

∂F
∂x

= 2xcos2(y) y
∂F
∂y

= (2y − x2)sin(2y)

De estas ecuaciones se obtiene F(x,y). Para lo cual, se integra una de ellas, se trata
de escoger la mas simple en su estructura, por ejemplo, la de la izquierda, la cual
se integra con respecto a x y se mantiene constante y:

∂F
∂x

= 2xcos2(y) −→
∫
∂F
∂x

=
∫

2xcos2(y) +ϕ(y) −→ F(x,y) = x2 cos2(y) +ϕ(y)

Donde: ϕ(y) es una función derivable, que juega como una constante de integra-
ción, ahora derivamos la última ecuación con respecto a y:

∂F
∂y

= −2x2 cos(y)sin(y) +ϕ′(y)

Se tiene dos elementos idénticos de
∂F
∂y

los cuales igualamos:

(2y − x2)sin(2y) = −2x2 cos(y)sin(y) +ϕ′(y) −→ 2y = ϕ′(y) −→ ϕ(y) = y2 +C1

Se reemplaza en F(x,y):

F(x,y) = x2 cos2(y) +ϕ(y) −→ F(x,y) = x2 cos2(y) + y2 +C1
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En consecuencia, la integral general de la ecuación diferencial exacta tiene la
forma:

x2 cos2(y) + y2 +C1 = C2 −→ x2 cos2(y) + y2 = C2 −C1 −→ x2 cos2(y) + y2 = C

Donde: C = C2 −C1 es una constante cualquiera.

En este momento, se puede reemplazar la condición, se tiene que:

02 cos2(1) + 1 = C −→ C = 1

Se reemplaza en la integral (solución) general de la ecuación diferencial para
obtener la solución (integral) especifica de la ecuación diferencial:

x2 cos2(y) + y2 = 1

1.7.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales. Ecuación
Exacta

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) x − y + (2y − x)
dy

dx
= 0

b) x+ y + (2y + x)
dy

dx
= 0

c) x2 + y + (x − 2y)
dy

dx
= 0

d) 3x2 + y2 + 2y(x − 1)
dy

dx
= 0

e) 2x − y + (4y − x)
dy

dx
= 0

f ) x+ y + (x − y)
dy

dx
= 0

g) 3x2 − 2y + (3y2 − 2x)
dy

dx
= 0

h)
1
y
− x

y2

dy

dx
= 0

i) ey − (2y − xey)
dy

dx
= 0

j)
x+ 2y

(x+ y)2 +
y

(x+ y)2

dy

dx
= 0

k) (x3 − xy2)dx − x2ydy = 0

l) yxy−1dx+ xyln(x)dy = 0

a) 3x2 + 6xy2 + (6x2y + 4y3)
dy

dx
= 0

b) x2 − 4xy2 − 2y2 + (y2 − 4xy − 2x2)
dy

dx
= 0

c) xy2 + (2y3 + 3y2 − 8y + x2y − 9)
dy

dx
= 0

d) ex(1 + ey) + ey(1 + ey)
dy

dx
= 0

e) y3 + 2xy2 + (2x2y + 3xy2)
dy

dx
= 0

f )
x − y
x2 + y2 +

x+ y
x2 + y2

dy

dx
= 0

g)
1
y

+ x − x

y2

dy

dx
= 0

h) 2xy + 3y2 + (x2 + +6xy − 3y2)
dy

dx
= 0

i) (1 + x
√
x2 + y2)dx+ (

√
x2 + y2 − 1)dy = 0

j) (12x+ 5y − 9)dx+ (5x+ 2y − 4)dy = 0

k) (6x − 2y)dx+ (3y2 − 2x)dy = 0

l) (3x2 + y2)dx+ (2xy − y)dy = 0
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1.
2x
y3 +

y2 − 3x2

y4

dy

dx
= 0

2. ln(y)− 2x+
(
x
y
− 2y

)
dy

dx
= 0

3. 1 + e
x
y + e

x
y

(
1− x

y

)
dy

dx
= 0

4.
xdx

x2 + y2 +
(

y

x2 + y2 − 1

)
dy = 0

5.
dx
y

+
ey(y − 1)− x

y2 dy = 0

6. (3x2 − ey)dx+ (x3ey − 1)dy = 0

7. (ln(y)− 2x)dx+
(
x
y
− 2y

)
dy = 0

1. (4x3 + 2xy2 + 1)dx+ (2x2y − 1)dy = 0

2. (3xy2 − x2)dx+ (3x2y − 6y2 − 1)dy = 0

3.
x

x2 + y2 + y +
(

y

x2 + y2 + x
)
dy

dx
= 0

4.
(

sin(2x)
y

+ x
)

+
(
y − sin2(x)

y2

)
dy

dx
= 0

5.
x√

x2 + y2
− 1− y +

 y√
x2 + y2

 dydx = 0

6. x((x2 + y2)− 4) + y((x2 + y2) + 4)
dy

dx
= 0

1.8. Ecuaciones Diferenciales con Factor Integrador.

Si dada es la ecuación:
P (x,y)dx+Q(x,y)dy = 0 (1.72)

La cual, no es una ecuación diferencial exacta, pero sus funciones P(x,y) y Q(x,y) son
definidas i continuas en un dominio D, se puede aplicar la definición:

Definición: Si se considera una función µ(x,y) continua y diferente de cero en el
dominio D, se llama factor integrador de la ecuación diferencial no-exacta, cuando a
la ecuación ( 1.72 ) se lo multiplica por la función µ(x,y), es decir:

µ(x,y)P (x,y)dx+µ(x,y)Q(x,y)dy = 0 (1.73)

La ecuación diferencial no-exacta ( 1.73 ) se transforma en una ecuación diferencial
exacta ( 1.72 ); por lo tanto, esta ecuación debe cumplir las caracterı́sticas de una ecua-
ción diferencial exacta, que son:

∂(µ(x,y) · P (x,y)
∂y

=
∂(µ(x,y) ·Q(x,y))

∂x
(1.74)

Lo que indica la ecuación (1.74), es que, para transformar y resolver de la ecuación
diferencial no-exacta a una ecuación diferencial exacta es encontrar de alguna forma
el µ(x,y). En la practica el encontrar el µ(x,y) de dos variables es bastante complicado
y tedioso, esto es, por el dominio de la ecuación. El calculo de µ(x,y) se lo hará para
tres casos:

1. Primer caso: El µ depende exclusivamente de una variable, en este caso de ´ x ´,
sera µ(x). Se parte de la ecuación (1.74), todos sus elementos están en función de
dos variables y presentan el producto entre dos de ellas; por lo cual, se aplica el
teorema del producto:

∂(µ(x)
∂y

· P (x,y) +µ(x) ·
∂P (x,y)
∂y

=
∂(µ(x))
∂x

·Q(x,y) +µ(x) ·
∂Q(x,y)
∂x

(1.75)
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Donde
∂(µ(x,y)
∂y

esta solo en función ´ x ´; por lo tanto, es igual a cero y después

aplicar distributiva, asociativa y pasa al otro elemento, se tiene:

µ(x) ·
[
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

]
=
∂(µ(x))
∂x

·Q(x,y) (1.76)

Por lo tanto:

µ(x)

[
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

]
Q(x,y)

=
∂(µ(x))
∂x

Finalmente, se puede escribir:[
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

]
Q(x,y)

∂x =
∂(µ(x))
µ(x)

Se ha obtenido una ecuación diferencial parcial de variables separables, al inte-
grar se obtiene:

lnµ(x) =
∫ 

[
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

]
Q(x,y)

dx (1.77)

De la ecuación 1.76, se puede obtener una formula para el calculo de µ(x) que
seria:

µ(x) = e

∫


[
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

]
Q(x,y)


dx

(1.78)

2. Segundo caso: El µ depende exclusivamente de una variable, en este caso de ´ y
´, sera µ(y). Se parte de la ecuación (1.74), todos sus elementos están en función
de dos variables y presentan el producto entre dos de ellas; por lo cual, se aplica
el teorema del producto:

∂(µ(y)
∂y

· P (x,y) +µ(y) ·
∂P (x,y)
∂y

=
∂(µ(y))
∂x

·Q(x,y) +µ(y) ·
∂Q(x,y)
∂x

(1.79)

Donde
∂(µ(y)
∂x

esta solo en función ´ y ´; por lo tanto, es igual a cero y después

aplicar distributiva, asociativa y pasa al otro elemento, se tiene:

µ(y) ·
[
−

(
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

)]
=
∂(µ(y))
∂y

· P (x,y) (1.80)

Por lo tanto:

µ(y)

[
−

(
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

)]
P (x,y)

=
∂(µ(y))
∂y
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Finalmente, se puede escribir:[
−

(
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

)]
P (x,y)

∂y =
∂(µ(y))
µ(y)

Se ha obtenido una ecuación diferencial parcial de variables separables, al inte-
grar se obtiene:

lnµ(y) =
∫ −

[
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

]
P (x,y)

dy (1.81)

De la ecuación 1.81, se puede obtener una formula para el calculo de µ(x) que
seria:

µ(y) = e

∫

−

[
∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

]
Q(x,y)


dy

(1.82)

Las ecuaciones (1.78 y 1.82 ) permite calcular µ(x)oµ(y) cuando solo están en
función de una sola variable.

3. Tercer caso: El análisis de mu(x,y) en la practica es complicado, en este libro se
realiza un análisis, que si aparece en al practica y ademas, facilita el calculo de
µ(x,y) según la relación:

µ(x,y) = e
∫
f (x)dx · e

∫
g(y)dy (1.83)

Donde f(x) , g(y) son funciones básicas, lo mas simple posible y este es, el paso en
que nos facilita el calculo de µ(x,y). Para el calculo de f(x) y g(y), se utiliza:

∂P (x,y)
∂y

−
∂Q(x,y)
∂x

=Q(x,y)f (x, )− P (x,y)g(y) (1.84)

Como se ha indicado las funciones f(x) o g(y), son funciones básicas; pero además,
son elementos que hay que adivinar, para lo cual, se realiza un análisis basado en
la observación de la estructura de la ecuación del lado izquierdo y ver con que
función se podrı́a igualar para obtener una identidad. Los ejercicios presentados,
dará una mejor idea de la forma como se calcula µ(x,y)

1.8.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales con un Fac-
tor Integrador.

1. Resolver la ecuación diferencial:

(3x4y + x2y3 + 6xy)dx+ 3(x2 + y2)dy = 0

En este caso se tiene:
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P (x,y) = 3x4y + x2y3 + 6xy Q(x,y) = 3(x2 + y2)

Se obtiene las derivadas parciales:

∂P
∂y

= 3x4 + 3x2y2 + 6x
∂Q
∂x

= 6x

Fácilmente se concluye que:

∂P
∂y
,
∂Q
∂x

Por lo que, la ecuación diferencial es una ecuación diferencial no-exacta, se de-
be encontrar el factor integrante para transformarla a una ecuación diferencial
exacta,para lo cual:

A(x) =

∂P
∂y
− ∂Q
∂x

Q
−→ A(x) =

3x4 + 3x2y2 + 6x − 6x
3(x2 + y2)

=
3x2(x2 + y2)
3(x2 + y2)

= x2

Como se puede ver A(x) depende únicamente de x. En ese caso, el factor integran-
te de la ecuación diferencial depende únicamente de la variable x y se lo expresa
de acuerdo a la siguiente forma:

µ(x) = e
∫
A(x)dx −→ µ(x) = e

∫
x2dx −→ µ(x) = e

x3
3

Ahora se multiplica ambos lados de la ecuación diferencial no-exacta:

(3x4 + x2y3 + 6xy)e
x3
3 dx+ 3(x2 + y2)e

x3
3 dy = 0

Esta ecuación diferencial es una ecuación diferencial exacta. Se la resuelve por el
método conocido. En la ecuación se tiene que:

P (x,y) = (3x4y + x2y3 + 6xy)e
x3
3 y Q(x,y) = 3(x2 + y2)e

x3
3

Se obtiene las derivadas parciales de:

∂P
∂y

= 3x4e
x3
3 + 6xe

x3
3 + 3x2y2e

x3
3 ;

∂Q
∂x

= 3x4e
x3
3 + 6xe

x3
3 + 3x2y2e

x3
3

Por lo tanto:

∂P
∂y

=
∂Q
∂x

Lo que nos indica que, la ecuación diferencial es una ecuación diferencial exacta
y además, significa que, existe una función primitiva F(x,y); tal que:
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∂F
∂x

= (3x4y + x2y3 + 6xy)e
x3
3 y

∂F
∂y

= 3(x2 + y2)e
x3
3

De estas ecuaciones se obtiene F(x,y). Para lo cual, se integra una de ellas, se trata
de escoger la mas simple en su estructura, por ejemplo, la de la derecha, la cual se

integra con respecto y, se mantiene constante x:
∂F
∂y

= 3(x2 +y2)e
x3
3 −→ F(x,y) =∫

3(x2 + y2)e
x3
3 dy =

∫
3x2e

x3
3 dy +

∫
3y2e

x3
3 dy

F(x,y) = 3x2e
x3
3 y + y3e

x3
3 +ϕ(x)

Donde: ϕ(x) es una función derivable, que juega como una constante de integra-
ción, ahora derivamos la última ecuación con respecto a x:

∂F
∂x

= 6xye
x3
3 + 3x2ye

x3
3

3x2

3
+ 3y3e

x3
3

3x2

3
+ϕ′(x) −→

∂F
∂x

= 6xye
x3
3 + 3x4ye

x3
3 + y3e

x3
3 x2 +ϕ′(x)

Se tiene dos elementos idénticos de
∂F
∂y

los cuales igualamos:

(3x4y + x2y3 + 6xy)e
x3
3 = 6xye

x3
3 + 3x4ye

x3
3 + y3e

x3
3 x2 +ϕ′(y)

3x4ye
x3
3 + x2y3e

x3
3 + 6xye

x3
3 = 6xye

x3
3 + 3x4ye

x3
3 + y3e

x3
3 x2 +ϕ′(y)

Se simplifica y queda:

ϕ′(x) = 0

ϕ(x) = C1

F(x,y) = 3x2e
x3
3 y + y3e

x3
3 +ϕ(x) −→ F(x,y) = 3x2e

x3
3 y + y3e

x3
3 +C1

F(x,y) = 3x2e
x3
3 y + y3e

x3
3 +C1 = C −→ F(x,y) = ye

x3
3 (3x2 + y2) = C2 −C1 = C

2. Resolver la ecuación diferencial:

2x tan(y)dx+ (x2 − 2sin(y))dy = 0

En la ecuación se tiene que:

P (x,y) = 2x tan(y) y Q(x,y) = (x2 − 2sin(y))

Se obtiene las derivadas parciales de:

∂P
∂y

=
2x

cos2(y)
;

∂Q
∂x

= 2x

Por lo tanto:
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∂P
∂y
,
∂Q
∂x

Lo que nos indica que, la ecuación diferencial es una ecuación diferencial no-
exacta, se debe encontrar el factor integrante, para transformarla a una ecuación
diferencial exacta, para lo cual:

B(y) = −

∂P
∂y
− ∂Q
∂x

P (x,y)
−→ B(y) = −

(
2x

cos2(y)

)
− 2x

2x tan(y)
−→ B(y) = −

tan2(y)
tan(y)

= − tan(y)

Como se puede ver, B(y) depende únicamente de y. En ese caso, el factor integran-
te de la ecuación diferencial depende únicamente de la variable y, se lo expresa
de acuerdo a la siguiente forma:

µ(x) = e
∫
B(y)dy −→ µ(x) = e−

∫
tan(y)dy −→ µ(x) = eln(cos(y)) −→ µ(x) = cos(y)

Multiplicando a ambos lados de la ecuación no-exacta por cos(y), se obtiene:

2x tan(y)cos(y)dx+ (x2 − 2sin(y))cos(y)dy = 0

2x sin(y)dx+ (x2 cos(y)− 2sin(y)cos(y))dy = 0

2x sin(y)dx+ (x2 cos(y)− sin(2y))dy = 0

La última ecuación diferencial, ya es una ecuación diferencial exacta. Por el méto-
do conocido, se la puede resolver.

La ecuación diferencial a resolver:

2x sin(y)dx+ (x2 cos(y)− sin(2y))dy = 0

P (x,y) = 2x sin(y); Q(x,y) = (x2 cos(y)− sin(2y))

Se obtiene las derivadas parciales de P(x,y) con respecto a y, Q(x,y) con respecto
x:

∂P
∂y

= 2xcos(y)
∂Q
∂x

= 2xcos(y)

Por lo tanto:

∂P
∂y

=
∂Q
∂x

Lo que nos indica que, la ecuación diferencial es una ecuación diferencial exacta
y además, significa que, existe una función primitiva F(x,y); tal que:

∂F
∂x

= 2x sin(y) y
∂F
∂y

= (x2 cos(y)− sin(2y))
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De estas ecuaciones se obtiene F(x,y). Para lo cual, se integra una de ellas, se trata
de escoger la mas simple en su estructura, por ejemplo, la de la izquierda, la cual
se integra con respecto x y se mantiene constante y:

∂F
∂x

= 2x sin(y) −→
∫
∂F
∂x

=
∫

2x sin(y) +ϕ(y) −→ F(x,y) = x2 sin(y) +ϕ(y)

Donde: ϕ(y) es una función derivable, que juega como una constante de integra-
ción, ahora derivamos la última ecuación con respecto a y:

∂F
∂y

= x2 cos(y) +ϕ′(y)

Se tiene dos elementos idénticos de
∂F
∂y

los cuales igualamos:

x2 cos(y)− sin(2y) = x2 cos(y) +ϕ′(y) −→ −sin(2y) = ϕ′(y)

ϕ(y) =
1
2

cos(2y) +C1

Se reemplaza en la ecuación F(x,y):

F(x,y) = x2 sin(y) +ϕ(y) −→ F(x,y) = x2 sin(y) +
1
2

cos(2y) +C1

La solución sera:

x2 sin(y) +
1
2

cos(2y) +C1 = C2 −→ x2 sin(y) +
1
2

cos(2y) = C2 −C1 = C

Donde: C2 −C1 = C Es una consta cualquiera.

1.8.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales. Ecuación
con factor Integrador

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) (x2 − y2)dx+ 2xydy = 0

b) y2dx+ (xy + 1)dy = 0

c) (x − y2)dx+ 2xydy = 0

d) xydx+ (x2 − y2 + 1)dy = 0

e) (x2 + y2 + 2x)dx+ 2ydy = 0

f ) 2xyln(y)dx+(x2 +y2
√
y2 + 1)dy = 0

g) (1− x2y)dx+ x2(y − x)dy = 0

1. (x4ln(x)− 2xy3)dx+ 3x2y2dy = 0

2. (x+sin(x)+sin(y))dx+cos(y)dy = 0

3. (2xy2 − 3y3)dx+ (7− 3xy2)dy = 0

4. (2x2y + 2y + 5)dx+ (2x3 + 2y)dy = 0

5. (x2 + y)dx − xdy = 0

6. (xy2 + y)dx − xdy = 0

7. (xcos(y) − y sin(y))dy + (x sin(y) +
y cos(y))dx = 0
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2. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) x2 + y − x
dy

dx
= 0

b) x2 − y + x
dy

dx
= 0

c) xy2 + y − x
dy

dx
= 0

d) x2 + y2 + 2xy
dy

dx
= 0

e) e2x − y2 + y
dy

dx
= 0

f ) x2 − 3y2 − 2xy
dy

dx
= 0

g) y2 + (xy − 1)
dy

dx
= 0

h) y2 + (x2 − 2xy)
dy

dx
= 0

i) 2xy2 − y + (y2 + x+ y)
dy

dx
= 0

j) y(2 + xy2) + x(1 + xy2)
dy

dx
= 0

k) 2x tan(y) + (x2 − 2sin(y))
dy

dx
= 0

l) 1 + 3x2 sin(y)− xcot(y)
dy

dx
= 0

m) sin(x) + ey + cos(x)
dy

dx
= 0

n) x sin(y)+y+(x2 cos(y)+xln(x)
dy

dx
= 0

ñ)
(
x
y

+
2

3x

)
+
(

2
3y
− 1
xy

)
dy

dx
= 0

o)
(

2x
y2 −

1
2x

)
+

1
y

dy

dx
= 0

p)
(
y

x
+

2
3y

)
+
(

2
3y
− 1
xy

)
dy

dx
= 0

q)
(
x
y
− 2

3x

)
+
(

2
3y

+
1
xy

)
dy

dx
= 0

1.
(

2y
x2 −

1
2y

)
+

1
x

dy

dx
= 0

2. 3 +
(
x − 1

x2ey

) dy
dx

= 0

3.
x2

y
+ 3y +

(
y2

x
+ 3x

)
dy

dx
= 0

4.
xy

ey
+
(
xy −

x2y

ey

)
dy

dx
= 0

5.
1
x

+
(
1−

2y
xey

) dy
dx

= 0

6. y2 + x − y
dy

dx
= 0

7. y2 − x+ y
dy

dx
= 0

8. yx2 + x − y
dy

dx
= 0

9. yx2 − x+ y
dy

dx
= 0

10.
1
y

+
(
1− 2x

yex

)
dy

dx
= 0

11.
x
ey

+
(
x − x

2

ey

)
dy

dx
= 0

12.
2x(1 + ey)
ey(1 + x2)

+
dy

dx
= 0

13.
2y(1 + ex)
ex(1 + y2)

+
dy

dx
= 0

14. cos(y) +
(

y

xcos(y)
− x sin(y)

)
dy

dx
= 0

15.
(
sin(4y) +

2
x

sin(2y)
)
− 2x sin2(2y)

dy

dx
= 0

16. (2x2 + 3xy − 4x)
dy

dx
+ 3y − 2xy − 3y2 = 0

17. (xy − y2)dx − (x22xy)dy = 0

18. 1 + (x tan(y)− 1
cos(y)

)
dy

dx
= 0
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1.9. Ecuaciones Diferenciales de Clairaut

La ecuación diferencial de Clairaut, se llama a la ecuación de la forma:

y = xy′ + f (y′) (1.85)

Donde: f es una función continua, derivable y diferente de la constante en un deter-
minado intervalo. La ecuación de Clairaut, se la resuelve utilizando el método de la
derivada. Es decir, derivando la ecuación de Clairaut a ambos lados con respecto a ´ x
´:

y = xy′ + f (y′) −→ y′ = y′ + xy′′ + f ′(y′)y′′ (1.86)

De donde, simplificando y ordenando la ecuación:

y′′ (x+ f ′(y′)) = 0 (1.87)

El lado izquierdo (1.87) esta formado por dos factores, por lo tanto, se tiene:

1. Primer caso: y′′ = 0, al integrar esta identidad se obtiene: y′ = C. Si se considera,
que la función ´ f ´ es continua derivable y cumple con la ecuación de Clairaut
(1.85) en consecuencia y′ = C en este caso, se tendrı́a:

y = Cx+ f (C) (1.88)

Esta ecuación (1,88), presenta la integral general de la ecuación de Clairaut (1.85).
La integral (solución) general de la ecuación de Clairaut, se obtiene al reemplazar
en la ecuación y′ = C. Desde el punto de vista de la geometrı́a, la integral gene-
ral de la ecuación Clairaut, se presenta como un conjunto de rectas de una sola
variable que es C.

2. Segundo caso:
(x+ f ′(y′)) = 0 (1.89)

de donde se obtiene:
x = −f ′(y′) (1.90)

Se reemplaza, esta ecuación (1.90) en la ecuación de Clairaut (1.85), y se obtiene:

y = −y′f ′(y′) + f (y′)

Si se reemplaza y′ = p en estas ecuaciones, tratando a ´ p ´ como un parámetro,
se obtiene un sistema de ecuaciones para-métricas de alguna función:{

x = f ′(p)
y = −pf (p′) + f (p)

Lo cual, es la solución de la ecuación diferencial de Clairaut (1.85) y lleva el
nombre de integral singular de la ecuación diferencial. Esta solución, no se la
puede obtener por medio de la integral general, al trabajar con la constante C. Al
simplificar el parámetro p del sistema de ecuaciones, se puede escribir la integral
singular de la ecuación diferencial de Clairaut en la forma:

Φ(x,y) = 0

Teorema:: La integral singular de la ecuación de Clairaut (1.85) es un conjunto de
rectas que permiten obtener la integral general de la ecuación de Clairaut. Este
teorema indica que es una forma fácil y cómoda de encontrar la integral singular
de la ecuación de Clairaut.
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1.9.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales De Clairaut.

1. Encontrar la integral general y singular de la ecuación:

y = xy′ + (y′)2 (1.91)

Lo primero que se debe observar es que: es una ecuación diferencial de Clairaut.
Por lo tanto, la integral general de la ecuación se obtiene cuando se reemplaza
y′ = C en la ecuación (1.91). La integral general tiene la forma:

y = Cx+C2

Para obtener la integral singular de la ecuación diferencial de Clairaut, se indica
dos métodos de resolución del ejercicio.

a) Primer Método: Se deriva ambos lados de la ecuación con respecto ´ x ´,
recordando que y es función de ´ x ´. Por lo tanto:

y′ = y′ + xy′′ + 2y′y′′

Es decir:
y′′(x+ 2y′) = 0

Se iguala a cero el segundo factor del lado izquierdo:

x+ 2y′ = 0 −→ x = −2y′

el ultimo valor se reemplaza en la ecuación de Clairaut del ejercicio:

y = −2(y′)2 + (y′)2 −→ y = (y′)2

Se escribe el sistema paramétrico en función de los datos obtenidos y reco-
dando de y′ = p: {

x = −2p
y = −p2

Se simplifica el parámetro p del sistema y se obtiene:

y = −1
4
x2

Que representa la integral singular de la ecuación diferencial es su forma
explicita.

b) Segundo Método: Se parte de la integral general, la cual tiene la forma:

y = Cx+C2 (1.92)

Se aplica la derivada parcial a ambos lados de la ecuación con respecto a C,
se tiene:

0 = x+ 2C −→ x = −2C

Simplificando el parámetro C de estas ecuaciones, se obtiene la integral sin-
gular:

y = −1
2
x2 +

1
4
x2 −→ y = −1

4
x2

Que es la integral singular del ejercicio.
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2. Encontrar la integral general y la integral singular de la ecuación diferencial:

y = xy′ +
2y′√

1 + (y′)2

La ecuación(1.93) es una ecuación diferencial de Clairaut; por lo que, la integral
general se obtiene si se reemplaza y′ = C :

y = xC +
2C√

1 + (C2

Se aplica el método de la derivada; por lo tanto, se deriva con respeto a C:

0 = x+
2
√

1 +C2 − 2C
2c

2
√

1 +C2

1 +C2 −→ x+
2(1 +C2)− 2C2

(1 +C2)
√

1 +C2
= 0

x+
2

(1 +C2)
√

1 +C2
= 0

Se despeja x de esta ecuación y se la reemplaza en la integral general( 1.94):

y = xC +
2C√

1 + (C2
−→ y = − 2c√

(1 +C2)3
+

2C√
1 + (C2

=
2C3√

(1 +C2)3

Se tiene dos identidades: una para x y otra para y:

x+
2

(1 +C2)
√

1 +C2
= 0 −→ x = − 2

(1 +C2)
√

1 +C2
; y =

2C3√
(1 +C2)3

Se eleva al exponente
2
3

y se suma las dos identidades:

x
2
3 + y

2
3 =

2
2
3C2

1 +C2 +
2

2
3

1 +C2 =
2

2
3 (1 +C2)
1 +C2 = 2

2
3

Finalmente:

x
2
3 + y

2
3 = 2

2
3

Representa la integral singular e la ecuación diferencial.

1.9.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales De Clairaut.

1. Encuentre la integral general y singular de las ecuaciones:
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a) y = xy′ + y′2 a) y = 2xy′ + y2y′3

a) y = xy′ +
√

1 + y′

b) y = xy′ − a
√

1 + y′2

c) y = xy′ +
√

1 + y′2

d) y = xy′ +
√

1− y′2

e) y = xy′ + 2
√
−y′

f ) x =
y

y′
+

1
y′2

g) y = xy′ −
√

1 + y′

h) y′ =
x
y

+
y

x

i) y = xy′ − 1
2y′

j) y = xy′ +
1

2y′2

k) y = xy′ +
1

2y′

1. y = xy′ +
2
y′

2. y = xy′ +
a

y′2

3. y = xy′ − 2y′2

4. y = xy′ + a
√

1− y′2

5. y = xy′ +
ay√

1 + y′2

6. y = xy′ +
a

y′2

7. y = xy′ + y′ + y′2

8. y = xy′ − 1
4
y′2

9. y = xy′ + y′ − y′2

10. y = xy′ − y′2

1.10. Ecuaciones Diferenciales de Riccati

La ecuación diferencial de Riccati, se llama a la ecuación diferencial de tipo:

dy

dx
= p(x)y2 + q(x)y + r(x) (1.93)

Donde: las funciones p(x), q(x) y r(x) son funciones continuas en un determinado do-
minio (α,β).

El lado derecho de la identidad (1.93), es un polinomio de segundo orden. La ecua-
ción de Riccati en forma general, no se la puede resolver por le método de la cuadra-
tura. Para su resolución se aplica el siguiente teorema:
Teorema.Si se conoce una integral especifica (y1) de la ecuación diferencial de Riccati
(1.93) en un determinado intervalo (α,β) se realiza un cambio de variable:

y = y1 +
1
u

(1.94)

Este cambio (1.94), permite transformar la ecuación diferencial Riccati (1.93) a una
ecuación diferencial lineal con respecto a u(x).

du
dx

+ [2p(x)y1(x) + q(x)]u = −p(x)
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1.10.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Riccati.

1. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
= y2 − (4x+ 1)y + 4x2 + 2x+ 2 Si y1 = 2x, es una integral especif ica.

(1.95)
Se debe observar, que la estructura de la ecuación diferencial es estructura de
una ecuación diferencial de Riccati. Por lo tanto, se aplica un cambio de variable
en la forma:

y = 2x+
1
u

(1.96)

Se deriva con respecto a x, y se tiene en mente que, u esta en función de x:

dy

dx
= 2−

du
dx
u2 = 2− du

u2dx
(1.97)

Las dos ecuaciones (1.96, 1.97 ), se reemplazan en la ecuación diferencial (1.95):

2−

du
dx
u2 =

(
2x+

1
u

)2
− (4x+ 1)

(
2x+

1
u

)
+ 4x2 + 2x+ 2

Se realiza las operaciones algebraicas:

2− du

u2dx
= 4x2 +

4x
u

+
1
u2 −

(
8x2 +

4x
u

+ 2x+
1
u

)
+ 4x2 + 2x+2

2− du

u2dx
= 4x2 +

4x
u

+
1
u2 − 8x2 − 4x

u
− 2x − 1

u
+ 4x2 + 2x+ 2

Se simplifica:

− du

u2dx
=

1
u2 −

1
u
−→ − du

u2dx
=

1−u
u2 −→ −du

dx
= 1−u

du
dx

= u − 1 −→ du
dx
−u = −1 (1.98)

Lo obtenido, es una ecuación diferencial lineal. Se lo resuelve por uno de los
métodos conocidos. Como el elemento que acompaña a u, en el lado izquierdo de
la ecuación diferencial, es una constante; por lo tanto, se puede aplicar el método
de error acierto.

u = uh +u∼h

Su parte homogénea: Se tiene:

du
dx
−u = 0 −→ du

dx
= u −→ du

u
= dx −→

∫
du
u

=
∫
dx+C

ln(u) = x+ ln(C) −→ ln(u)− ln(C) = x −→ ln
(u
C

)
= x −→ u = Cex

Su parte no-homogénea: El método error acierto, se aplica:

u∼h = u =M −→ du
dx

= 0 (1.99)
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Las dos identidades (1.99 ) se reemplaza en la ecuación diferencial (1.98 ):

du
dx
−u = −1 −→ 0−M = −1 −→ M = 1

u = uh +u∼h −→ u = Cex + 1

Se ha obtenido la solución de la ecuación diferencial con respecto a u.

y = 2x+
1
u
−→ y = 2x+

1
Cex + 1

Se ha obtenido la solución de la ecuación diferencial con respecto a x.

2. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dx
+ y2 − 1 = x2 Si y1 = x (1.100)

Se debe observar que la estructura de la ecuación diferencial es estructura de una
ecuación diferencial de Riccati. Por lo tanto, se aplica cambio de variable en la
forma:

y = x+
1
u

(1.101)

Se deriva con respecto a x y se tiene en mente que, u esta en función de x:

dy

dx
= 1−

du
dx
u2 = 1− du

u2dx
(1.102)

Las dos ecuaciones (1.102, 1.101 ), se reemplazan en la ecuación diferencial(
1.100):

1− du

dxu2 +
(
x+

1
u

)2
− 1 = x2 −→ − du

dxu2 + x2 +
2x
u

+
1
u2 = x2

− du

dxu2 +
2x
u

= − 1
u2 −→

du

u2dx
− 2x
u

=
1
u2

En la parte final de lo desarrollado se multiplica por u2 a ambos lados de la
ecuación diferencial.

du

u2dx
− 2x
u

=
1
u2 −→ u2 du

u2dx
−u2 2x

u
= u2 1

u2 −→
du
dx
− 2ux = 1

Lo obtenido representa una ecuación diferencial lineal, para su solución se debe
encontrar su parte homogénea y su parte no-homogénea.

Su parte homogénea:
du
dx
− 2ux = 0 −→ du

dx
= 2ux∫

du
u

= 2
∫
xdx+C −→ ln(u) = 2

x2

2
+ ln(C)

ln(u)− ln(C) = x2 −→ ln
(u
C

)
= x2 −→ u = Cex

2
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Su parte no-homogénea:

El lado derecho de la variable de u, en su segundo miembro es una variable, 2x;
por lo tanto, se aplica el método de la constante:

u∼h = u = C(x)ex
2
−→ du

dx
= C′(x)ex

2
+C(x)2xex

2

Estos dos elementos obtenidos, se reemplazan en la ecuación diferencial:

du
dx
− 2ux = 1 −→ C′(x)ex

2
+C(x)2xex

2
− 2xC(x)ex

2
= 1

Se simplifica la expresión y se integra:

C′(x)ex
2

+C(x)2xex
2
− 2xC(x)ex

2
= 1

C′(x)ex
2

= 1 −→ C′(x) =
1

ex2∫
C′(x)dx =

∫
dx

ex2 −→ C(x) =
∫
e−x

2
dx

La solución a la parte no-homogénea es:

u′h = u = C(x)ex
2
−→ u = ex

2
∫
e−x

2
dx

La solución de la ecuación diferencial con respecto a u es:

u = uh +u∼h = Cex
2

+ ex
2
∫
e−x

2
dx −→ u = ex

2
(
C +

∫
e−x

2
dx

)
La solución de la ecuación diferencial con respecto a y es:

y = x+
1
u
−→ y = x+

1

ex2
(
C +

∫
e−x2dx

)
y = x+

ex
−2(

C +
∫
e−x2dx

)
En este ejercicio, no se ha integrado la expresión

∫
e−x

2
dx, ya que, esta integral es-

ta fuera de los objetivos de este libro. Motivo por el cual, la respuesta del ejercicio
quedo expresada como la integral.
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1.10.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales De Ricca-
ti.

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a)
dy

dx
= y2 − xy − x si y = ax+ b

b)
dy

dx
= −

y2

4
− 1
x2 si y =

a
x

c)
dy

dx
=
y2

2
+

1
2x2 si y =

a
x

d)
dy

dx
= y2 +

y

x
+

1
x2 si y = −1

x

e)
dy

dx
= −y2 +

2
x2 si y =

a
x

f )
dy

dx
= −y2 −

y

x
+

4
x2 si y =

a
x

g)
dy

dx
= xy2 − 2x2 + 1

x
y +

x2 + 1
x

si y = 1

h)
dy

dx
= −(y − x2)−

2(y − x)
x

+ 1 si y = x

i)
dy

dx
=
y2

3
+

2
3x2 si y =

a
x

j) x2dy

dx
= x2y2 + xy + 1 si y =

a
x

k) x2dy

dx
+ (xy − 2)2 = 0 si y =

a
x

l)
dy

dx
= y2 − (2x+ 1)y + x2 + x+ 1 si y = x

m) x
dy

dx
= y2 − (2x+ 1)y + x2 + 2x = 0 si y = ax+ b

n)
dy

dx
=

1
x(1− 2x)

y2 +
4x+ 1
x(2x − 1)

y − 4x
x(2x − 1)

si y = 1

ñ)
dy

dx
= y2 − (x+ 1)y + x2 + x+ 1 si y = x

o)
dy

dx
= −1

4
y2 +

1
x2 si y =

2
x

p)
dy

dx
= −y2 −− 2

4x
y si y = −1

x
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1.11. Ciertas Aplicaciones de las Ecuaciones Diferencia-
les de Primer Orden.

1. Ley de Calentamiento (Enfriamiento) Newton

Se conoce que la velocidad de enfriamiento de un cuerpo, es directa-
mente proporcional a la diferencia de temperatura del cuerpo y del
medio ambiente. Encontrar una formula que defina la relación de la
temperatura del cuerpo con el tiempo. Si se conoce que, en el trans-
curso de 10 minutos la temperatura del el cuerpo paso de 100◦ a 60◦

y la temperatura del medio ambiente era de 20◦.

Se define:
dT
dt

como la velocidad de enfriamiento del cuerpo y según

el enunciado:
dT
dt
∝ (Tc − Ta)

Donde: Tc : temperatura del cuerpo, Ta temperatura de medio am-
biente (Ta = 20◦). Por lo tanto, se puede escribir:

dT
dt

= k(Tc − Ta)

Que representa una ecuación diferencial de variables separables, por
lo tanto:

dT
(Tc − Ta)

= kdt

Se integra la identidad:∫
dT

(Tc − Ta)
=

∫
kdt +C −→ ln(Tc − Ta) = kt +C

El elemento C es una constante y se la puede escribir en diferentes
formas; en este caso, lo mas cómodo es escribirlo como una función
logarı́tmica:

ln(Tc − Ta) = kt + ln(C)

De la identidad obtenida, se despeja Tc :

ln(Tc − Ta) = kt + ln(C) −→ ln(Tc − Ta)− ln(C) = kt

ln
(Tc − Ta

C

)
= kt −→ Tc − Ta

C
= ekt

Tc − Ta = Cekt −→ Tc = Ta +Cekt
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La última expresión obtenida, es la integral general de la ecuación
diferencial del ejercicio. Esta expresión, tiene todavı́a dos elementos
desconocidos; es decir: k, C.

Para obtener los valores de k y C se utiliza las condiciones iniciales:

si t (tiempo)= 0 , Tc = 100◦, se reemplaza:

Tc = Ta +Cekt −→ 100◦ = 20◦ +Cek0

100◦ = 20◦ +Ce0100◦ − 20◦ = C = 80◦

Valor que se lo reemplaza en la formula:

Tc = Ta +Cekt −→ Tc = Ta + 80◦ekt

Falta obtener el valor de k, se utiliza la otra información:

t(tiempo) = 10;Tc = 60◦

Esta información se reemplaza en la expresión:

Tc = Ta + 80◦ekt −→ 60◦ = 20◦ + 80◦e10k

60◦ − 20◦ = 80◦e10k −→ 40◦

80◦
= e10k

1
2

= ekt −→ ln
(1
2

)
= 10k −→ ln(0.5)

10
= k

Se reemplaza en la formula:

Tc = Ta + 80◦ekt −→ Tc = Ta + 80◦e
ln(0.5)

10 t

La formula que define el proceso de enfriamiento del cuerpo con res-
pecto al tiempo es:

Tc = Ta + 80◦e
ln(0.5)

10 t −→ Tc = 20◦ + 80◦e
ln(0.5)

10 t

Se ha obtenido una relación entre la temperatura del cuerpo y el tiem-
po del proceso; por lo tanto, se puede calcular el valor de la tempe-
ratura del cuerpo en cualquier instante. Además, se puede calcular el
tiempo que demora el cuerpo en llegar a la temperatura Tc2

Tc2 = 20◦ + 80◦e
ln(0.5)

10 t −→ Tc2 − 20◦ = 80◦e
ln(0.5)

10 t

Tc2 − 20◦

80◦
= e

ln(0.5)
10 t −→ ln

(Tc2 − 20◦

80◦

)
=
ln(0.5)

10
t

t =
ln

(Tc2 − 20◦

80◦

)
(
ln(0.5)

10

) −→ t =
ln

(
Tc2 − 20◦

Tc − Ta

)
(
ln(0.5)

10

)
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2. Encontrar la figura que pasa por el punto A(3,2) y su subnormal es
en cada punto igual a dos. Subnormal es la proyección de la perpen-
dicular a la tangente, en la figura 1.0 es el segmento BN.
en el triangulo ABN se puede de-
terminar:

tan(α) =
BN
y
−→ BN = y tan(α)

tan(α) = f ′(x) =
dy

dx
Por lo tanto, se puede escribir:

2 = y
dy

dx

Una ecuación diferencial de va-
riables separables:

ydy = 2dx −→
∫
ydy = 2

∫
dx se obtiene : x =

y2

4
+C

Figura 1.0

El ∡ ATB es igual al ∡ BAN
BN = 2

Se calcula C con el punto (3,2):

x =
y2

4
+C −→ 3 =

22

4
+C −→ C = 2

x =
y2

4
+C −→ x =

y2

4
+ 2

Se despeja y:

x =
y2

4
+ 2 −→ y2 = 4(x − 2)

La figura buscada es una parábola de vértice (2.0).

3. Encontrar el conjunto de curvas que cortan con un ángulo α con la
recta y = cx.
En la figura 1.1 se puede obtener las funciones trigonométricas, en
este caso, las tangentes que:

tan(δ) =
y

x
; tan(β) =

dy

dx
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En todo triangulo, el ángulo ex-
terno de uno de sus catetos es
igual a la suma de los ángulos no
adjuntos a ese ángulo externo:

β = δ+α

Se toma la función trigonométri-
ca tangente a ambos lados de la
identidad:

β = δ+α

tan(β) = tan(δ+α)

tan(β) =
tan(δ) + tan(α)

1− tan(δ) tan(α)

tan(β) = f ′(x) =

y

x
+m

1−
y

x
m

Figura 1.1

Se señala que:

tan(α) =m

El ángulo δ esta entre la reta y =
cx y el eje x.
El ángulo β es el ángulo tangente
a la función buscada, y = f(x) y el
eje x.

Se

ha obtenido una ecuación diferencial de segundo orden de la forma

f
(y
x

)
; por lo tanto,

y

x
= z donde z esta en función de x.

y

x
= z −→ y = xz −→

dy

dx
= z+ x

dz
dx

Se reemplaza en la ecuación diferencial:

f ′(x) =

y

x
+m

1−
y

x
m
−→ z+ x

dz
dx

=
z+m

1−mz
−→ x

dz
dx

=
z+m

1−mz
− z

x
dz
dx

=
z+m− z(1−mz)

1−mz
−→ x

dz
dx

=
m+mz2

1−mz
−→ (1−mz)dz

m(1 + z2)
=
dx
x

Se integra a ambos lados de la igualdad:∫
(1−mz)dz
m(1 + z2)

=
∫
dx
x

+C

∫
(1−mz)dz
m(1 + z2)

=
∫

dz
m(1 + z2)

−
∫

mzdz
m(1 + z2)

=
1
m

arctan(z)− ln(
√

1 + z2)
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1
m

arctan(z)− ln(
√

1 + z2) = ln(x) +C

Se regresa a z =
y

x
:

1
m

arctan(z)−ln(
√

1 + z2) = ln(x)+C −→ 1
m

arctan
(y
x

)
−ln

√1 +
(y
x

)2
 =

ln(x) +C

Se aplica operaciones básicas de álgebra:

1
m

arctan
(y
x

)
− ln


√
x2 + y2

x2

 = ln(x) +C

1
m

arctan
(y
x

)
− ln

√x2 + y2

x

 = ln(x) +C

1
m

arctan
(y
x

)
−
(
ln

(√
x2 + y2

)
− ln(x)

)
= ln(x) +C

1
m

arctan
(y
x

)
− ln

√
x2 + y2 + ln(x) = ln(x) +C

1
m

arctan
(y
x

)
− ln

√
x2 + y2 = C

Se ingresa variables polares:

x = ρcos(δ); y = ρ sin(δ)

1
m

arctan
(
ρ sin(δ)
ρcos(δ)

)
− ln

√
(ρcos(δ))2 + (ρ sin(δ))2 = C

1
m

arctan(tan(δ))− ln
√
ρ2(cos2(δ) + sin2(δ)) = C

1
m

arctan(tan(δ))− ln(ρ) = C

δ
m
− ln(ρ) = C

δ
m

+C = ln(ρ)
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ln(ρ) =
δ
m

+C

ρ = e
δ
m+C −→ ρ = e

δ
meC −→ ρ = Ce

δ
m

La respuesta del ejercicio: El conjunto de espirales logarı́tmicas.

4. Hallar la ecuación de la curva, para que su segmento tangencial, que
forma con los ejes del plano cartesiano, sea constante e igual a p.

Si la curva buscada es : y = y(x) y su tangente en el punto A(x,y) = (x,
y(x)) tiene la forma:

y − y0 =m(x − x0) −→ η − y = y ′(ξ − x)

Donde : (η,ξ) son los puntos de corte de la tangente con los ejes del
plano cartesiano.

Si: η = 0 −→ ξ = x −
y

y ′
y si ξ = 0 −→ η = y − xy ′

El triangulo formado con los ejes
cartesianos es rectángulo; por lo
tanto, se puede aplicar el teorema
de Pitagoras.

p =

√(
x −

y

y ′

)2

+ (y − xy ′)2

p =

√
(xy ′ − y)2

y ′2
+ (y − xy ′)2

p =

√
(xy ′ − y)2

y ′2
+ (y − xy ′)2

p =

√
(xy ′ − y)2 + y ′2(xy ′ − y)2

y ′2

p =
(xy ′ − y)
y ′

√
1 + y ′2

Figura 1.2

OA = η
OB = ξ
AB = p
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Se despeja y, ademas el segmento p debe ser positivo; por lo tanto, se
debe tener en cuenta el signo de valor absoluto:

p =
|xy ′ − y|
y ′

√
1 + y ′2 −→ p =

(xy ′ − y)
y ′

√
1 + y ′2 −→ y = xy ′ +

py ′√
1 + y ′2

La última expresión algebraica obtenida es una ecuación diferencial
de Clairaut. Su integral general (solución general) se la puede escri-
bir:

y = xC +
pC

√
1 +C2

Se deriva con respecto a C:

y = Cx+
pC

√
1 +C2

−→ 0 = x+
(pC)′

√
1 +C2 − pC(

√
1 +C2)′

(
√

1 +C2)2

0 = x+
p
√

1 +C2 − pC(
√

1 +C2)′

(
√

1 +C2)2
−→ 0 = x+

p
√

1 +C2 −
pC(2C)

2
√

1 +C2

(
√

1 +C2)2

0 = x+
p
√

1 +C2 −
pC(2C)

2
√

1 +C2

(1 +C2)
−→ 0 = x+

p
√

1 +C2
√

1 +C2 − pC2

(1 +C2)
√

1 +C2

0 = x+
p(1 +C2)− pC2

(1 +C2)
3
2

−→ 0 = x+
p

(1 +C2)
3
2
−→ x = −

p

(1 +C2)
3
2

Se ha obtenido un valor para x, ahora este valor se reemplaza y se
obtiene y:

y = xC+
pC

√
1 +C2

−→ y = −
pC

(1 +C2)
3
2
+

pC
√

1 +C2
−→ y =

−pC + pC(1 +C2)

(1 +C2)
3
2

y =
pC3

(1 +C2)
3
2

Tanto a x como a y se los eleva al exponente
2
3

y se los suma:

x
2
3 + y

2
3 =

− p

(1 +C2)
3
2


2
3

+

 pC3

(1 +C2)
3
2


2
3

x
2
3 + y

2
3 =

 p
2
3

1 +C2

+

 p 2
3C2

1 +C2


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Se aplica factor común:

x
2
3 + y

2
3 = p

2
3

(( 1
1 +C2

)
+
(
C2

1 +C2

))
Se realiza la suma de quebrados:

x
2
3 + y

2
3 = p

2
3

(
1 +C2

1 +C2

)
Y finalmente se obtiene:

x
2
3 + y

2
3 = p

2
3

Que es la respuesta al ejercicio. Esta curva se denomina tractrix y
tiene muchas aplicaciones en Ingenierı́a.

Se recomienda al estudiante que, resuelva el ejercicio, en el cual, el
triangulo formado con los ejes del plano cartesiano tenga una área de
valor conocido.

5. Realice un análisis de un circuito eléctrico en función de los elemen-
tos de los cuales esta formado. Los elementos eléctricos de mayor
aplicación en la construcción y diseño de un circuito eléctrico son:
la resistencia (R), condensador (C), inductancia (L) y ,puede como no,
tener una fuente E(t). Y de ahı́ viene su nombre, un circuito RLC in-
dica que el circuito consta de estos tres elementos.

a) Si el circuito consta de estos tres elementos eléctricos: R,L,C, la
ecuación diferencial que analiza este tipo de circuito, sera una
ecuación de segundo orden; por lo tanto, este tipo de circuitos se
lo analizara en el siguiente capitulo.

Figura 1.3
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b) Si el circuito esta formado por la combinación de dos de estos
elementos; es decir, RL,RC o CL, y que puede estar acompañado
de una fuente E(t) o no. En este caso la ecuación diferencial que
represente este proceso es de primer orden.

Figura 1.4

En ambos casos, a y b, se debe aplicar definiciones y leyes de la
Fı́sica. Entre las definiciones se tiene:

i = −
dq

dt
Definición de corriente eléctrica.

VL = −Ldi
dt

El voltaje de una inductancia.

VR = Ri El voltaje de una resistencia.

Entra las leyes, la segunda ley de Kirchoff:

E(t) =
∑
Vi La suma del voltaje de cada uno de los componentes

eléctricos del circuito eléctrico es igual al voltaje de la fuente.

Para la figura 1.4 se escribe:

L
di
dt

+Ri = E(t) −→ di
dt

+
R
L
i =

E(t)
L

Que representa una ecuación diferencial de primer orden no-
homogénea. Su solución consta de la parte homogénea y su parte
no-homogénea.
Su parte homogénea ih:

di
dt

+
R
L
i = 0 −→ di

dt
= −R

L
i

Se integra a ambos lados de la identidad:

di
dt

= −R
L
i −→

∫
di
i

=
∫
−R
L
dt −→ ln(i) = −R

L
t + ln(C)
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ln(i)− ln(C) = −R
L
t −→ ln

( i
C

)
= −R

L
t −→ ih = i = Ce−

R
L t

Su parte no-homogénea i∼h:
Se debe observar que, el coeficiente de i en la parte izquierda de
la ecuación diferencial de primer orden, es una constante; por lo
tanto, se aplica el método de la constante, en ese caso:

i∼h = i = A −→ di
dt

= 0

Se reemplaza en la ecuación diferencial de primer orden:

di
dt

+
R
L
i =

E(t)
L
−→ 0 +

R
L
A =

E(t)
L
−→ A =

E(t)
R

La solución seria:

i = ih + i∼h = Ce−
R
L t +

E(t)
R

Para definir C, se utiliza las condiciones de frontera: cuando t =
0; i = 0, por lo tanto, se obtiene:

i = ih + i∼h = Ce−
R
L t +

E(t)
R
−→ 0 = Ce−

R
L0 +

E(t)
R
−→ C = −E(t)

R
Se reemplaza:

i = Ce−
R
L t +

E(t)
R
−→ i =

(
−E(t)
R

)
e−

R
L t +

E(t)
R

=
E(t)
R

(1− e−RL t)

La ultima expresión es la solución al ejercicio.

c) Encuentre un modelo matemático que represente el circuito eléctri-
co que contiene una resistencia y un condensador. El circuito tie-
ne una fuente E(t).
Al igual que en el ejercicio anterior se aplicara definiciones de
fı́sica, ası́ como, la segunda ley de Kirchoff.
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Figura 1.5

Se aplica la segunda ley de Kirchoff:

Ri − Q
C

= E(t)

Para obtener el comportamiento del circuito con respecto a la co-
rriente eléctrica se deriva ambos lados de la igualdad, se debe
tener en cuenta que, en este caso E(t): es constante.

Ri − Q
C

= E(t) −→ R
di
dt
− dQ
Cdt

= 0 −→ R
di
dt

+
i
C

= 0

Se recuerda que: i = −dQ
dt
. La ultima expresión se divide pare R:

R
di
dt

+
i
C

= 0 −→ di
dt

+
i
RC

= 0

Es una ecuación diferencial con variables separables y se integra
a ambos lados:

di
dt

+
i
RC

= 0 −→ di
i

= − dt
RC
−→

∫
di
i

= −
∫

dt
RC

+D

D es la constante de integración. Se obtiene:∫
di
i

= −
∫

dt
RC

+ ln(D) −→ ln
( i
D

)
= − t

RC
−→ i =De−

t
RC

Para encontrar la constante D, se considera las condiciones ini-
ciales o de frontera, que en este caso : si t = 0, en este momento

i=
E(t)
R

i =De−
t
RC −→ E(t)

R
=De−

t=0
RC −→ D =

E(t)
R

Se reemplaza:

i =De−
t
RC −→ i =

E(t)
R
e−

t
RC

Que es la solución del ejercicio.

6. Qué forma debe tener un espejo para que todos los rayos salientes de
un punto O al reflejarse en el espejo sean paralelas al eje y.
Para facilidad de resolución del ejercicio, se podrı́a considerar que, el
punto saliente es el punto de origen del plano cartesiano?.
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De Fı́sica se conoce que el ángu-
lo de incidencia es igual al ángulo
reflejado.

∡LMM2 = ∡OMM2 = ∡MM2O

De los escrito, se puede deducir
que: el trianguloOMM2 , es trian-
gulo isósceles.

OM =OM2

tan(β) = f ′(x) = y ′

OM2 =ON +NM2

OM2 = y +
x
y ′

OM =
√
x2 + y2

y +
x
y ′

=
√
x2 + y2

y +
x
y ′

=

√
x2

(
1 +

y2

x2

)

y +
x
y ′

= x

√
1 +

y2

x2

y

x
+

1
y ′

=

√
1 +

y2

x2

Figura 1.6

L −→ Rayo Saliente.
f(x) −→ Función Buscada
RP −→ Recta tangente a la fun-
ción buscada
M(x,y) −→ Un punto en la fun-
ción.

Se despeja y ′ :

y

x
+

1
y ′

=

√
1 +

y2

x2 −→
1
y ′

=

√
1 +

y2

x2 −
y

x
−→ 1√

1 +
y2

x2 −
y

x

= y ′

Se Racionaliza el denominador del lado derecho:

1√
1 +

y2

x2 −
y

x

= y ′ −→

√
1 +

y2

x2 +
y

x
√

1 +
y2

x2 −
y

x



√

1 +
y2

x2 +
y

x


= y ′

88 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 1.√
1 +

y2

x2 +
y

x

1 +
y2

x2 −
y2

x2

= y ′ −→ y ′ =

√
1 +

y2

x2 +
y

x

La expresión obtenida es una ecuación diferencial homogénea y se la
resuelve como tal.

Se realiza un cambio de variable en función de x, se deriva, se reem-
plaza en la ecuación diferencial:

y

x
= u −→ y = ux −→

dy

dx
= u + x

du
dx

u + x
du
dx

=
√

1 +u2 +u −→ x
du
dx

=
√

1 +u2 +u −u −→ x
du
dx

=
√

1 +u2

Se separa las variables:

du
√

1 +u2
=
dx
x
−→ ln(u +

√
1 +u2) = ln(x) + ln(c)

Se realiza operaciones algebraicas:

ln(u +
√

1 +u2) = ln(x) + ln(c) = ln(u +
√

1 +u2) = ln(Cx)

u +
√

1 +u2 = Cx

Se reemplaza u:

y

x
+

√
1 +

y2

x2 = Cx −→
y

x
+

√
x2 + y2

x
= Cx√

x2 + y2 = Cx2 − y −→ x2 + y2 = (Cx2 − y)2

x2 + y2 = C2x4 − 2Cx2y + y2

2Cx2y = C2x4 − x2 −→ y =
C2x4 − x2

2Cx2 −→ y =
C2x4

2Cx2 −
x2

2Cx2

Se obtiene la respuesta:

y =
C
2
x2 − 1

2C

Se obtiene un polinomio de segundo orden, lo que significa, que re-
presenta una parábola; por lo tanto, la forma del espejo tiene que ser
una parábola.
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7. Escribir la ecuación de la curva para que cumpla dos condiciones:

a) El coeficiente direccional de la tangente en cualquier punto es
igual a la ordenada en el punto tangencial.

b) La curva pasa por el punto P(2,5).

Si y = f(x) es la ecuación de curva buscada. El coeficiente direccional

de la recta tangente en cualquier punto es igual a
dy

dx
; por lo tanto,

cumpliendo las condiciones del ejercicio se tiene:

dy

dx
= y

Se aplica el método de variables separables, se tiene:

dy

dx
= y −→

dy

y
= dx −→

∫
dy

y
=

∫
dx+C

ln(y) = x+ ln(C) −→ ln
( y
C

)
= x

y = eCx −→ y = Cex

Esta es la integral general, para que, pase por el punto dado, se debe
encontrar C:

y = Cex −→ 5 = Ce2 −→ C = 5e−2

Se reemplaza en la integral general:

y = Cex −→ y = 5e−2ex −→ y = 5ex−2

Que es la curva que cumple las condiciones dadas.

8. Un cuerpo de masa inicial m0 se disuelve parcialmente en un tiempo
t y su velocidad es directamente proporcional a la masa que no se ha
disuelto todavı́a en ese tiempo. Encontrar un modelo matemático que
represente la masa que se ha disuelto con respecto el tiempo.

Sea x(t) la masa que se ha disuelto en el tiempo t; por lo tanto, la masa
que no he disuelto es m0 − x, se puede escribir:

dx
dt
∝ (m0 − x) −→ dx

dt
= k(m0 − x)

Donde : k es el coeficiente de proporcionalidad. Lo obtenido es una
ecuación diferencial de primer orden con coeficientes separables:

dx
dt

= k(m0 − x) −→ dx
m0 − x

= kdt
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Se integra:

dx
m0 − x

= kdt −→
∫

dx
m0 − x

=
∫
kdt +C

−ln(m0 − x) = kt + ln(C) −→ ln(m0 − x)− ln(C) = −kt

ln(m0 − x)− ln(C) = −kt+ −→ ln
(m0 − x

C

)
= −kt

ln
(m0 − x

C

)
= −kt −→ m0 − x = Ce−kt −→ x =m0 −Ce−kt

Para definir C, se considera las condiciones de frontera, t = 0 ; x = 0;
por lo tanto, C =m0 Se obtiene:

x =m0 −Ce−kt −→ x =m0 −m0e
−kt −→ x =m0(1− e−kt)

La última expresión represente: la masa disuelta en un tiempo t cual-
quiera. Se desea, por ejemplo, encontrar el tiempo en el cual se ha
disuelto la mitad de la masa inicial.

x =
1
2
m0 −→

1
2
m0 =m0(1− e−kt) −→ t =

ln2
k

La siguiente aplicación de ecuaciones diferenciales sera con cuerpos
de diferente forma geométrica:

a) Un cuerpo de forma cilı́ndrica de altura H = 20 cm y de base
circular S = 120 cm2 esta lleno de agua. En el transcurso de que
tiempo se vacı́a el elemento si en su base hay un agujero de área
s = 0,4 cm2

Primero se debe determinare la velocidad con la cual el agua co-
mienza a desalojar del cuerpo geométrico,para lo cual, se aplica
la conservación de energı́a:
En su parte superior: E1potencial +E1cinetica

En su parte inferior:E2potencial +E2cinetica

Como la energı́a se conserva esta dos identidades deben ser igua-
les:

E1potencial +E1cinetica = E2potencial +E2cinetica

En su parte superior la energı́a cinética es igual a cero y en su
parte inferior la energı́a potencial es cero:

E1potencial = E2cinetica

Por lo tanto, se puede escribir:
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mgh =
mv2

2
−→ vliquido =

√
2gh

Donde: g - la aceleración de la gravedad; h - la altura sobre el
agujero.
En el tiempo t su altura sera h
En el tiempo (t +△h)
su altura sera (h+△h),
en este ejemplo △h es negativo,
ya que, el liquido es desalojado
del elemento geométrico.
El volumen del liquido que ha
sido desalojado es:

Vdesalojo = −S △ h
Por el otro lado, en un pequeño
espacio de tiempo, se formara
un pequeño cilindro de base s
y altura e; por lo tanto, el volu-
men de liquido sera:

Vsaliente = s · e
Figura 1.7

Se puede considerar que, en un tiempo bastante pequeño estos
dos volúmenes son iguales:

Vdesalojo = Vsaliente −→ −Sh = s · e

De la definición de velocidad se tiene:

v =
e
t
−→ e = v · t −→ e =

√
2gh · t

Por lo tanto, el volumen de agua saliente, se la puede expresar:

Vsaliente = s · e = s ·
√

2gh · t

Igualando estas dos expresiones obtenidas:

Vdesalojo = Vsaliente −→ −Sh = s · e −→ −S △ h = s ·
√

2gh · △t

Si t −→ cero :
△h
△t
−→ dh

dt

Por lo tanto, se puede escribir:

−S △ h = s ·
√

2gh · △t −→ △h
△t

= − s
S

√
2gh −→ dh

dt
= − s

S

√
2gh

92 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 1.

Lo que se ha obtenido, es una ecuación diferencial de primer or-
den de variables separables.

dh
dt

= − s
S

√
2gh −→ dh√

2gh
= − s

S
dt

Se integra a ambos lados de la identidad:

dh√
2gh

= − s
S
dt −→ 1

√
2g

∫
dh
√
h

= − s
S

∫
dt −→

√
2h
g

+
s
S
t = C

Si t = 0 entonces h = H; por lo tanto:√
2h
g

+
s
S
t = C −→ C =

√
2H
g

El modelo matemático que representa el desalojo del liquido del
cilindro con respecto al tiempo:√

2h
g

+
s
S
t =

√
2H
g
−→ t =

S
s


√

2H
g
−

√
2h
g


Si se desea obtener el tiempo en el cual el cilindro este vació, es
decir, cuando h = 0:

t =
S
s


√

2H
g
−

√
2h
g

 −→ tvacio =
S
s

(√
2H
g

)
b) Encuentre un modelo matemático que represente el vaciado de

un liquido de un cuerpo semiesférico de radio 100 cm. En su par-
te inferior se encuentra un agujero de área 1 cm2. Además, se co-
noce que la velocidad de desalojo del liquido por el agujero es
vliquido = 0.6

√
2gh

cm
s

donde: g es la aceleración de la gravedad.

La variable h es la distancia de la superficie del liquido en cual-
quier tiempo t, del agujero en su parte inferior de la semiesfera.
La ecuación diferencial h(t) se determina al calcular el volumen
de vaciado en el cuerpo en el tiempo t al tiempo (t +△t) En este
tiempo, también sale el liquido por el agujero de área 1 cm2, este
volumen se lo podrá calcular de:

Vliquido = s · e = s · vliquido · t = 1cm2 · 0.6
√

2ght
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Como se desea, analizar este volumen cuando t −→ 0; es decir, en
pequeños espacios de tiempo, lo cual se puede escribir:

vliquido · t = 1cm2 · 0.6
√

2ght −→ dVV olumen saliente = 0.6
√

2gh dt

La velocidad de salida del liquido, en un tiempo bien pequeño, se
considera una constante.
Por el otro lado, en un pequeño tiempo disminuye la cantidad
de liquido, y como, el tiempo se considera bien pequeño; por lo
tanto, en ese pequeño tiempo se puede considerar que el volumen
se lo puede representar:

dV = −π · r2 · dh
Donde: r- es el radio de la circunferencia de la semiesfera, a una
altura dh.
Los puntos CDEB forman
triángulos semejantes; por lo
tanto , se puede escribir propor-
ciones:
BE
DE

=
DE
EC

−→ DE2 = (200− h)h

r2 = (200− h)h

Se reemplaza en las ecuaciones:

dV = dVsaliente

−πr2dh = 0.6
√

2gh · dt

−π(200− h)h · dh = 0.6
√

2gh · dt

Figura 1.8

Donde: ED = r en el momento h
BC diámetro de la esfera

Se obtuvo una ecuación diferencial de primer orden de variables
separables.

−π(200− h)h
1
2 · dh = 0.6

√
2g · dt

Se integra las dos lados de la igualdad:

−π200
∫
h

1
2dh+π

∫
h

3
2 · dh = 0.6

√
2g ·

∫
dt +C

−π200
2
3
h

3
2 +π

2
5
h

5
2 = 0.6

√
2g · t +C

−π400
3
h

3
2 +π

2
5
h

5
2 = 0.6

√
2g · t +C

π
(2
5
h− 400

3

)
h
√
h = 0.6

√
2g · t +C
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t =
π

0.6
√

2g

(2
5
h− 400

3

)
h
√
h− C

0.6
√

2g

Para encontrar C, se aplica las condiciones de frontera: t = 0; h =
100:

π
(2
5

100− 400
3

)
100
√

100 = 0.6
√

2g(0) +C

C = −π14
15

105

t =
π

0.6
√

2g

(2
5
h− 400

3

)
h
√
h− −14 · 105π

15(0.6
√

2g)

Para determinar el tiempo en el cual se vacı́a la semiesfera: t =
tvacio cuando h = 0

tvacio =
14 · 105π

15(0.6
√

2g)
=

14 · 105π

9
√

2g

c) Encuentre un modelo matemático que represente el vaciado de
un liquido, de un recipiente de forma cónica, de base circular de
radio 100 cm y de altura R. En su parte inferior se encuentra un
agujero de área 1 cm2.Además, se conoce que la velocidad de des-
alojo del liquido por el agujero es vliquido = 0.6

√
2gh

cm
s

donde: g

es la aceleración de la gravedad.
La ecuación diferencial h(t) se determina al calcular el volumen
de vaciado del cuerpo en el tiempo t al tiempo (t + △t) En este
tiempo, también sale el liquido por el agujero de área 1 cm2, este
volumen se lo puede calcular:

Vliquido = s · e = s · vliquido · t = 1cm2 · 0.6
√

2ght

Como se desea, analizar este volumen cuando t −→ 0; es decir, en
pequeños espacios de tiempo, lo cual se puede escribir:

vliquido · t = 1cm2 · 0.6
√

2ght −→ △VV olumen saliente = 0.6
√

2gh △ t

△VV olumen saliente = 0.6
√

2gh △ t −→ dVV olumen saliente =
0.6

√
2gh dt

La velocidad de salida del liquido, en un tiempo bien pequeño,
se considera una constante. Por el otro lado, en un pequeño tiem-
po disminuye la cantidad de liquido en el recipiente, y como, el
tiempo se considera bien pequeño; por lo tanto, en ese pequeño
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tiempo se puede considerar que el volumen se lo puede represen-
tar:

dV = −π · r2 · dh

Donde: r- es el radio de la circunferencia de la base del cono, a
una altura dh.
A una altura h, se for-
man triángulos semejantes
△AEB ∼ △AFC;por lo tanto, se
puede escribir proporciones:

ED

FC
=
AE

AF
−→ r

R
=
H − h
H

r =
(H − h)R

H
Se reemplaza en las ecuaciones:

dV = dVsaliente

−πr2dh = 0.6
√

2gh · dt

−π (H − h)2R2

H2 · dh = 0.6
√

2gh · dt

−π (H − h)2R2

H2 · dh√
h

= 0.6
√

2g · dt

Figura 1.9

ED - radio de la circunferencia en
el momento t
AF- altura del cono circular

Se obtuvo una ecuación diferencial de primer orden de variables
separables.

−πR2

H2 (H − h)2 · dh√
h

= 0.6
√

2g · dt

−πR2

H2 (H2 − 2Hh+ h2) · dh√
h

= 0.6
√

2g · dt

Se integra a ambos lados de la igualdad:

−πR2

H2

(∫
(H2 − 2Hh+ h2) · dh√

h

)
= 0.6

√
2g ·

∫
dt +C

−πR2

H2

(∫
H2 dh√

h
− 2H

∫
h
dh
√
h

+
∫
h2 dh√

h

)
= 0.6

√
2g ·

∫
dt +C

−πR2

H2

(∫
H2 dh√

h
− 2H

∫
h
dh
√
h

+
∫
h2 dh√

h

)
= 0.6

√
2g ·

∫
dt +C
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−πR2

H2

(
H2

∫
dh
√
h
− 2H

∫
h
dh
√
h

+
∫
h2 dh√

h

)
= 0.6

√
2g ·

∫
dt +C

−πR2

H2

(
H2

∫
dh
√
h
− 2H

∫
h
dh
√
h

+
∫
h2 dh√

h

)
= 0.6

√
2g ·

∫
dt +C

−πR2

H2

(
H22
√
h− 2H

2
3
h

3
2 +

2
5
h

5
2

)
= 0.6

√
2g · t +C

−πR22
√
h+πR2 4

3 ·H
h

3
2 −πR2 2

5 ·H2h
5
2 = 0.6

√
2g · t +C

Para encontrar C, se aplica las condiciones de frontera: si t = 0 ,
entonces h = H

−πR22
√
H +πR2 4

3H
H

3
2 −πR2 2

5 ·H2H
5
2 = 0.6

√
2g · (0) +C

−πR22
√
H +πR2 4

3
H

1
2 −πR2 2

5 ·H2H
5
2 = 0.6

√
2g · (0) +C

πR2
(4
3
H

1
2 − 2
√
H − 2

5 ·H2H
2H

1
2

)
= C

2πR2
(2
3

√
H − 1

√
H − 1

5

√
H

)
= C

2πR2
√
H

(2
3
− 1− 1

5

)
= C

2πR2
√
H

(−8
15

)
= C

C = πR2
√
H

(−16
15

)
Para encontrar el tiempo de-vaciado se considera las condiciones
de: t = tvacio cuando h = 0. Ademas se reemplaza el valor de la
constante:

−πR22
√
h+πR2 4

3 ·H
h

3
2 −πR2 2

5 ·H2h
5
2 = 0.6

√
2g · t −2πR2

√
H

(16
15

)
tvacio =

2πR2

0.6
√

2g

√
H

(16
15

)
=

2πR2

0.6

√
H
2g

(16
15

)
En las siguientes aplicaciones se analiza cuando en un recipiente;
además de la salida de un liquido se tiene el ingreso del liquido al
mismo. En esta aplicación se puede tener tres casos:
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a) Se tiene un tanque, que inicialmente contiene un Vconstante = 500
galones, con una determinada concentración. Al tanque ingresa

un caudal CaEntrada de 3
gal

min
con una concentración de 2

kg

gal
, se

mezcla con la solución inicial y sale del tanque con un caudal

CaSalida de 3
gal

min
.

Como se puede apreciar:

CaEntrada = CaSalida,

Se conoce además , la concentración del caudal entrante. La con-
centración del caudal saliente va cambiando con el tiempo; por lo
tanto, se puede escribir:

△S
△t

= REntrada −RSalida

El lado izquierdo de la igualad, nos indica la razón de cambio
de la concentración del liquido en el recipiente con respecto el
tiempo. El lado derecho, nos indica la diferencia de la razón de la
concentración del liquido de entrada con la razón de la concen-
tración de la salida.
Si se considera que, esta razón de cambio, se lo realiza en un in-
tervalo de tiempo muy pequeño; es decir, cuando t −→ 0, en este
caso, se puede escribir:

△S
△t

=
dS
dt

= REntrada −RSalida

Se define cada uno de los elementos de la razón analizada:

REntrada = 3
gal

min
· 2
kg

gal
= 6

Kg

min

RSalida = 3
gal

min
· S
500

kg

gal
=

3S
500

Kg

min

Se reemplaza en la identidad:

dS
dt

= REntrada −RSalida = 6− 3S
500

Finalmente se obtiene:

dS
dt

= 6− 3S
500

−→ dS
dt

+
3S
500

= 6
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La última expresión, como se puede observar, es una ecuación
diferencial de primer orden, que representa en cambio de con-
centración del liquido en el recipiente. El lector ya esta en condi-
ciones y puede resolver la ecuación diferencial encontrada.

b) Se tiene un tanque, que inicialmente contiene un Vinicial = 500
galones, con una determinada concentración. Al tanque ingresa

un caudal CaEntrada de 5
gal

min
con una concentración de 2

kg

gal
, se

mezcla con la solución inicial y sale del tanque con un caudal

CaSalida de 3
gal

min
.

Como se puede apreciar:

CaEntrada > CaSalida,

Como el caudal de entrada es mayor que el caudal de salida , en
algún memento, el tanque se va a llenar de la mezcla. Se conoce
además , la concentración del caudal entrante. La concentración
del caudal saliente, el cual, va cambiando con el tiempo; por lo
tanto, se puede escribir:

△S
△t

= REntrada −RSalida

El lado izquierdo de la igualad, nos indica la razón de cambio
de la concentración del liquido en el recipiente con respecto el
tiempo. El lado derecho, nos indica la diferencia de la razón de la
concentración del liquido de entrada con la razón de la concen-
tración de la salida.
Si se considera que, esta razón de cambio, se lo realiza en un in-
tervalo de tiempo muy pequeño; es decir, cuando t −→ 0, en este
caso, se puede escribir:

△S
△t

=
dS
dt

= REntrada −RSalida

Se define cada uno de los elementos de la razón analizada:

REntrada = 5
gal

min
· 2
kg

gal
= 10

Kg

min

RSalida = 3
gal

min
· S
(500 + x)

kg

gal
=

3S
(500 + x)

Kg

min

Como se puede apreciar, en el denominador de la última expre-
sión, apareció una variable x, la cual depende del tiempo y es en
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este tiempo, en el cual, el recipiente se va llenado. Se debe ob-
tener una expresión matemática, que permita definir el aumento
del volumen del liquido, para lo cual se realiza lo siguiente:

tiempo Aumento de V olumen V olumen total
0 500 + (5− 3)t 500
1 500 + (5− 3)1 500 + 2 = 502
2 500 + (5− 3)2 500 + 4 = 504
3 500 + (5− 3)3 500 + 6 = 506
4 500 + (5− 3)4 500 + 8 = 508

La tabla permite obtener una expresión para la variación de vo-
lumen en el recipiente e igual a 500 + 2 · t. Se reemplaza en la
identidad:

dS
dt

= REntrada −RSalida = 10− 3S
500 + 2t

Finalmente se obtiene:
dS
dt

= 10− 3S
500 + 2t

−→ dS
dt

+
3S

500 + 2t
= 10

La última expresión, como se puede observar, es una ecuación
diferencial de primer orden, que representa en cambio de con-
centración del liquido en el recipiente con los caudales definidos
y diferentes. El lector ya esta en condiciones y puede resolver la
ecuación diferencial encontrada.

c) Se tiene un tanque, que inicialmente contiene un Vinicial = 800
galones, con una determinada concentración. Al tanque ingresa

un caudal CaEntrada de 4
gal

min
con una concentración de 2

kg

gal
, se

mezcla con la solución inicial y sale del tanque con un caudal

CaSalida de 9
gal

min
.

Como se puede apreciar:

CaEntrada < CaSalida,

Como el caudal de entrada es menor que el caudal de salida , en
algún memento, el tanque se va a vaciar de la mezcla. Se conoce
además , la concentración del caudal entrante. La concentración
del caudal saliente, el cual, va cambiando con el tiempo; por lo
tanto, se puede escribir:

△S
△t

= REntrada −RSalida
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El lado izquierdo de la igualad, nos indica la razón de cambio
de la concentración del liquido en el recipiente con respecto el
tiempo. El lado derecho, nos indica la diferencia de la razón de la
concentración del liquido de entrada con la razón de la concen-
tración de la salida.

Si se considera que, esta razón de cambio, se lo realiza en un in-
tervalo de tiempo muy pequeño; es decir, cuando t −→ 0, en este
caso, se puede escribir:

△S
△t

=
dS
dt

= REntrada −RSalida

Se define cada uno de los elementos de la razón analizada:

REntrada = 4
gal

min
· 2
kg

gal
= 8

Kg

min

RSalida = 9
gal

min
· S
800− x

kg

gal
=

9S
(800− x)

Kg

min

Como se puede apreciar, en el denominador de la última expre-
sión, apareció una variable x, la cual depende del tiempo y es
en este tiempo, en el cual, el recipiente se va vaciando. Se debe
obtener una expresión matemática, que permita definir la dismi-
nución del volumen del liquido en el recipiente, para lo cual, se
realiza lo siguiente:

tiempo Aumento de V olumen V olumen total
0 800 + (4− 9)t 800
1 800 + (4− 9)1 800− 5 = 795
2 800 + (4− 9)2 800− 10 = 790
3 800 + (4− 9)3 800− 15 = 785
4 800 + (4− 9)4 800− 20 = 780

La tabla permite obtener una expresión para la variación de vo-
lumen en el recipiente e igual a 800 − 5 · t. Se reemplaza en la
identidad:

dS
dt

= REntrada −RSalida = 10− 9S
800− 5t

Finalmente se obtiene:

dS
dt

= 10− 9S
500− 5t

−→ dS
dt

+
9S

800− 5t
= 10
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La última expresión, como se puede observar, es una ecuación
diferencial de primer orden, que representa el cambio de la con-
centración del liquido en el recipiente, con los caudales definidos
y diferentes. El lector ya esta en condiciones y puede resolver la
ecuación diferencial encontrada. Queda por realizar un análisis ,
cuando el liquido entrante tiene una concentración cero. Al igual
que en los casos anteriores el caudal entrante y saliente puede ser
igual o diferente, en este caso, se considera el caso, en el cual el
caudal de entrada es igual al caudal de salida.

d) Se tiene un tanque, que inicialmente contiene un Vinicial = 800
galones, con una determinada concentración. Al tanque ingresa

un caudal CaEntrada de 4
gal

min
con una concentración de 0

kg

gal
;es

decir, el liquido entrante es puro. Se mezcla con la solución inicial

y sale del tanque con un caudal CaSalida de 4
gal

min
.

Como se puede apreciar:

CaEntrada = CaSalida,

Se conoce además, La concentración del caudal saliente, el cual,
va cambiando con el tiempo; por lo tanto, se puede escribir:

△S
△t

= REntrada −RSalida

El lado izquierdo de la igualad, nos indica la razón de cambio
de la concentración del liquido en el recipiente con respecto el
tiempo. El lado derecho, nos indica la diferencia de la razón de la
concentración del liquido de entrada con la razón de la concen-
tración de la salida.
Si se considera que, esta razón de cambio, se lo realiza en un in-
tervalo de tiempo muy pequeño; es decir, cuando t −→ 0, en este
caso, se puede escribir:

△S
△t

=
dS
dt

= REntrada −RSalida

Se define cada uno de los elementos de la razón analizada:

REntrada = 4
gal

min
· 0
kg

gal
= 0

Kg

min

RSalida = 4
gal

min
· S
kg

gal
=

4S
(800)

Kg

min
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Finalmente se obtiene:
dS
dt

= 0− 4S
800

−→ dS
dt

+
4S
800

= 0

La última expresión, como se puede observar, es una ecuación
diferencial de primer orden, que representa el cambio de concen-
tración del liquido en el recipiente, con los caudales definidos y
diferentes. El lector ya esta en condiciones y puede resolver la
ecuación diferencial encontrada.

1.11.1. Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden.

1. Un punto de masa ´m´ se mueve con un movimiento lineal por la
acción de una fuerza F, que es directamente proporcional al tiempo
´t´ e inversamente proporcional a la velocidad ´V´. Encontrar un
modelo matemático que represente el cambio de la velocidad en
función del tiempo, si se conoce que: t = 0 se tiene v = 0.

2. Un cuerpo se mueve con una aceleración proporcional al tiempo y
a la velocidad v. Encontrar un modelo matemático que represente
el cambio de la velocidad con respecto al tiempo, si se conoce que:
para t = 0, v =v0.

3. Encontrar la relación matemática entre la velocidad ´ V ´ de un
punto de masa ´ m ´ y el tiempo, si se conoce que, la resistencia del
aire es proporcional al cuadrado de la velocidad y que para: t = 0,
se tiene que V = 0.

4. Escribir la ecuación de la curva que cumple las siguientes condicio-
nes:

a) El segmento tangencial en cualquier punto P(x,y) que se en-
cuentra entre los ejes del plano cartesiano se divide en la mitad

b) La curva buscada pasa por el punto P0(3,4)

5. Escribir la ecuación de la curva que cumple las siguientes condicio-
nes:

a) El coeficiente tangencial en cualquier punto P(x,y) de la función
es dos veces menor que el coeficiente direccional de la recta, que
une el punto de origen con el punto P(x,y)

b) La curva buscada pasa por el punto P0(4,3)
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6. La ley de desintegración de un cuerpo consiste en que: la velocidad
desintegración ´ R ´ en un determinado tiempo es proporcional a la
cantidad que todavı́a no se ha desintegrado. Determine la relación
matemática de desintegración de un cuerpo con respecto al tiempo
´ t ´, si se conoce que en el tiempo de 1600 años la cantidad de R0

disminuyo a la mitad de su masa.

7. Determine la relación matemática entre la corriente eléctrica ´ I
´ con respecto al tiempo, si en el momento, que se desconecto la
fuerza electromotriz ´ E ´ la intensidad de corriente I = I0.

8. Determine la relación matemática entre la corriente eléctrica ´I´
con respecto al tiempo, si en el momento, en que se conecto la fuer-
za electromotriz E = E0 sin(wt) la intensidad de corriente I =I0.

9. Encontrar la ecuación de la curva para que la suma de los cuadra-
dos de las distancias de dos puntos dados A1(−5,0),A2(5,0) de las
tangentes a la curva sea constante y sea igual a 72.

10. La velocidad
dx
dt

de la reacción de dos elementos cumple la siguien-
te ecuación:

dx
dt

= k(a− x)(b − x)

Donde: a, b significan la concentración inicial de la substancia en
reacción quı́mica , k la constante de la velocidad de reacción quı́mi-
ca. Encontrar la relación de dependencia de la concentración x del
compuesto con respecto al tiempo, si x(0) = 0.

11. Una esfera de metal con una temperatura inicial T1 = 12.9◦ es en-
friada con un chorro de agua de temperatura To = 0◦. En 8 minutos
y 16 segundos la esfera se enfrió llegando a la temperatura T2 = 9.9◦.
Si se considera que la velocidad de enfriamiento en todo momento
es proporcional a la diferencia de temperatura de la esfera y el agua,
calcular el tiempo en el cual la esfera se enfrı́a a la temperatura de
T3 = 6.9◦

12. Encontrar una relación matemática, que defina el comportamien-
to de la temperatura ´ T ´ de un cuerpo con respecto el tiempo.
Si se conoce, que en el transcurso de ´ s ´ minutos la temperatura
del cuerpo bajo de T1 a T2, mientras que, la temperatura del medio
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ambiente permanecı́a constante e igual a To. Considere, que la ve-
locidad de enfriamiento del cuerpo es directamente proporcional a
la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio ambiente.

13. Encontrar la ecuación de la curva, si sus tangentes forman con los
ejes del plano cartesiano un triangulo de área constante e igual a 2.

14. La velocidad de desintegración de un elemento radioactivo, en ca-
da momento es proporcional a la cantidad del elemento. El tiempo
de desintegración de la mitad de su masa es de 26.7 minutos. Que
porcentaje de la cantidad inicial de desintegra en el transcurso de
10 minutos.

15. Un cuerpo radioactivo de masa m0 se desintegra parcialmente en
un tiempo de 0 a ´ t ´ con una velocidad directamente proporcional
a la masa que no se desintegro en este tiempo. Calcular el tiempo
de desintegración de un tercio de su masa inicial del cuerpo radio-
activo.

16. Un recipiente de forma de cono circular de una altura de 10 cm y
un angulo de ∝= 60◦. En su base circular se encuentra un hueco
de área de 0.5cm2. La velocidad ´ v ´ de desalojo del agua por el
hueco es igual a 0.6

√
2gh

cm
s
. Encuentre un modelo matemático

que represente el desalojo del agua del recipiente.

17. Encuentre la ecuación de la subtangente que en cada punto de la
curva es constante e igual a p.

18. Hállese la ecuación de la curva que pasa por el punto (
√

2,0), si
la suma de las longitudes de su tangente y subtangente es igual al
producto de las coordenadas del punto de tangencia?

19. Hállese la ecuación de la curva que pasa por el punto (1, 2) , si su
subtangente es dos veces mayor que la abscisa del punto de tangen-
cia?

20. Hállese la ecuación de la curva que pasa por el punto
(1
2
,−1

)
si la

longitud del segmento del semieje de las abscisas, que se cortan
por su tangente, es igual al cuadrado de la abscisa del punto de
tangencia?

21. Hállense las ecuaciones de las curvas para las cuales la longitud del
segmento de la normal es constante e igual a ´ a ´?
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22. Definir la ecuación s = f(t)de un movimiento lineal en el cual la

velocidad v =
ds
dt

es directamente proporcional al tiempo, considere

que la constante de proporcionalidad es igual a 10.

23. definir el cambo de corriente eléctrica i = f(t), en un circuito en el
cual, se puede la resistencia del cable R ∼ 0. El circuito esta conec-
tado a una fuerza electromotriz u =U sinwt cuando t = 0.

24. Se tiene la ecuación diferencial adiabatica
dp

dv
v + kp = 0 donde v es

volumen. p presión, k es la constante del gas. Encuentre el modelo
matemático que existe entre presión y volumen.

25. Definir el cambio de energı́a tomada L = f(t) en función del tiempo

de un componente, en el cual, el cambio de
dL
dt

era directamente

proporcional a sin3 3t.

26. Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto (2, 3) de las
siguientes caracterı́sticas: cada segmento tangencial a la linea que
se encuentra entre los ejes del plano cartesiano divide a la mitad
por el punto tangencial.

27. La longitud de un tuvo al calentarlo se la expresa
1
L
Dl
dt

es igual a

0.0001, donde t es la temperatura. Encontrar el modelo matemático
que expresa el cambio de longitud en función de la temperatura. Si
para t = 0, la longitud era 10, encontrar la temperatura para la cual,
aumento en uno por ciento.

28. Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto (2, 0) de las
siguientes caracterı́sticas: cada segmento tangencial a la linea que
se encuentra entre el punto tangencial y el punto de corte con el eje
´ y ´ es una constante y es igual a 2.

29. Un punto de masa igual a un gramo, tiene un movimiento lineal,
por la acción de una fuerza que es directamente proporcional al
tiempo e inversamente proporcional a la velocidad. En el momento
en que t = 10 seg. su velocidad era de 20

cm
s

y la fuerza era de 10 N.

Encontrar la velocidad después de haber pasado un minuto.
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Capı́tulo 2

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de
Segundo Orden

1. Caracterı́sticas Básicas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de
Segundo Orden.

2. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden que se pue-
den transformar a ecuaciones diferenciales de primer orden:

a) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden que cla-
ramente no tengan el elemento ´ y ´.

b) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden que cla-
ramente no tengan el elemento ´ x ´.

c) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden que cla-
ramente tengan todos sus elementos.

3. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden con Coefi-
cientes Constantes Homogénea.

4. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de ´ n ´ Orden con Coeficien-
tes Constantes Homogénea.

5. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden y de ´ n ´

con Coeficientes Constantes No-homogénea.

6. Ecuaciones Diferenciales de Euler de Segundo Orden.

7. Ecuaciones Diferenciales de Euler de ´ n ´ Orden

8. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segun-
do Orden.

9. Ecuaciones Diferenciales de familia de curvas. Trayectorias Perpen-
diculares.
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2.1. Caracterı́sticas Básicas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Segundo Orden.

Las ecuaciones diferenciales de ´ n ´ orden, se las puede definir co-
mo ecuaciones (2.1), que definen una relación entre la variable indepen-
diente x, la variable dependiente ´ y ´ e sus derivadas y ,, y ,,, y ,,,, · · ·yn. Esto
se lo puede escribir de la siguiente forma:

F(x,y,y ,, y ,,, y ,,, · · ·yn) = 0 (2.1)

Donde: F es una función definida y continua de (n + 2) variables en un
intervalo de espacio de ( n + 2 ) dimensiones.

En forma general, se puede escribir que, una ecuación de segundo
orden tiene la forma (2.2):

F(x,y,y ,, y ,,) = 0 (2.2)

Toda función y = ϕ(x), que cumple la ecuación diferencial, se denomina
solución o integral de la ecuación diferencial. Para todo (x,y) se lo trata
como puntos del plano cartesiano, en el plano Oxy, para cada solución
de la ecuación diferencial representa cierta curva, a la cual, se la llama la
curva integral de la ecuación diferencial. El principio de Cauchy, sobre
los valores iniciales de la ecuación diferencial de ´ n ´ orden se denomina
al principio, que consiste en encontrar una solución y(x) de la ecuación
diferencial, para la cual, x = x0, en conjunto con las derivadas de (n - 1)
orden toma de antemano valores y0, y

,
0, y

,,
0, · · ·yn−1

0 ; lo que significa que:

y(x0) = y0, y
,(x0) = y ,0, y

,,(x0) = y ,,0, · · ·y
n−1(x0) = yn−1

0

El principio de Cauchy; es decir, el principio de los valores iniciales,
para la ecuación diferencial de segundo orden, consiste en encontrar
una solución y(x) de la ecuación diferencial, la cual, en conjunto con la
primera derivada y ,(x), toma para x = x0 un valor dado de antemano
y0, y

,
0, lo que significa: y(x0) = y0 e y

,(x0) = y ,0
Una solución general o una integral general de una ecuación diferen-

cial de segundo orden, es una función de la forma (2.3):

y = f (x,C1,C2) (2.3)

Conocida como la forma clara, directa o explicita, que tiene la varia-
ble independiente ´ x ´ y dos constantes cualquiera C1,C2, las cuales
cumplen con la ecuación diferencial, en cierto intervalo de las variables:
x,C1,C2
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En la practica, el conocimiento de la integral general, es cómodo pa-
ra obtener de ellas, la integral especifica, al especializar las constantes
C1,C2. No toda integral general tiene esta propiedad.

La integral general de la ecuación diferencial de segundo orden, se la
puede presentar en la forma implı́cita (2.4):

ϕ(x,y,C1,C2) = 0 (2.4)

En forma similar se define para ecuaciones diferenciales de ´ n ´ orden.
Geométricamente hablando, la integral general, en sus dos formas,

representa, una familia de curvas integrales de dos parámetros. Desde el
punto de vista de la geometrı́a, el principio de Cauchy, para las ecuacio-
nes diferenciales de segundo orden consiste en la selección de la familia
de curvas integrales, aquella curva de dos parámetros, la cual pasa por
los puntos dados en el plano (x0, y0) y tiene en este punto una tangente
dada.

El principio de Cauchy, tiene además, una clara interpretación mecáni-
ca; es decir, consiste en el análisis del movimiento de un punto, cuando
se conoce sus condiciones iniciales de desplazamiento y de velocidad del
punto en su momento inicial.

Además del principio de Cauchy, se puede aplicar el principio de las
condiciones de frontera, para una ecuación diferencial de segundo or-
den.

El principio de los valores de frontera, para una ecuación diferencial
de segundo orden, consiste en obtener una solución y(x) para la ecua-
ción diferencial en cierto intervalo < a,b >, el cual, en los extremos del
intervalo, toma los valores dados, los valores p y q; lo que significa:

y(x = a) = p y y(x = b) = q

Esto se lo conoce, como el primer principio de los valores de frontera.
Para encontrar la solución al primer principio de los valores de fronte-
ra, reemplazamos en la integral general, cuando, x = a y cuando x = b
y teniendo en cuenta los valores de frontera, se obtiene un sistema de
ecuaciones (2.5): {

f (a,C1,C2) = p
f (b,C1,C2) = q

(2.5)

Sistema que permite obtener los valores de C1 y C2.
El segundo principio de las condiciones de frontera, consiste en en-

contrar una solución y(x) de la ecuación diferencial, en el intervalo [a,b],
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de el cual, la primera derivada y ,(x) en los extremos del intervalo, toma
los valores dados p y q; lo que significa:

y ,(x = a) = p y y ,(x = b) = q

Teniendo la integral general de la ecuación diferencial y las condiciones
de frontera, se forma un sistema (2.6), para el calculo de los valores de
C1,C2 {

f ,x(a,C1,C2) = p
f ,x(b,C1,C2) = q

(2.6)

Tomando en cuenta, el principio de frontera del primero, ası́ como, del
segundo se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas C1

y C2. El sistema se resuelve y se obtiene los valores de C1 y C2.
Se puede realizar un análisis, para el cual por facilidad, se puede es-

cribir una ecuación diferencial de segundo orden de la forma (2.7):

y ,, + f1y
, + f2y = f3 (2.7)

Donde: f1, f2 y f3 son continuas en el intervalo (a,b). Tiene solución, que
cumple las condiciones de frontera, se les denomina valores propios de
las condiciones de frontera de la ecuación diferencial analizada. La solu-
ción, que representa los valores propios se denominan funciones propias
del principio de frontera. Del análisis realizado, se puede concluir:

1. La ecuación es continua con relación a todos sus argumentos:

x,y,y ,, y ,, · · · , yn

en un intervalo de cierto dominio ´ V ´ de los cambios de los argu-
mentos.

2. Tiene, en el dominio ´ V ´, derivadas parciales continuas:

fy ,
,, f ,y ,, f

,
y ,,, f

,
y ,,, · · ·f

,
yn−1

implica que, existe exactamente una solución y = y(x), que cumple
las condiciones iniciales:

y(x0) = y0, y
,(x0) = y ,0, y

,,(x0) = y ,,0 · · · , yn(x0) = yn0

Donde los valores:

x0, y
,
0, y

,,
0 · · ·yn0 pertenecen al dominio ´ V ´.
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2.2. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden que se
pueden transformar a Ecuaciones Diferenciales de
Primer Orden

En algunas ecuaciones diferenciales de segundo orden, dependiendo
de su estructura, se puede transformarlas a ecuaciones diferenciales de
primer orden.
En este momento se conoce la forma general de las ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden (2.8):

F(x,y,y ,, y ,,) = 0 (2.8)

Esta estructura nos indica que habrá, tres tipos de ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden, que se puede transformar a ecuaciones diferen-
ciales de primer orden. En cada caso se aplicara un cambio de variable,
con lo cual, se obtendrá uno de los tipos de ecuaciones diferenciales de
primer orden que fueron analizados en el capitulo anterior.

1. Caso 1. No tiene ´ y ´ La ecuación diferencial de segundo orden
tiene la forma (2.9):

F(x,y ,, y ,,) = 0 (2.9)

Es decir, en el lado izquierdo de la ecuación no se observa, en forma
clara, la variable ´ y ´. En este caso, se realiza un cambio de variable
de la forma: y , = u(x) con lo cual, se obtiene la segunda derivada:
y ,, = u,(x).
La ecuación diferencial de segundo orden tendrı́a la forma:

F(x,y ,, y ,,) = 0 −→ F(x,u,u,) = 0

Por lo tanto, se ha obtenido una ecuación diferencial de primer or-
den con respecto a u(x).

2. Caso 2. No tiene ´ x ´ La ecuación diferencial de segundo orden
tiene la forma (2.10):

F(y,y ,, y ,,) = 0 (2.10)

Es decir, en el lado izquierdo de la ecuación diferencial no se ob-
serva, en forma clara, la variable ´ x ´. En este caso, se realiza un
cambio de variable de la forma: y , = u(y). Se obtiene la segunda de-
rivada, pero en este caso, se debe mantener en mente que, ´ y ´ esta
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en función de ´ x ´; por lo tanto, se debe aplicar el teorema de la
cadena, para obtener su derivada (2.11):

y ,, =
du
dy
·
dy

dx
=
du
dy
·u (2.11)

La ecuación diferencial de segundo orden tendrı́a la forma:

F(y,y ,, y ,,) = 0 −→ F

(
y,u,

du
dy
·u

)
= 0

Por lo tanto, se ha obtenido una ecuación diferencial de primer or-
den con respecto a u(y), en esta ecuación, el rol de variable inde-
pendiente, lo cumple la variable y.

3. Caso 3. Tiene todos los elementos La ecuación diferencial de se-
gundo orden tiene la forma (2.12):

F(x,y,y ,, y ,,) = 0 (2.12)

Es decir, en el lado izquierdo de la ecuación diferencial tiene to-
dos sus elementos: x,y,y ,, y ,, . En este caso, se realiza un cambio de
variable de la forma: y = e

∫
u·dx. Se obtiene la primera y segunda

derivada:

y = e
∫
u·dx −→ y , = u · e

∫
u·dx −→ y ,, = (u, +u2)e

∫
u·dx

La ecuación diferencial de segundo orden tendrı́a la forma:

F(x,y,y ,, y ,,) = 0 −→ F
(
e
∫
u·dx

)(
x,1,u, (u, +u2)

)
= 0

Por lo tanto, se ha obtenido una ecuación diferencial de primer or-
den con respecto a u(x), en esta ecuación, u(x) es la incógnita.

2.2.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo
Orden que se Transforman a Ecuaciones de Primer Orden.

1. Resolver la ecuación diferencial:

xy ,, = y , ln
(y ,
x

)
(2.13)

La ecuación diferencial de segundo orden (2.13) no tiene en forma
clara la variable ´ y ´. Por lo tanto, se realiza un cambio de variable
(2.14):

y , = u(x) y ,, =
du
dx

(2.14)
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Se reemplaza (2.14) en la ecuación a resolver (2.13):

x
du
dx

= u ln
(u
x

)
−→ du

dx
=
u
x

ln
(u
x

)
Como se puede observar, la ecuación diferencial obtenida es una
ecuación diferencial de primer orden. El método de resolución de
esta ecuación diferencial, esta en sección 1.3 de este libro.
La integral general de u(x) tiene la forma:

u = xeC1x+1

Se reemplaza:

u = xeC1x+1 −→
dy

dx
= xeC1x+1 −→ dy = xeC1x+1dx

Se integra a ambos lados de la ecuación, para obtener la integral
general del ejercicio.

y =
(
x
C1
− 1
C2

1

)
eC1x+1 +C2

2. Resolver la ecuación diferencial:

x2y ,, + xy , = 1 (2.15)

La ecuación diferencial (2.15) no tiene en forma clara la variable ´

y ´. Por lo tanto, se realiza un cambio de variable (2.16):

y , = u(x) y ,, =
du
dx

(2.16)

Se reemplaza (2.16) en la ecuación diferencial (2.15) a resolver:

x2y ,, + xy , = 1 −→ x2du
dx

+ xu = 1

=
du
dx

+
xu
x2 =

1
x2 −→

du
dx

+
u
x

=
1
x2 ;x , 0

Como se puede observar, la ecuación diferencial obtenida es una
ecuación diferencial de primer orden. El método de resolución de
esta ecuación, esta en sección 1.5 de este libro. La integral general
de u(x) tiene la forma (2.17):

u =
C1

x
+

lnx
x

(2.17)
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Se reemplaza (2.16) en la ecuación (2.17):

u =
C1

x
+

lnx
x
−→

dy

dx
=
C1

x
+

lnx
x
−→ dy =

(
C1

x
+

lnx
x

)
dx

Se integra a ambos lados de la ecuación, para obtener la integral
general del ejercicio.

y = C1 ln(x) +
1
2

(ln(x))2 +C2

3. Resolver la ecuación diferencial:

y ,,(1 + ln(x)) +
y ,

x
= 2 + ln(x) (2.18)

Con las condiciones iniciales: y(1) =
1
2
, y ,(1) = 1

La ecuación diferencial no tiene en forma clara la variable ´ y ´. Por
lo tanto, se realiza un cambio de variable (2.19):

y , = u(x) y ,, =
du
dx

(2.19)

Se reemplaza (2.19) en la ecuación (2.18) a resolver:

y ,,(1 + ln(x)) +
y ,

x
= 2 + ln(x) −→ du

dx
(1 + ln(x)) +

u
x

= 2 + ln(x)

du
dx

(1 + ln(x)) +
u
x

= 2 + ln(x) −→ du
dx

+
u

x(1 + ln(x))
=

2 + ln(x)
1 + ln(x)

Como se puede observar, la ecuación diferencial obtenida es una
ecuación diferencial de primer orden. El método de resolución de
esta ecuación, esta en sección 1.5 de este libro. La integral general
de u(x) tiene la forma:

u =
C1

1 + ln(x)
+ x (2.20)

Se reemplaza (2.19) en la (2.20):

u =
C1

1 + ln(x)
+ x −→

dy

dx
=

C1

1 + ln(x)
+ x

Se reemplaza la condición inicial para la derivada:

dy

dx
=

C1

1 + ln(x)
+ x −→ 1 =

C1

1 + ln(1)
+ 1 −→ C1 = 0
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Por lo tanto, queda:

y , = x −→ y =
x2

2
+C2

Se reemplaza la primera condición (2.19) para y:

y =
x2

2
+C2 −→

1
2

=
1
2

+C2 −→ C2 = 0

Se obtiene: y =
1
2
x2 que es la solución al ejercicio, y que además,

cumple con las condiciones iniciales dadas.

4. Resolver la ecuación diferencial:

(x+ 1)y ,, + xy ,2 = y , (2.21)

Con las condiciones iniciales: y(1) = −2, y ,(1) = 4

La ecuación diferencial no tiene en forma clara la variable ´ y ´. Por
lo tanto, se realiza un cambio de variable (2.22):

y , = u(x) y ,, =
du
dx

(2.22)

Se reemplaza (2.22) en la ecuación (2.21) a resolver:

(x+ 1)y ,, + xy ,2 = y , −→ (x+ 1)
du
dx

+ xu2 = u −→ du
dx

+
xu2

x+ 1
=

u
x+ 1

Se ordena la ecuación:

du
dx

+
xu2

x+ 1
=

u
x+ 1

−→ du
dx
− u
x+ 1

= − xu
2

x+ 1

Como se puede observar, la ecuación diferencial obtenida es una
ecuación diferencial de primer orden, ecuación de Bernoulli de va-
riable u(x). El método de resolución de esta ecuación, esta en sec-
ción 1.6 de este libro. La integral general de u(x) tiene la forma:

1
u

=
C1

x+ 1
+

x2

2(x+ 1)
(2.23)

Se reemplaza (2.22) en la ecuación (2.23):

1
u

=
C1

x+ 1
+

x2

2(x+ 1)
−→ 1

y ,
=

C1

x+ 1
+

x2

2(x+ 1)
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Se reemplaza la condición inicial con respecto a la deriva:

1
y ,

=
C1

x+ 1
+

x2

2(x+ 1)
−→ 1

4
=

C1

1 + 1
+

1
2(1 + 1)

−→ C1 = 0

Se puede escribir:

1
y ,

=
x2

2(x+ 1)
−→ 2(x+ 1)

x2 = y , −→ y , =
2
x

+
2
x2

Integrando y reemplazando la condición y(1) = -2, se obtiene:

y = 2ln(x)− 2
x

Es la solución a nuestro ejercicio, y que además, cumple con las
condiciones iniciales.

5. Resolver la ecuación diferencial:

2y ,2 = (y − 1)y ,, (2.24)

La ecuación diferencial no tiene en forma clara la variable ´ x ´. Por
lo tanto, en este caso se realiza un cambio de variable (2.25):

y , = u(y) y ,, =
du
dy

dy

dx
−→ y ,, =

du
dy
u (2.25)

Se reemplaza (2.25) en la ecuación (2.24) a resolver:

2y ,2 = (y − 1)y ,, −→ 2u2 = (y − 1)
du
dy
u −→ 2u = (y − 1)

du
dy

2u = (y − 1)
du
dy
−→

dy

y − 1
=
du
2u

Integrando ambos lados se obtiene:

ln(y−1) =
1
2

ln(u)+ln(C1) −→ ln(y−1)−ln(C1) = ln(
√
u) −→ ln(

y − 1
C1

) = ln(
√
u)

√
u =

y − 1
C1

−→ u = (y − 1)2C2
2 −→

dy

dx
= (y − 1)2C2

2

Se separa las variables y se integra:

dy

dx
= (y − 1)2C2

2 −→
dy

C2
2(y − 1)2

= dx
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Se obtiene la integral general:

− 1
C2

2(y − 1)
= x+C3 −→ C2

2(y − 1)(x+C3) + 1 = 0

Es la solución a nuestro ejercicio, y que además, cumple con las
condiciones iniciales.

6. Resolver la ecuación diferencial:

yy ,, − y ,2 = y4 (2.26)

Si las condiciones iniciales son; y(0) = 1; y ,(0) = 0
La ecuación diferencial no tiene en forma clara la variable ´ x ´. Por
lo tanto, en este caso se realiza un cambio de variable (2.27):

y , = u(y) y ,, =
du
dy

dy

dx
−→ y ,, =

du
dy
u (2.27)

Se reemplaza (2.27) en la ecuación (2.26) a resolver:

yy ,, − y ,2 = y4 −→ y
du
dy
u −u2 = y4

du
dy
− u

2

uy
=
y4

uy
−→ du

dy
− u
y

=
y3

u

Como se puede observar, la ecuación diferencial obtenida es una
ecuación diferencial de primer orden, ecuación de Bernoulli de va-
riable u(x). El método de resolución de esta ecuación, esta en sec-
ción 1.6 de este libro. La integral general de u(x) tiene la forma:

u2 = C1y
2 + y4 −→ u = ±y

√
C1 + y2 (2.28)

Se reemplaza (2.27) a la ecuación (2.28):

u = ±y
√
C1 + y2 −→ y , = ±y

√
C1 + y2

Se reemplaza las condiciones iniciales::

y , = ±y
√
C1 + y2 −→ 0 = ±1

√
C1 + 12 −→ C1 = −1

Por lo tanto, se reemplaza en la integral general:

y , = ±y
√
−1 + y2 −→ y , = ±y

√
y2 − 1 −→

dy

dx
= ±y

√
y2 − 1

Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden 117



CAPITULO 2. Ecuaciones Diferenciales

Se separa las variables, se integra y se obtiene:

dy

dx
= ±y

√
y2 − 1 −→

dy

y
√
y2 − 1

= ±dx

dy

y
√
y2 − 1

∓ dx = 0 −→ arccos
(
1
y

)
± x = C

Se reemplaza la condición inicial:

arccos
(
1
y

)
± x = C −→ arccos

(1
1

)
± 0 = C −→ C = 0

Se reemplaza el valor de C en la integral general y se obtiene:

arccos
(
1
y

)
± x = C −→ arccos

(
1
y

)
± x = 0 −→ arccos

(
1
y

)
= ±x

Se toma a ambos de la ecuación cos(x):

arccos
(
1
y

)
= ±x −→ cos

(
arccos

(
1
y

))
= cos(±x) −→ 1

y
= cos(±x)

Finalmente se obtiene:

y =
1

cos(±x)
−→ y =

1
cos(x)

Es la función que cumple la ecuación diferencial y las condiciones
iniciales.

7. Resolver la ecuación diferencial:

y ,, = − 1
y3 (2.29)

La ecuación no tiene, en forma clara la variable x. Por lo tanto, en
este caso se realiza un cambio de variable:

y , = u(y) y ,, =
du
dy

dy

dx
−→ y ,, =

du
dy
u (2.30)

Se reemplaza (2.30) en la ecuación (2.29) a resolver:

y ,, = − 1
y3 −→

du
dy
u = − 1

y3 −→ udu = −
dy

y3
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Se integra a ambos lados de la ecuación:

udu = −
dy

y3 −→
u2

2
=
−y−2

−2
+
C1

2

u2 =
1
y2 +C1 −→

(
dy

dx

)2

=
1 + y2C1

y2

dy

dx
= ±

√
1 +C1y2

y
−→ ±

ydy√
1 +C1y2

= dx

Se integra a ambos lados de la identidad y se obtiene la integral
general:

x+C2 = ± 1
C1

√
1 +C1y2 −→ C2

1(x+C2)2 = 1 +C1y
2

C2
1(x+C2)2 − 1−C1y

2 = 0

Se ha obtenido la integral general del ejercicio en su forma implı́ci-
ta.

8. Resolver la ecuación diferencial:

yy ,, = (y ,)2 − (y ,)3 (2.31)

Si las condiciones iniciales son; y(1) = 1; y ,(1) = −1

La ecuación diferencial no tiene, en forma clara la variable ´ x ´. Por
lo tanto, en este caso se realiza un cambio de variable (2.32):

y , = u(y) y ,, =
du
dy

dy

dx
−→ y ,, =

du
dy
u (2.32)

Se reemplaza (2.32) en la ecuación (2.31) a resolver:

yy ,, = (y ,)2 − (y ,)3 −→ yu
du
dy

= u2 −u3 −→ u
du

u2 −u3 =
dy

y

Se simplifica, se integra a ambos lados:

u
du

u2 −u3 =
dy

y
−→ u

du
u2(1−u)

=
dy

y
−→ du

u(1−u)
=
dy

y(1
u

+
1

1−u

)
du =

dy

y
−→ ln(u)− ln(1−u) = ln(y) + ln(C1)
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ln
( u
1−u

)
= ln(C1y) −→ u

1−u
= C1y −→

y ,

1− y ,
= C1y

Se reemplaza los valores de las condiciones iniciales:

y ,

1− y ,
= C1y −→

−1
1− (−1)

= C11 −→ −1
1 + 1

= C11 −→ C1 = −1
2

Se reemplaza el valor de C1 :

y ,

1− y ,
= C1y −→

y ,

1− y ,
= −1

2
y

Se despeja y ,, obteniendo:

dy

dx
=

y

y − 2

Se separa las variable y se integra:

dy

dx
=

y

y − 2
−→

(y − 2)dy
y

= dx

(
1− 2

y

)
dy = dx −→ y − 2ln(y) = x+C

Se reemplaza la condición inicial con respecto a y:

y − 2ln(y) = x+C −→ 1− 2ln(1) = 1 +C −→ C = 0

Se reemplaza el valor de C:

y − 2ln(y) = x+C −→ y − 2ln(y) = x −→ y − 2ln(y)− x = 0

La última expresión algebraica representa la solución buscada en su
forma implı́cita, que es la solución (integral) especifica, que además,
cumple con las condiciones iniciales.

9. Resolver la ecuación diferencial:

x2yy ,, = (y − xy ,)2 (2.33)

La ecuación contiene todos los elementos de una ecuación diferen-
cial de segundo orden, en este caso, se realiza un cambio de variable
(2.34):

y = e
∫
udx (2.34)
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Se deriva dos veces:

y = e
∫
udx −→ y , = e

∫
udx

(∫
udx

),
−→ y , = ue

∫
udx

y , = ue
∫
udx −→ y ,, =

(
ue

∫
udx

),
−→ y ,, = u,e

∫
udx +u

(
e
∫
udx

),
y ,, = u,e

∫
udx +u

(
ue

∫
udx

)
−→ y ,, = e

∫
udx(u, +u2)

Se reemplaza las derivadas obtenidas en la ecuación (2.33) a resol-
ver:

x2yy ,, = (y − xy ,)2 −→ x2
(
e
∫
udx

)(
e
∫
udx(u, +u2)

)
=

=
[(
e
∫
udx

)
− x

(
ue

∫
udx

)]2
=

x2
(
e
∫
udx

)2 (
(u, +u2)

)
=

(
e
∫
udx

)2
[(1− xu)]2

Al simplificar, se obtiene:

x2
(
u, +u2

)
= [1− xu]2

Se desarrolla el binomio y se simplifica:

x2
(
u, +u2

)
= [1− xu]2 −→ x2u, + x2u2 =

= 1− 2xu + x2u2 −→ x2u, = 1− 2xu

Se divide para x2 y se ordena la expresión:

x2u, = 1− 2xu −→ du
dx

+
2xu
x2 =

1
x2 −→

du
dx

+
2u
x

=
1
x2

Como se puede observar, la ecuación diferencial obtenida es una
ecuación diferencial de primer orden, ecuación de Bernoulli de va-
riable u(x). El método de resolución de esta ecuación, esta en sec-
ción 1.5 de este libro. La integral general de u(x) tiene la forma
(2.35):

u =
C1

x2 +
1
x

Se reemplaza (2.34) en la ecuación (2.35):

y = e
∫
udx −→ y = e

∫ (C1

x2 +
1
x

)
dx

(2.35)

Se integra lo del exponente:
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∫ (C1

x2 +
1
x

)
dx = −C1

x
+ ln(x) + ln(C2)

Se reemplaza:

y = e
∫ (C1

x2 + 1
x

)
dx −→ y = e

−
C1

x
+ln(x)+ln(C2)

−→ y = C2xe
−
C1

x

10. Resolver la ecuación diferencial:

x2yy ,, − x2y ,2 + xyy , + y2 = 0 (2.36)

Las condiciones iniciales : y(1) = 1, y ,(1) = −1

La ecuación diferencial contiene todos los elementos de una ecua-
ción diferencial de segundo orden, en este caso, se realiza un cambio
de variable (2.37):

y = e
∫
udx (2.37)

Se deriva dos veces:

y = e
∫
udx −→ y , = e

∫
udx

(∫
udx

),
−→ y , = ue

∫
udx

y , = ue
∫
udx −→ y ,, =

(
ue

∫
udx

),
−→ y ,, = u,e

∫
udx +u

(
e
∫
udx

),
y ,, = u,e

∫
udx +u

(
ue

∫
udx

)
−→ y ,, = e

∫
udx(u, +u2)

Se reemplaza las derivadas obtenidos en la ecuación (2.36) a resol-
ver:

x2yy ,,−x2y ,2 +xyy , + y2 = 0 −→ x2e
∫
udxe

∫
udx(u, +u2)−x2

(
ue

∫
udx

)2
+

+xe
∫
udx

(
ue

∫
udx

)
+
(
e
∫
udx

)2
= 0

x2
(
e
∫
udx

)2
(u, +u2)− x2u2

(
e
∫
udx

)2
+ xu

(
e
∫
udx

)2
+
(
e
∫
udx

)2
= 0(

e
∫
udx

)2 (
x2(u, +u2)− x2u2 + xu + 1

)
= 0(

x2(u, +u2)− x2u2 + xu + 1
)

= 0(
x2u, + x2u2 − x2u2 + xu + 1

)
= 0(

x2u, + xu + 1
)

= 0
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du
dx

+
xu
x2 = − 1

x2 −→
du
dx

+
u
x

= − 1
x2

Como se puede observar, la ecuación diferencial obtenida es una
ecuación diferencial de primer orden, ecuación de Bernoulli de va-
riable u(x). El método de resolución de esta ecuación, esta en sec-
ción 1.5 de este libro. La integral general de u(x) tiene la forma:

u =
C1

x
− ln(x)

x

Se regresa al cambio de variable:

y = e
∫
udx −→ y = e

∫ (
C1

x
− ln(x)

x

)
dx

Después de integrar se obtiene:

y = C2x
C1e
−
1
2

(ln(x))2

Se ha obtenido la integral general de la ecuación diferencial a resol-
ver,se reemplaza la condición inicial para y, fácilmente se obtiene
C2 = 1
Se deriva la integral general para obtener y ,:

y , = C2x
(C1−1)e

−
1
2(ln(x))2(C1 − ln(x))

Se reemplaza la condición inicial para la derivada y C1 = −1

Se reemplaza los valores de C1,C2 en la integral general y se obtiene:

y =
1

xe
1
2 (ln(x))2

Es la solución ( integral) especifica de nuestro ejercicio, que cumple las
condiciones iniciales dadas.

2.2.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo
Orden que se Transforman a Ecuaciones de Primer Orden.

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
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1. xy ,, + y , = 0

2. (x+ 1)y ,, − (x+ 2)y , + x+ 2 = 0

3. y , = xy ,, + y ,, − y ,,2

4. y , = xy ,,2 + y ,,2

5. (1 + x2)y ,, + y ,2 + 1 = 0

6. x3y ,, + x2y , = 1

7. y ,,x ln(x) = y ,

8. xy ,, + y , = x2 − 1

9. y ,, = 1− y ,2

10. y ,, = x+ ln(x)

11. y ,, = y , − x+ 2x

12.
√

1− x2y ,, +
√

1− y ,2 = 0

13. y ′′2 − 4y ′ = 0

14. y ′′2 − 5y ′ + 6 = 0

15. y ′′2 + xy ′′ − y ′ = 0

16. y ′′ = 1 + y ′2

17. y ′′ = (1 + y ′2)
3
2

18. y ′′ = sin(x)cos(x)

19. y ′′ =
y ′

x
+ x sin(x)

20. ay ′′ = y ′(1 + y ′2)

21. xy ′2y ′′ − y ′3 − 1
3
x4 = 0

a) y ,, =
1

1 + x2

b) y ,, = x+ sin(x)

c) y ,, = −y , tan(x) + sin(2x)

d) y ,, = y , + ex

e) xy ,, + y , = 2x

f ) xy ,, − y , ln
(y ,
x

)
= 0

g) (1 + 2x)y ,, + 2y , = 0

h) x2y ,, − y ,2 = 0

i) xy ,, ln(x)− y , = 0

j) x2y ,, + xy , = ax+ 1

k) y ′′ = −y ′ + ex

l) xy ′′ − y ′ = 0

m) xy ′′ + y ′ = x2 + 1

n) xy ′′ − y ′ = exx2

ñ) (1 + x2)y ′′ + 2xy ′ = x3

o) (1 + x2)y ′′ + y ′2 = −1

p) y ′′ tan(x)− y ′ = 1

q) x3y ′′ + x2y ′ = 1

r) y ′y ′′ − x = 1

s) y ′′2 − 4y ′ = 4

t) y ′′2 + y ′2 − y ′4 = 0

2. Resolver las ecuaciones diferenciales de segundo orden dadas las
condiciones iniciales:

a) (1 + x2)y ′′ − 2xy ′ = 0 y(0) = 0, y ′(0) = 3

b) xy ′′ = y ′ y(0) = 0, y ′(0) = 0
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c) y ′′ =
y ′

x

(
1 + ln

(
y ′

x

))
y(1) =

1
2
, y ′(1) = 1

d) y ′ + (y ′2 − 4x)y ′′ = 0 y(1) =
1
2
, y ′(1) = 1

e) y ′′ + 2xy = 0 y(0) = 0, y ′(0) = 3

f ) y ′′ −
y ′

x
− x

2

y ′
= 0 y(0) = 0, y ′(0) = 3

g) y ′′ − 4cos(2x) = 0 y(0) = 0, y ′(0) = 3

h) y ′′2 − 4xy ′′ + 4y ′ = 0 y(0) = 0, y ′(0) = 3

3. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1. 2yy ′′ = 1 + y ′2

2. yy ′′ = y2y ′ + y ′2

3. yy ′ = y ′′
√
y2 + y ′2 − y ′y ′′

4. yy ′y ′′ = y ′3 + y ′′2

5. y(1−ln(y))y ′′+(1+ln(y))y ′2 = 0

6. y ′′ = y ′2

7. y ′′(y + a)y ′

8. y ′′ =
3
2
ey

9. y ′′ = y ′3

10. yy ′′ − y ′2 = 0

11. y ′′ = y ′3 ln(y)

12. yy ′′ − y ′3 = 0

13. yy ′′ − y ′2 = 1

a) yy ′′ = y ′2 + y ′
√
y2 + y ′2

b) yy ′′ − y ′(1 + y ′) = 0

c) y ′′ = −y

d) y ′′ = a2y

e) y ′′ =
1
3
y(−5

3 )

f ) y ′′ = 1− y ′2

g) y ′′ = (1 + y ′2)
3
2

h) y ′′ = −y ′2 + 2e−y

i) 2y ′′ = y ′(1 + y ′2)

j) yy ′′ − y ′2 = y ln(y)

k) yy ′′ = y ′(a+ y ′)

l) 2yy ′′ = 3y ′2 + 4y2

m) y3y ′′ + 1− y4 = 0

4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden 125



CAPITULO 2. Ecuaciones Diferenciales

1. 2yy ′′ = 1 + y ′2

2. 2yy ′′ + y ′2 + y ′4 = 0

3. y ′′(1 + y2) = yy ′2

4. 2y ′′(4− y) = 1 + y ′2

5. y ′′2 = 4y ′

a) y ′′(y − 1) = 2y ′2

b) y ′′(1 + yy ′) = y ′(1 + y ′2)

c) yy ′′2 = 1

d) y ′
√
y2 + y ′′2 − yy ′′ + y ′2 = 0

5. Resolver las ecuaciones diferenciales dadas las condiciones inicia-
les:

1. 1 + y ′2 = 2yy ′′ y(1) = 1; y ′(1) = 1

2. yy ′′ + y ′2 = y ′3 y(0) = 1; y ′(0) = 1

3. y ′′y3 = 1 y(0.5) = 1; y ′(0.5) = 1

4. y ′′ − y ′2 + y ′(y − 1) = 0 y(0) = 2; y ′(0) = 2

5. y ′′ = y ′2 − y y(1) = −0.25; y ′(1) = 0.5

6. 3y ′y ′′ = y + y ′3 + 1 y(0) = −2; y ′(0) = 0

7. 2yy ′′ + y2 − y ′2 = 0 y(0) = 2; y ′(0) = 2

6. Resolver las siguientes ecuaciones:

1. yy ′′ − y ′2 = 6xy2

2. xyy ′′ − yy ′ − y ′2 = 0

3. x2yy ′′ − 2x2y ′2 + xyy ′ + y2 = 0

4. x2(y ′2 − 2yy ′) = y2

5. (x2 + 1)(y ′2 − yy ′′) = xyy ′

6. (y ′ + 2y)y ′′ = y ′2

7. yy ′′ − y ′2 = 15y2√x

8. (1 + x2)y + 2xy = x3

9. (1 + x2)y + y ′2 = −1

10. y ′′ = −2y + ex

11. xy ′′ − y ′ = exx2

a) 2yy ′ − 3y ′2 = 4y2

b) x2yy ′′ − x2y ′2 + 2xyy ′ − y2 = 0

c) y(xy ′′ + y ′) = xy ′2(1− x)

d) x2(yy ′′ − y ′2) + xyy ′ =
y
√
x2y ′2 + y2

e) y ′′ +
y ′

x
+
y

x2 =
y ′y

′2

y

f ) xy ′′ −
√

1 + y ′2 = 0

g) y = sinxcosx

h) yy − x = 1

i) y tanx − y = 1

j) y ′′2 + y ′2 − y ′4 = 0
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2(38)

2.3. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden con Co-
eficientes Constantes

Las ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes cons-
tantes tienen la forma:

a
d2y

dx2 + b
dy

dx
+ cy = f (x) (a , 0) (2.38)

Estas ecuaciones diferenciales (2.38) son lineales con respecto a ’ y ’; ası́
como, con sus derivadas. La función f(x) es con respecto a la variable
’ x ’ y se puede presentar en cualquier estructura, las letras a,b,c son
constantes.
Si en esta ecuación (2.38) de segundo orden f (x) ≡ 0; es decir, tiene la
forma:

a
d2y

dx2 + b
dy

dx
+ cy = 0 (a , 0) (2.39)

Se la denomina ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes
constantes homogénea, en caso contrario, f (x) , 0; sera una ecuación de
segundo con coeficientes constantes no-homogénea (2.39).
Si se conoce la solución general de la parte homogénea: yh = y1(x,C1,C2),
y que además, se conozca la solución especifica de la parte no-homogénea:
y∼h = y2(x) la solución a la ecuación diferencial de segundo orden tendrı́a
la forma:

y = yh + y∼h = y1(x,C1,C2) + y2(x)

Si se conoce la solución de la parte homogénea en la forma:

y = yh + y∼h = y1(x,C1,C2) + y2(x) = C1f1(x) +C2f2(x) + y2(x) (2.40)

Con la condición de que, las funciones f1(x), f2(x) sean linealmente inde-
pendientes y C1,C2, cualquier constante.

2.3.1. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden con Coeficientes
Constantes Homogéneas.

La ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes constantes
homogénea (2.39) tiene la forma:

a
d2y

dx2 + b
dy

dx
+ cy = 0 (a , 0) (2.41)
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Para este tipo de ecuaciones se tiene el siguiente teorema: Por todo pun-
to (x0, y0) que pertenece al plano cartesiano Oxy, pasa exactamente una
linea integral de ecuación y = g(x), a la cual, su tangente en este punto
forma con el eje Ox un ángulo positivo, dado de antemano, un ángulo

ϕ,
(
ϕ ,

1
2
π
)
.

Lo que nos indica este teorema , es que, siempre existe una función
y = g(x), que cumple la condición, para cualquier valor de (x0, y0), que
cumple con las condiciones iniciales:

y0 = g(x0) y1 = g ′(x0)

si en la ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes constan-
tes (2.41), se realiza un cambio de variable y se reemplaza sus derivadas
se obtiene(2.42):

y = erx, y ′ = rerx, y ′′ = r2erx (2.42)

Se reemplaza (2.42) en la ecuación (2.41) dada:

a
d2y

dx2 +b
dy

dx
+cy = 0 −→ ar2erx+brerx+cerx = 0 −→ erx(ar2+br+c) = 0

Con lo cual se obtiene, fácilmente, lo que se denomina: la ecuación ca-
racterı́stica de la ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes
constantes, y tiene la forma:

erx(ar2 + br + c) = 0 −→ ar2 + br + c = 0

Como se puede observar , es un polinomio de segundo orden, en este
instante, el estudiante debe recordar las propiedades de un polinomio
de segundo orden. Entre estas propiedades, se tiene la información, que
nos da el discriminante de un polinomio de segundo orden:

1. Si el discriminante es mayor a cero, △ > 0, el polinomio tiene dos
raı́ces y son números reales. En este caso, existe r1, r2 que son núme-
ros reales e independientes.

En este caso, la solución general de la ecuación diferencial de se-
gundo orden con coeficientes constantes tiene la forma:

yh = y = C1e
r1x +C2e

r2x (2.43)

2. Si el discriminante es igual a cero, △ = 0, lo que significa que, el
polinomio de segundo orden tiene una raı́z doble real, r1 = r2.
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En este caso, la solución general de la ecuación diferencial de se-
gundo orden con coeficientes constantes tiene la forma:

yh = y = C1e
r1x +C2xe

r1x −→ yh = y = er1x(C1 +C2x) (2.44)

Se puede observar que, a uno de los elementos ( a cualquiera) de
la solución general, se lo a multiplicado por x, por este hecho, la
ecuación pasa de una ecuación dependiente a una una ecuación in-
dependiente.

3. Si el discriminante es menor a cero, △ < 0, significa que, las raı́ces
del polinomio de segundo orden son imaginarias:

r1 = α + βi, r2 = α − βi

En la practica, es mas cómodo utilizar su forma de Moivre:

r1 = α + βi, r1 = eαx(cos(βi) + sin(βi))

r2 = α − βi r2 = eαx(cos(βi) + sin(βi)) (2.45)

El signo, depende de en que cuadrante, se este aplicando. En es-
te caso, la solución general de la ecuación diferencial de segundo
orden con coeficientes constantes tiene la forma:

yh = y = eαx(C1 cos(βi) + sin(βi))

Donde: α = − b
2a

; β =

√
b2 − 4ac

2a
Además, debe tener en mente que si, la ecuación diferencial es de ´

n ´ orden, la ecuación caracterı́stica de esa ecuación diferencial sera
de ´ n ´ orden. Por lo tanto, el estudiante debe recordar los métodos,
para encontrar las raı́ces de un polinomio de cualquier orden.

2.3.2. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo
Orden Homogéneas.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1. Resuelva la ecuación: 2 y” - 5 y’ - 3 y = 0

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de segundo orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuación ca-
racterı́stica:

2y ′′ − 5y ′ − 3y = 0 −→ 2r2erx − 5rerx − 3erx = 0
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Se divide la ecuación para erx y se obtiene:

2r2erx − 5rerx − 3erx = 0 −→ 2r2 − 5r − 3 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

2r2 − 5r − 3 = 0 −→ r1 = −1
2
, r2 = 3

Por lo tanto, la solución general (integral general) de la ecuación
diferencial es:

yh = y = C1e
−1

2x +C2e
3x

2. Resuelva la ecuación: y” + 6 y’ + 13 y = 0

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de segundo orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuación ca-
racterı́stica:

y ′′ + 6y ′13y = 0 −→ r2erx + 6rerx + 13erx = 0

Se divide la ecuación para erx y se obtiene:

r2erx + 6rerx + 13erx = 0 −→ r2 + 6r + 13 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r2 + 6r + 13 = 0 −→ r1 = −3 + 2i, r2 = −3− 2i

Donde: α = −3,β = 2. Por lo tanto, la solución general (integral ge-
neral) de la ecuación diferencial es:

yh = y = e−3x(C1 cos(2x) +C2 sin(2x))

3. Resuelva la ecuación: y´´ + 2 y’ + 2 y = 0, si sus condiciones iniciales
son: y(0) = 1, y ′(0) = 1

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de segundo orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuación ca-
racterı́stica:

y ′′ + 2y ′ + 2y = 0 −→ r2erx + 2rerx + 2erx = 0

Se divide la ecuación para erx y se obtiene:

r2erx + 2rerx + 2erx = 0 −→ r2 + 2r + 2 = 0
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Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r2 + 2r + 2 = 0 −→ r1 = −1 + i, r2 = −1− i (α = −1;β = 1)

Por lo tanto, la solución general (integral general) de la ecuación
diferencial es:

yh = y = e−x(C1 cos(x) +C2 sin(x))

Se deriva lo obtenido con respecto a ´x´:

y ′ = −e−xC1 cos(x)− e−xC1 sin(x)− e−xC2 sin(x) + e−xC2 cos(x)

Se aplica una asociativa y distributiva:

y ′ = e−x[(C2 −C1)cos(x)− (C2 +C1)sin(x)]

Se reemplaza los valores de las condiciones iniciales:

y = e−x(C1 cos(x) +C2 sin(x))

1 = e−0(C1 cos(0) +C2 sin(0))

1 = 1(C1) −→ C1 = 1

y ′ = e−x[(C2 −C1)cos(x)− (C2 +C1)sin(x)]

1 = 1[(C2 −C1)cos(0)− (C2 +C1)sin(0)]

1 = C2 −C1 −→ C2 = 2

La solución especifica ( integral especifica) de la ecuación diferen-
cial de segundo orden con coeficientes constantes homogénea, que
cumple con las condiciones iniciales, es:

yh = y = e−x(cos(x) + 2sin(x))

4. Resuelva la ecuación: y”- 2 y´ + y = 0

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de segundo orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuación ca-
racterı́stica:

y ′′ − 2y ′ + y = 0 −→ r2erx − 2rerx + erx = 0

Se divide la ecuación para erx y se obtiene:

r2erx − 2rerx + erx = 0 −→ r2 − 2r + 1 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r2 − 2r+ = 0 −→ r1 = r2 = 1 raiz doble

Por lo tanto, la solución general (integral general) de la ecuación
diferencial es:

yh = y = e−x(C1x+C2)
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2.3.3. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo
Orden con Coeficientes Constantes Homogéneas.

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden
con coeficientes constantes homogéneas

1. y ′′ = 0

2. y ′′ − 2y = 0

3. y ′′ − 9y = 0

4. y ′′ + y ′ + y = 0

5. y ′′ + y ′ − 2y = 0

6. y ′′ + 2y ′ + y = 0

7. y ′′ + 2y ′ + 5y = 0

8. y ′′ + 6y ′ + 9y = 0

9. y ′′ + 2y ′ + 2y = 0

10. y ′′ − 5y ′ − 6y = 0

11. y ′′ + 4y ′ + 3y = 0

12. y ′′ + 2y ′ + 10y = 0

13. y ′′ − 6y ′ + 13y = 0

14. y ′′ + 2
√

2y ′ + 2y = 0

15. y ′′ − 4y = 0

16. y ′′ + 6y ′ − 2y = 0

a) 2y ′′ − 5y ′ + 2y = 0

b) 9y ′′ − 6y ′ + y = 0

c) y ′′ +
1
3
y =

d) y ′′ + y ′ +
1
4
y = 0

e) y ′′ − 2y − y = 0

f ) y ′′ + 6y ′ + 10y = 0

g) y ′′ − 3y ′ + 2y = 0

h) y ′′ − 5y ′ + 6y = 0

i) y ′′ − 4y ′ + 4y = 0

j) y ′′ − 10y ′ + 25y = 0

k) y ′′ − 4y ′ + 13y = 0

l) y ′′ − 5y ′ + 4y = 0

m) y ′′ − 3y ′ − 7y = 0

n) 2y ′′ − 4y ′ + 3y = 0

ñ) 3y ′′ − 10y ′ − 8y = 0

2. Resuelva las ecuaciones diferenciales dadas las condiciones inicia-
les:

1. y ′′ − 4y ′ + 4y = 0 y(0) = 3, y ′(0) = −1

2. y ′′ + 4y ′ + 29y = 0 y(0) = 0, y ′(0) = 15

3. y ′′ − 4y ′ + 3y = 0 y(0) = 2, y ′(0) = −1

4. y ′′ − 4y ′ + 3y = 0 y(0) = 2, y ′(0) = 4

5. y ′′ +
1
3
y ′ − 1

3
y = 0 y(0) = 0, y ′(0) = 1

6. y ′′ + 3y ′ = 0 y(0) = 0, y ′(3) = 0
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7. y ′′ +π2y ′ = 0 y(0) = 0, y ′(1) = 0

8. y ′′ + y ′ = 0 y(0) = 0, y ′
(π

2

)
= 0

9. y ′′ + 4y ′ = 0 y(0) = 0, y ′(0) = 2

2.4. Ecuaciones Diferenciales de ’ n ’ Orden con Coefi-
cientes Constantes Homogéneas

Las ecuaciones diferenciales lineales de ’n’ orden con coeficientes cons-
tantes se llama a la ecuación (2.46):

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f (x) (an , 0) (2.46)

Esta ecuación, que es la forma general de la ecuaciones diferenciales de
´ n ´ orden, son lineales con respecto a ’ y ’ y todas sus derivadas; los
coeficientes a0, a1, · · · , an son constantes cualesquiera. La función f(x), es
una función continua en un intervalo dado. Si f (x) ≡ 0 la ecuación que
se obtiene tiene la forma:

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0 (an , 0) (2.47)

Se la denomina ecuación diferencial lineal de ’n’ orden con coeficientes
constantes homogénea (2.47). En caso contrario, sera una ecuación di-
ferencial lineal con coeficientes constantes no-homogénea (2.46) (f (x) ,
0).
Si u1,u2, · · · ,un son funciones cualesquiera, independientes linealmen-
te y son las soluciones de la ecuación diferencial lineal con coeficientes
constantes homogénea, en este caso, la solución general de la ecuación
diferencial de ’n’ orden con coeficientes constantes homogénea, tiene la
forma:

yh = y = C1u1(x) +C2u2(x) + · · ·+Cnun(x)

La solución general de una ecuación diferencial no-homogénea:

y(x,C1,C2, · · ·Cn)

se obtiene al sumar: la solución general de su parte homogénea:

y1(x,C1,C2, · · ·Cn)

y la solución especifica de su parte no-homogénea y2(x), lo cual se puede
escribir, como:

y(x,C1,C2, · · ·Cn) = yh + y∼h = y1(x,C1,C2, · · ·Cn) + y2(x)
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La solución especifica de una ecuación diferencial de ’n’ orden con co-
eficientes constantes, se la encuentra aplicando, principalmente, uno de
los dos métodos:

1. Método de la Adivinanza (acierto-error)

2. Método de la constante como variable.

La solución de una ecuación diferencial de ’n’ orden (2.46), en el caso
, de que sea homogénea, se aplica un cambio de variable, y = erx y se
obtiene sus derivadas:

y = erx, y ′ = rerx, y ′′ = r2erx, · · · , y(n) = rnerx

Estos valores se reemplaza en la ecuación diferencial de ’n’ orden (2.47)
y después de dividir para y = erx se obtiene la ecuación caracterı́stica de
la ecuación diferencial homogénea de ’ n ’ orden, que tiene la forma:

anr
n + an−1r

n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0 (an , 0) (2.48)

Las raı́ces de la ecuación caracterı́stica de la ecuación diferencial, se los
obtiene por diferentes métodos, los cuales son conocidos por el estu-
diante (factoreo, Rufini, Teorema del factor). Si la ecuación caracterı́sti-
ca tiene ’ n ’ diferentes raı́ces; es decir, r1, r2, · · · , rn la solución general de
la ecuación diferencial lineal homogénea de ’ n ’ orden tiene la forma:

y(x,C1,C2, · · ·Cn) = C1e
r1x +C2e

r2x + · · ·+Cnernx

Si la ecuación caracterı́stica (2.48) tiene ’k’ diferentes raı́ces; es decir:
r1, r2, · · · , rk y (n - k) diferentes raı́ces conjugadas imaginarias (rl = αl +

iβl; rl = αl − iβl); donde : l = 1,2, · · · , 1
2

(n − k), la solución general de la

ecuación diferencial lineal homogénea de ’ n ’ orden sera la suma de las
expresiones:

1. C1e
r1x +C2e

r2x + · · ·+Ckerkx =
k∑
l=1
Cle

rlx

2. eαlx(Ck+2l−1 cos(βl) +Ck+2l sin(βlx))
(
l = 1,2, · · · , 1

2
(n− k)

)
Esto es posible, siempre y cuando (n - k) sea un numero par.

La solución general a la ecuación diferencial de ’n’ orden con coeficientes
constantes homogénea, tiene la forma:

y(x,C1,C2, · · ·Cn) =
k∑
l=1

Cle
rlx +

1
2 (n−k)∑
l=1

eαlx (Ck+2l−1 cos(βl) +Ck+2l sin(βlx))
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Y finalmente, si la ecuación diferencial de ’n’ orden homogénea, tiene
raı́ces diferentes y raı́ces que se repitan ( tanto reales como imaginarias),
la solución general de la ecuación diferencial de ’n’ orden homogénea,
constara de la suma de las raı́ces que no se repitan, mas la expresión de
las raı́ces que se repitan:

1. Para raı́ces reales, que se repitan:

erlx(C1(l) +C2(l)x+ · · ·+Clkx
k−l (para k − veces raices reales rl)

2. Para raı́ces conjugadas imaginarias:

erlx[(C1(l) +C2(l)x+ · · ·+Clkx
k−l)cos(βlx) + (C1(l) +C2(l)x+ · · ·+

+Clkx
k−l)sin(βlx)]

Para k-veces raı́ces imaginarias conjugadas.

rl = αl + iβl; rl = αl − iβl

2.4.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales Lineales de
’n’ Orden con Coeficientes Constantes Homogéneas.

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas.

1. Resuelva la ecuación: y ′′′ − y ′′ + 4y ′ − 4y = 0
La ecuación dada, es una ecuación diferencial de tercer orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuación
caracterı́stica:

y ′′′ − y ′′ + 4y ′ − 4y = 0 −→ r3erx − r2erx + 4rerx − 4erx = 0

Se divide la ecuación para erx y se obtiene:

r3erx − r2erx + 4rerx − 4erx = 0 −→ r3 − r2 + 4r − 4 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r3 − r2 + 4r − 4 = 0 −→ r2(r − 1) + 4(r − 1) −→ (r2 + 4)(r − 1)

Sus raı́ces son:

r1 = 1; r2 = ±
√
−4 −→ r1 = 1; r2 = 2i; r3 = −2i

Por lo tanto:

r1 = 1 −→ y1 = ex se repite una vez
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r2 = 2i −→ y2 = C2 cos(2x)

r2 = −2i −→ y3 = C3 sin(2x)

La solución especifica ( integral especifica) de la ecuación dife-
rencial de tercer orden con coeficientes constantes homogénea,
que cumple con las condiciones iniciales, es:

yh = y = C1e
x +C2 cos(2x) +C3 sin(2x)

2. Resuelva la ecuación: y ′′′ − 2y ′′ − 5y ′ + 6y = 0
La ecuación diferencial dada, es una ecuación diferencial de ter-
cer orden con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su
ecuación caracterı́stica:

y ′′′ − 2y ′′ − 5y ′ + 6y = 0 −→ r3erx − 2r2erx − 5rerx + 6erx = 0

Se divide la ecuación para erx y se obtiene:

r3erx − 2r2erx − 5rerx + 6erx = 0 −→ r3 − 2r2 − 5r + 6 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r3 − 2r2 − 5r + 6 = 0 −→ (r − 1)(r + 2)(r − 3) = 0

Las raı́ces se obtuvieron aplicando Rufini, son diferentes. El es-
tudiante debe obtener estos resultados. Por lo tanto, la solución
general de la ecuación diferencial es:

y(x,C1, · · ·Cn) =

Fórmula general︷                             ︸︸                             ︷
C1e

r1x +C2e
r2x + · · ·+Cnernx = C1e

x +C2e
−2x +C3e

3x

3. Resuelva la ecuación: y ′′′ + 8y = 0
La ecuación diferencial dada, es una ecuación diferencial de ter-
cer orden con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su
ecuación caracterı́stica:

y ′′′ + 8y = 0 −→ r3erx + 8erx = 0

Se divide la ecuación para erx y se obtiene:

r3erx + 8erx = 0 −→ r3 + 8 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r1 = −2;r2 = 1+i
√

3;r3 = 1−i
√

3 (números imaginarios conjugados)
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Las raı́ces se obtuvieron aplicando Rufini, son diferentes. El es-
tudiante debe obtener estos resultados. Por lo tanto, la solución
general de la ecuación diferencial es:

y(x,C1,C2, · · ·Cn) = C1e
−2x + ex(C2 cos(

√
3x) +C3 sin(

√
3x)

4. Resuelva la ecuación: y ′′′−7y ′′+19y ′−13y = 13x3−57x2−10x+70
La ecuación diferencial dada, es una ecuación diferencial de ter-
cer orden con coeficientes constantes no-homogénea.

1) Se debe obtener la solución a su parte homogénea (yh), su
ecuación es: y ′′′ − 7y ′′ + 19y ′ − 13y = 0

y ′′′−7y ′′+19y ′−13y = 0 −→ r3erx−7r2erx+19rerx−13erx = 0

Se divide la ecuación para erx y se obtiene:

r3erx − 7r2erx + 19rerx − 13erx = 0 −→ r3 − 7r2 + 19r − 13 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r1 = 1;r2 = 3+2i;r3 = 3−2i (números imaginarios conjugados)

El estudiante debe obtener estos resultados. La solución ge-
neral de la parte homogénea (yh) es:

yh = y1(x,C1,C2,C3) = C1e
x + e3x(C2 cos(2x) +C3 sin(2x))

2) Se obtiene la solución especifica de la ecuación diferencial no-
homogénea. Como los coeficientes del lado izquierdo de la
ecuación diferencial son constantes (números); por lo tanto,
se puede aplicar el método de la adivinanza ( error-acierto).
Se observa que, el lado derecho de la ecuación diferencial es
un polinomio de tercer orden; por lo tanto, se considera (adi-
vina) que, su solución especifica (y∼h) sera un polinomio de
tercer orden de la forma:

y∼h = y = Ax3 +Bx2 +Cx+D

Donde: los coeficientes A,B,C,D deben ser calculados.
Para lo cual se deriva:

y ′ = 3Ax2 + 2Bx+C, y ′′ = 6Ax+ 2B, y ′′′ = 6A

Se reemplaza en la ecuación diferencial no-homogénea:

6A−7(6Ax+2B)+19(3Ax2 +2Bx+C)−13(Ax3 +Bx2 +Cx+D) =
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= 13x3 − 57x2 − 10x+ 70

En el lado izquierdo de la identidad, se aplica distributiva
y se asocia según las variables (x3,x2,x), con lo cual, se ob-
tiene un polinomio de tercer orden. Después, se iguala los
coeficientes de la misma variable del lado izquierdo con los
confinantes del lado derecho: Con lo cual se obtiene:

6a− 14B+ 19C − 13D = 70 −→D = 0

−42A+ 38B− 13C = −10 −→ C = 4

57A− 13B = −57 −→ B = 0

−13A = 13 −→ A = −1

Por lo tanto, la solución especifica de la ecuación diferencial
lineal no-homogénea (y∼h) es:

y∼h = −x3 + 4x

La solución general de la ecuación diferencial lineal es:

y = yh + y∼h = C1e
x + e3x(C2 cos(2x) +C3 sin(2x))− x3 + 4x

2.4.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de ’n’ Or-
den con Coeficientes Constantes Homogéneas.

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes constantes:

1. y ′′′ − 8y = 0

2. y ′′′ − y ′′ = 0

3. y ′′′ + 3y ′ − 4y = 0

4. y ′′′ − 6y ′′ + 11y ′ − 6y = 0

5. y ′′′ − y ′′ + 17y ′ − 13y = 0

6. y ′′′ − 6y ′′ + 12y ′ − 8y = 0

7. y ′′′ − 2y ′′ − 3y ′ + 10y = 0

1. y ′′′ − 5y ′′ + 8y ′ − 4y = 0

2. y ′′′ − 7y ′′ + 16y ′ − 12y = 0

3. y(4) − 16y = 0

4. y(4) + 4y = 0

5. y(4)5y ′′ + 6y = 0

6. y(4) + 18y ′′ + 81y = 0

7. y ′′′ + 9y ′ = 0

8. y(4) + 5y ′′ + 4y = 3sin(x)
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a) y(4) − 5y ′′ + 4y = 0

b) y(4) + 5y ′′ + 4y = 0

c) y ′′′ + y = 0

d) y ′′′ − 2y ′ + y = 0

e) y ′′′ − 3y ′′ + 3y ′ − y = 0

f ) y ′′′ − y ′′ = 6x+ ex

g) y ′′′ − y ′′ = sin(2x)

h) y(4) − y = x3

i) y(4) + 2y ′′ + y = cos(x)

j) y(5) + 8y ′′′ + 16y ′ = 0

k) y ′′′ − 6y ′′ + 11y ′ − 6y = x

l) y ′′′ − 5y ′′ + 17y ′ − 13y = 0

m) y ′′′ − 3y ′ − 2y = 0

n) y(4) + 2y ′′′ + y ′′ = 0

ñ) y ′′′ − 2y ′ + y = x2

2. Resuelva las ecuaciones diferenciales dadas los condiciones inicia-
les:

1. y ′′′ − 8y = 0 y(0 = 0) y ′(0) = 0 y ′′(0) = 2

2. y ′′′ + 2y ′′ + 10y ′ = 0 y(0) = 2 y ′(0) = 1 y ′′(0) = 1

3. y ′′′ + 3y ′′ − 4y ′ = 0 y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 2

4. y ′′′ − 2y ′ + y = 0 y(0) = 2 y ′(0) = 1 y ′′(0) = 1

5. y ′′′ − 3y ′′ − 2y ′ = 0 y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 1

6. y ′′′ − 2y ′ + y = 0 y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 1

7. y ′′′ − 3y ′ − 2y = 0 y(0) = 1 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 2

8. y ′′′ + y = 0 y(0 = 0) y ′(0) = 0 y ′′(0) = 2

9. y ′′′ − y ′′ = 0 y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 2

10. y(5) − y ′ = 0 y(0) = 0 y ′(0) = 1 y ′′(0) = 0 y ′′′(0) = 1 y(4) = 2
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2.5. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo y ’n’
Orden con Coeficientes Constantes no-Homogéneas

La ecuación diferencial en la forma:

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f (x) (an , 0) (2.49)

Se la denomina ecuación diferencial lineal de ’n’ orden con coeficien-
tes constantes no-homogénea Donde: ak(k = 0,1,2, · · · ,n) son constantes
cualesquiera y f(x) es una función continua, con respecto a la variable
’x’ y es continua en un determinado intervalo I.
Si f (X) ≡ 0; es decir:

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0 (an , 0) (2.50)

Se la denomina, ecuación diferencial lineal de ’n’ orden con coeficientes
constantes homogénea. En el caso especifico, de una ecuación diferen-
cial de segundo orden con coeficientes constantes no-homogénea , se
tendrı́a:

y ′′ + a1y
′ + a2y = f (x) (an , 0) (2.51)

Para la ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
constantes homogénea:

y ′′ + a1y
′ + a2y = 0 (an , 0) (2.52)

La solución de una ecuación diferencial lineal de ’n’ orden no-homogénea
(2.49), esta basado en el principio: La solución general de una ecuación
diferencial no-homogénea es la suma de dos integrales:

1. La integral general de una ecuación diferencial lineal homogénea,

2. La integral especifica de la ecuación diferencial lineal no-homogénea.

Lo que, se lo encuentra en una de las formas;

y = yh + y∼h = y1(x) + y2(x)

La obtención de la integral general de una ecuación diferencial lineal
homogénea, ya se lo analizo, en la sección anterior de este libro.
Para la obtención de la integral especifica de una ecuación diferencial
lineal no-homogénea (2.49), en este libro, se analizan dos métodos:
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1. Primer método: Método de la Adivinanza (Error-acierto).
Este método se lo puede aplicar, cuando la estructura de la integral
especifica de la ecuación diferencial lineal no-homogénea (2.49) de-
penda del tipo de función f(x), que se tenga en el lado derecho de la
ecuación diferencial no-homogénea y estos casos son:

1. Si la función f(x), de la ecuación (2.49), es un polinomio de n-
orden, es decir:

f (x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0

Lo que, permite identificar que, la integral especifica de la ecua-
ción diferencial no-homogénea tiene la forma:

y∼h = y2(x)



Qn(x) Si las raices de la ecuación caracteristica
de la ecuación dif erencial no tiene raices
igual a cero o no se repiten.

xkQn(x) Si las raices de la ecuación caracteristica
de la ecuación dif erencial tiene raices
igual a cero o se repiten, k ≥ 1

Donde: Qn(x) es un polinomio del mismo orden que f(x) y sus
coeficientes se debe calcular.

2. Si el lado derecho de la ecuación diferencial f(x)(2.49) tiene la
forma:

f (x) = enxPn(x)

Donde: Pn(x) es un polinomio de n-orden (n ≥ 0), la integral es-
pecifica yh = y2(x) de la ecuación diferencial no-homogénea tiene
la forma:

y∼h = y2(x)



eαxQn(x) Si α no es raiz de la ecuación
caracteristica de la ecuación dif erencial
homogenea

xkeαxQn(x) Si α es raiz de la ecuación caracteristica
de la ecuación dif erencial homogenea y
se repiten k − veses

Donde: Qn(x) es un polinomio del mismo orden que f(x) y sus
coeficientes se debe calcular.

Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden 141



CAPITULO 2. Ecuaciones Diferenciales

3. Si el lado derecho de la ecuación diferencial f(x)(2.49) tiene la
forma:

f (x) = acos(βx) + b sin(βx)

La integral especifica yh = y2(x) de la ecuación diferencial no-
homogénea tiene la forma:

y∼h = y2(x)



a1 cos(βx) + b1 sin(βx) Cuando el número
imaginario z = βi
no es raiz de la ecuación
caracteristica de la
ecuación dif erencial
homogenea

xk(a1 cos(βx) + b1 sin(βx) Cuando el número
imaginario z = βi es raiz
de la ecuación
caracteristica de la
ecuación dif erencial
homogenea y se repiten
k − veses.

Donde : los coeficientes a1 y b1 se deben calcular.

4. Si el lado derecho de la ecuación diferencial f(x)(2.49) tiene la
forma:

f (x) = a · eαx

La integral especifica yh = y2(x) de la ecuación diferencial no-
homogénea tiene la forma:

y∼h = y2(x)



beαx Si α no es raiz ecuación caracteristica de la
de la ecuación dif erencial homogenea

xkbeαx Si α es raiz de la ecuación caracteristica de
la ecuación dif erencial homogenea y se
repiten k − veses

Donde : El coeficiente b se debe calcular.

5. Si el lado derecho de la ecuación diferencial f(x)(2.29) tiene la
forma:

f (x) = eαx(acos(βx) + b sin(βx))
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La integral especifica yh = y2(x) de la ecuación diferencial no-
homogénea tiene la forma:

y∼h = y2(x)



eαx(a1 cos(βx) + b1 sin(βx)) Cuando el número
imaginario z = α + βi
no es raiz de la ecuación
caracteristica de la
ecuación dif erencial
homogenea.

xkeαx(a1 cos(βx) + b1 sin(βx)) Cuando el número
imaginario z = βi es
raiz de la ecuación
caracteristica de la
ecuación dif erencial
homogenea y se
repiten k − veses.

Donde : los coeficientes a1 y b1 se deben calcular.

6. Si el lado derecho de la ecuación diferencial f(x)(2.49) tiene la
forma:

f (x) = Pn(x)cos(βx) +Qn(x)sin(βx)

La integral especifica yh = y2(x) de la ecuación diferencial no-
homogénea tiene la forma:

y∼h = y2(x)



Rn(x)cos(βx) + Sn(x)sin(βx) Cuando el número
imaginario z = βi no
es raiz de la ecuación
caracteristica de la
ecuación dif erencial
homogenea

xk(Rn(x)cos(βx) + Sn(x)sin(βx) Cuando el número
imaginario z = βi es
raiz de la ecuación
caracteristica de la
ecuación dif erencial
homogenea y se
repiten k − veses.
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Donde: Rn(x) y Sn(x) son polinomios del mismo orden que Pn(x)
y Qn(x) en f(x) y sus coeficientes se debe calcular.

2. Segundo Método: Método de la variación de las Constantes. Si el la-
do derecho de la ecuación diferencial lineal no-homogénea (2.49),
tiene una función f(x) en tal forma que, no se puede definir la for-
ma de la integral especifica,con el método de la adivinanza. En este
caso, se aplica el segundo método, que es la variación de las cons-
tantes. Este método, ya fue aplicado en este libro, cuando se tuvo
ecuaciones de primer orden.
Para ecuaciones diferenciales lineales no-homogéneas (n ≥ 3) se rea-
liza lo siguiente:

a) Primero, se encuentra la integral general de la ecuación diferen-
cial lineal homogénea, lo cual ya se conoce. Se considera que,
tiene la forma:

yh = y1(x) = C1y1(x) +C2y2(x) + · · ·+Cnyn(x) (2.53)

b) Se considera que, las constantes Ck(k = 1,2, · · · ,n) que aparecen
en el lado derecho de la solución general (yh) son funciones con
respecto ’x’; es decir, tiene la forma:

y(x) = C1(x)y1(x) +C2(x)y2(x) + · · ·+Cn(x)yn(x) (2.54)

c) Las funciones no conocidas Ck(x)(k = 1,2, · · · ,n) y en este ca-
so, sus derivadas C ′k(x)(k = 1,2, · · · ,n) se plantea un sistema de
ecuaciones:

C ′1(x)y1(x) + C ′2(x)y2(x) + · · ·+ C ′n(x)yn(x) = 0
C ′1(x)y ′1(x) + C ′2(x)y ′2(x) + · · ·+ C ′n(x)y ′n(x) = 0
C ′1(x)y ′′1 (x) + C ′2(x)y ′′2 (x) + · · ·+ C ′n(x)y ′′n (x) = 0
C ′1(x)y ′′′1 (x) + C ′2(x)y ′′′2 (x) + · · ·+ C ′n(x)y ′′′n (x) = 0
· · · + · · · + · · ·+ · · · · · · · · ·

C ′1(x)yn−1
1 (x) + C ′2(x)yn−1

2 (x) + · · ·+ C ′n(x)yn−1
n (x) = f (x)

(2.55)

d) Se resuelve el sistema con respecto C ′k(k = 1,2, · · · ,n), se obtiene:

C ′k(x) =
Dk(x)
Db(x)

, (k = 1,2, · · · ,n) (2.56)
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Donde: Db(x) significa el determinante básico del sistema de
ecuaciones, conocido como, el determinante de Wronski.

Db(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y ′1(x) y ′2(x) · · · y ′n(x)
y ′′1 (x) y ′′2 (x) · · · y ′′n (x)
y ′′′1 (x) y ′′′2 (x) · · · y ′′′n (x)
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y(n−1)

n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.57)

Donde: Dk(x) (k = 1,2, · · · ,n) significa el determinante de cada
una de las constantes

e) Se integra los elementos:

C ′k(x) =
Dk(x)
Db(x)

−→ Ck(x) =
∫
Dk(x)
Db(x)

dx (k = 1,2, · · · ,n)

(2.58)
No se escribe la constante de integración , ya que, es ella la que
estamos calculando.
Es bueno tener en mente que, de la propiedad lineal, se puede
resolver una ecuación diferencial dada de la forma:

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f (x) + g(x) (an , 0)

Primero se resuelve:

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f (x) (an , 0)

Segundo se resuelve:

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = g(x) (an , 0)

2.5.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales Lineales
de segundo y ’n’ Orden con Coeficientes Constantes No-Homogéneas.

1. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′ − 2y ′ + y = x3

Es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
ción a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ − 2y ′ + y = 0
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Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′ − 2y ′ + y = 0 −→ r2erx − 2rerx + erx =

0 −→ r2 − 2r + 1 = 0 −→ (r − 1)2 = 0

La ecuación tiene raı́z doble r = 1; por lo que, la integral general
tiene la forma:

yh = y1(x) = ex(C1 +C2x)

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuación diferencial, que es un polinomio de
tercer orden; por lo tanto,

y∼h = y2(x) = ax3 + bx2 + cx+ d

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuación diferencial a
resolver:

y ′ = 3ax2 + 2bx+ c; y ′′ = 6ax+ 2b

6ax+ 2b − 2(3ax2 + 2bx+ c) + ax3 + bx2 + cx+ d = x3

6ax+ 2b − 6ax2 − 4bx − 2c+ ax3 + bx2 + cx+ d = x3

ax3 + x2(b − 6a) + x(6a− 4b+ c) + 2b − 2c+ d = x3

ax3 + x2(b − 6a) + x(6a− 4b+ c) + 2b − 2c+ d = x3

Se iguala los coeficientes de las mismas variables del lado iz-
quierdo con el lado derecho:

a = 1, b − 6a = 0, 6a− 4b+ c = 0, 2b − 2c+ d = 0

Se obtiene los valores de los coeficientes:

a = 1, b = 6, c = 18, c = 24

Se reemplaza y se obtiene la integral especifica:

y∼h = y2(x) = ax3 +bx2 +cx+d −→ y∼h = y2(x) = x3 +6x2 +18x+24

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h = y1(x) + y2(x) = ex(C1 +C2x) + x3 + 6x2 + 18x+ 24

2. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′ − 4y ′ + 4y = xe2x
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Es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
ción a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ − 4y ′ + 4y = 0

Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′ − 4y ′ + 4y = 0 −→ r2erx − 4rerx + 4erx = 0

r2 − 4r + 4 = 0 −→ (r − 2)2 = 0

La ecuación tiene raı́z doble r = 2; por lo que, la integral general
tiene la forma:

yh = y1(x) = e2x(C1 +C2x)

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuación diferencial, que es el producto de un
polinomio de primer orden y una función exponencial; ademas,
se debe tener en mente, que la raı́z es doble; por lo tanto,

y∼h = y2(x) = x2e2x(ax+ b) = e2x(ax3 + bx2)

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuación diferencial a
resolver:

y ′ = 2e2x(ax3 + bx2) + e2x(3ax2 + 2bx)

y ′′ = 4e2x(ax3+bx2)+2e2x(3ax2+2bx)+2e2x(3ax2+2bx)+e2x(6ax+2b)

y ′′ = e2x(4ax3 + 4bx2 + 6ax2 + 4bx+ 6ax2 + 4bx+ 6ax+ 2bx)

y ′′ = e2x(4ax3 + x2(4b+ 12a) + x(8b+ 6a) + 2b)

Se reemplaza en la ecuación a resolver, se simplifica, se ordena
la expresión, se divide para e2x se iguala los coeficientes del lado
izquierdo con el derecho:

6ax+ 2b = x −→ a =
1
6
−→ b = 0

Se reemplaza y se obtiene la integral especifica:

y∼h = y2(x) = x2e2x(ax+ b) −→ y∼h = y2(x) = x2e2x
(1
6
x
)

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h = y1(x) + y2(x) = ex(C1 +C2x) + x2e2x
(1
6
x
)
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3. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′ − 5y ′ + 6y = 13sin(x)

Es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
ción a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ − 5y ′ + 6y = 0

Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′ − 5y ′ + 6y = 0 −→ r2erx − 5rerx + 6erx = 0

r2 − 5r + 6 = 0 −→ (r − 2)(r − 3) = 0

La ecuación tiene dos raı́ces independientes; por lo que, la inte-
gral general tiene la forma:

yh = y1(x) = C1e
2x +C2e

3x

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuación diferencial, que es una función tri-
gonométrica y z = βi = 3i, no es raı́z de la ecuación caracterı́stica;
por lo tanto,

y2(x) = acos(3x) + b sin(3x)

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuación diferencial a
resolver:

y ′2 = −3asin(3x) + 3bcos(3x)

y ′′2 = −9asin(3x)− 9bcos(3x)

Se reemplaza en la ecuación a resolver, se simplifica, se ordena
la expresión:

−3(a+ 5b)cos(3x) + 3(5a− b)sin(3x = 13sin(3x))

Se iguala los coeficientes del lado izquierdo con el derecho:

−3(a+ 5b) = 0, 3(5a− b) = 13sin(3x))

Se resuelve el sistema:

a =
5
6
, b = −1

6
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Se reemplaza y se obtiene la integral especifica:

y∼h = y2(x) = acos(3x) + b sin(3x)

y∼h = y2(x) =
5
6

cos(3x)− 1
6

sin(3x)

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h = y1(x) + y2(x) = C1e
2x +C2e

3x +
5
6

cos(3x)− 1
6

sin(3x)

4. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′ + 9y = ex cos(3x)

Es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
ción a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ + 9y = 0

Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′ + 9y = 0 −→ r2erx + 9erx = 0 −→ r2 + 9 = 0 −→ r =
√
−9

r =
√
−9 −→ r1 = 3i, r2 = −3i

La ecuación tiene dos raı́ces independientes; por lo que, la inte-
gral general tiene la forma:

yh = y1(x) = C1 cos(3x) +C2 sin(3x)

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el la-
do derecho de la ecuación diferencial, que es una función trigo-
nométrica y z = 1+βi = 3i, no es raı́z de la ecuación caracterı́stica;
por lo tanto,

y2(x) = ex(acos(3x) + b sin(3x))

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuación diferencial a
resolver:

y ′2(x) = ex((a+ 6b)cos(3x) + (b − 3a)sin(3x)

y ′′2 (x) = ex((3b − 8a)cos(3x)− (8b+ 6a)sin(3x)

Se reemplaza en la ecuación a resolver, se simplifica, se ordena
la expresión y se divide para ex:

(a+ 6b)cos(3x) + (b − 6a)sin(3x = cos3x+ 0sin(3x))
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Se iguala los coeficientes del lado izquierdo con el derecho:

(a+ 5b) = 1, (b − 6a) = 0

Se resuelve el sistema:

a =
1

37
, b = − 6

37

Se reemplaza y se obtiene la integral especifica:

y∼h = y2(x) = ex(acos(3x) + b sin(3x))

y∼h = y2(x) =
ex

37
(cos(3x) + 6sin(3x))

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h = C1 cos(3x) +C2 sin(3x) +
ex

37
(cos(3x) + 6sin(3x))

5. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′ + 2y ′ + 2y = 2e−x sin(x)

Es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
ción a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ + 2y ′ + 2y = 0

Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′ + 2y ′ + 2y = 0 −→ r2erx + 2rerx + 2erx = 0 −→ r2 + 2r + 2 = 0

r1 = −1 + i r2 = −1− i
La solución general de la ecuación diferencial de segundo, tiene
la forma:

yh = y1(x) = e−x(C1 cos(x) +C2 sin(x))

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuación diferencial, que es el producto de
una función exponencial y una función trigonométrica. Ademas,
z = −1 + βi, es raı́z de la ecuación caracterı́stica; por lo tanto, la
integral especifica tiene la forma :

y2(x) = xe−x(acos(x) + b sin(x))
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Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuación diferencial a
resolver:

y ′2(x) = e−x((asin(x) + (b)cos(3x))(1− x) + xe−x(acos(x)− b sin(x)

y ′′2 (x) = −2e−x(asin(x) + bcos(x)) + 2(1− x)e−x(acos(x)− b sin(x))

Al reemplazar en la ecuación a resolver, se simplifica, se ordena
la expresión y se divide para e−x, se obtiene:

2acos(x)− 2b sin(x) = 0cos(x) + 2sin(x)

Se iguala los coeficientes del lado izquierdo con el derecho de la
variable del mismo orden:

2a = 0, −→ a = 0; −2b = 2 = 0 −→ b = −1

La solución especifica de la ecuación de segundo orden con co-
eficientes constantes no-homogénea, tiene la forma:

y∼h = y2(x) = −xe−x cos(x)

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h = y1(x) + y2(x) = e−x(C1 cos(x) +C2 sin(x))− xe−x cos(x)

6. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′ − y = 2e2x

Es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
ción a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ − y = 0

Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′ − y = 0 −→ r2erx − erx = 0 −→ r2 − 1 = 0 −→ r1 = 1, r2 = −1

La solución general de la ecuación diferencial de segundo, tiene
la forma:

yh = y1(x) = C1e
x +C2e

−x

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el la-
do derecho de la ecuación diferencial, que es una función expo-
nencial. Además, α = 2, no es raı́z de la ecuación caracterı́stica;
por lo tanto, la integral especifica tiene la forma :

y2(x) = be2x
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Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuación diferencial a
resolver:

y ′2(x) = 2be2x

y ′′2 (x) = 4be2x

Al reemplazar en la ecuación a resolver, se simplifica, se ordena
la expresión y se divide para e2x, se obtiene:

3b = 2, −→ b =
2
3

La solución especifica de la ecuación de segundo orden con co-
eficientes constantes no-homogénea, tiene la forma:

y∼h = y2(x) =
2
3
e2x

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h = y1(x) + y2(x) = C1e
x +C2e

−x +
2
3
e2x

7. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′ + 4y = (5x+ 2)cos(2x) + x sin(2x)

Es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
ción a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ + 4y = 0

Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′ + 4y = 0 −→ r2 + 4erx = 0 −→ r2 + 4 = 0

r1 = 2i r2 = −2i

La solución general de la ecuación diferencial de segundo, tiene
la forma:

yh = y1(x) = C1 cos(2x) +C2 sin(2x))

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el la-
do derecho de la ecuación diferencial, que es el producto de una
función polinomial de primer orden y una función trigonométri-
ca. Además, z = βi es raı́z de la ecuación caracterı́stica; por lo
tanto, la integral especifica tiene la forma :

y2(x) = x((ax+ b)cos(2x) + (cx+ d)sin(2x))
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Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuación diferencial a
resolver:

y ′2(x) = [2cx2 + 2x(a+d) +b]cos(2x) + [−2ax2 + 2x(c−b) +d]sin(2x)

y ′′2 (x) = [−4ax2 + 4x(2c − b) + 2(2d + a)]cos(2x)+

+[−4cx2 − 4x(2a+ d) + 2(c − 2b)]sin(2x)

Al reemplazar en la ecuación a resolver, se simplifica, se ordena
la expresión, se obtiene:

8cxcos(2x) + (4d + 2a)cos(2x)− 8ax sin(2x) + (2c − 4b)sin(2x) =

= 5xcos(2x) + 2cos(2x) + x sin(2x)

Se igualan los coeficientes de la misma variable del lado izquier-
do con el derecho, se obtiene:

8c = 5, 4d + 2a = 2, −8a = 1 2c − 4b = 0

Por lo tanto,

c =
5
8
, a = −1

8
b =

5
16
, b =

9
16

La solución especifica de la ecuación de segundo orden con co-
eficientes constantes no-homogénea, tiene la forma:

y∼h = y2(x) =
(
−1

8
x2 +

5
16

)
cos(2x) +

(5
8
x2 +

9
16

)
sin(2x)

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h =

= C1 cos(2x)+C2 sin(2x)+
(
−1

8
x2 +

5
16

)
cos(2x)+

(5
8
x2 +

9
16

)
sin(2x)

8. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′ + y = tan2(x)

Es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
ción a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ + y = 0
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Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′ + y = 0 −→ r2 + erx = 0

r2 + 1 = 0, r1 = i, r2 = −i,

La solución general de la ecuación diferencial de segundo, tiene
la forma:

yh = y1(x) = C1 cos(x) +C2 sin(x))

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuación diferencial, que es una función tri-
gonométrica, en este caso: tan2(x). Pero en este caso, no se tiene
información para adivinar la forma de la integral especifica .Por
lo tanto, el método a aplicar en este ejercicio, es el método de la
variación de la constante.

yh = y1(x) = C1 cos(x) +C2 sin(x)

yh = y1(x) = C1(x)cos(x) +C2(x)sin(x)

Se forma el sistema de ecuaciones:{
C ′1 cos(x) + C ′2 sin(x) = 0
−C ′1 sin(x) + C ′2 cos(x) = tan2(x)

Donde: C ′1, C
′
2, son las variables a calcular, se aplica el método

de Cramer:

C ′1(x) =

∣∣∣∣∣∣ 0 sin(x)
tan2(x) cos(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ cos(x) sin(x)
−sin(x) cos(x)

∣∣∣∣∣∣
= − sin3(x)

cos2(x)

C ′2(x) =

∣∣∣∣∣∣ cos(x) 0
−sin(x) tan2(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ cos(x) sin(x)
−sin(x) cos(x)

∣∣∣∣∣∣
=

sin2(x)
cos(x)

Se integra las identidades obtenidas:

C1(x) = −
∫

sin3(x)dx
cos2(x)

= −
∫

(1− cos2(x))sin(x)dx
cos2(x)
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= − 1
cos(x)

− cos(x)

C2(x) =
∫

sin2(x)dx
cos(x)

=
∫

(1− cos2(x))
cos(x)

dx = ln
(
tan

(x
2

+
π
4

))
−sin(x)

En estas integrales, no se ha escrito la constante de integración
ya que, es lo que se esta calculando.

y∼h =
(
− 1

cos(x)
− cos(x)

)
cos(x) +

(
ln

(
tan

(x
2

+
π
4

))
− sin(x)

)
sin(x)

= −1− cos2(x) + sin(x) ln
(
tan

(x
2

+
π
4

))
− sin2(x)

= −2 + sin(x) ln
(
tan

(x
2

+
π
4

))
La solución del ejercicio:

y = yh + y∼h = C1 cos(x) +C2 sin(x)− 2 + sin(x) ln
(
tan

(x
2

+
π
4

))
9. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′ − y ′ = 1
1 + ex

Es una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
ción a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ − y ′ = 0

Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′ − y ′ = 0 −→ r2erx − rerx = 0 −→ r2 − r = 0,

r(r − 1) = 0 −→ r1 = 0, r2 = 1,

La solución general de la ecuación diferencial de segundo, tiene
la forma:

yh = y1(x) = C1 +C2e
x

Se determina la integral especifica del ejercicio, para lo cual, se
observa el lado derecho de la ecuación diferencial, que en este

caso, es una función exponencial, y tiene la forma:
1

1 + ex
. Para

este caso, no se tiene información clara, para aplicar el método
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de la adivinanza. Por lo tanto, el método a aplicar, en este tipo de
ejercicios, es el método de la variación de la constante.
Siempre que, la información para aplicar el método de la adivi-
nanza no es clara, lo mejor es aplicar el segundo método de la
variación de la constante.

yh = y1(x) = C1 +C2e
x −→ y∼h = y2(x) = C1(x) +C2(x)ex

Se forma el sistema de ecuaciones: C
′
1(x) + C ′2(x)ex = 0

0 + C ′2(x)ex =
1

1 + ex

Donde: C ′1, C
′
2, son las variables a calcular, se aplica el método

de Cramer:

C ′1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣ 0 ex

1
1 + ex

ex

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 ex

0 ex

∣∣∣∣∣∣
= − ex

ex(1 + ex)
= − 1

(1 + ex)

C ′2(x) =

∣∣∣∣∣∣∣ 1 0

0
1

1 + ex

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 ex

0 ex

∣∣∣∣∣∣
=

1
ex(1 + ex)

Se integra las identidades obtenidas:

C1(x) = −
∫

dx
1 + ex

= −
∫

1 + ex − ex

1 + ex
dx = −

∫
dx+

∫
ex

1 + ex
dx =

= −x+ ln(1 + ex)

C2(x) =
∫

dx
ex(1 + ex)

=
∫

(1 + ex − ex)
ex(1 + ex)

dx =
∫
e−xdx −

∫
dx

1 + ex
=

= −e−x − x+ ln(1 + ex)

En estas integrales, no se ha escrito la constante de integración;
ya que, es lo que se esta calculando.

y∼h = y1(x) = −x+ ln(1 + ex) + [−e−x − x+ ln(1 + ex)]ex =

= −x+ ln(1 + ex)− 1− xex + ex ln(1 + ex) =
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= (1 + ex) ln(1 + ex)− x(1 + ex)− 1

La solución de la ecuación diferencial de segundo orden de su
parte no-homogénea, es:

y = yh + y∼h = C1 +C2e
x + (1 + ex) ln(1 + ex)− x(1 + ex)− 1

10. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′′ + y ′ =
1

cos(x)

Es una ecuación diferencial lineal de tercer orden con coeficien-
tes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solución
a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′ + y ′ = 0

Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′′ + y ′ = 0 −→ r3erx + rerx = 0 −→ r3 + r = 0, r(r2 + 1) = 0

r1 = 0, r2 = i, r3 = −i,
La solución general de la ecuación diferencial lineal de tercer
orden, su parte homogénea, tiene la forma:

yh = y1(x) = C1 +C2 sin(x) +C3 cos(x)

Se determina la integral especifica, su parte no-homogénea, para
lo cual, se observa el lado derecho de la ecuación diferencial, que

es una función trigonométrica, en este caso:
1

cos(x)
. Pero para es-

te caso, no se tiene una información clara, para aplicar el método
de la adivinanza. Por lo tanto, el método a aplicar en este ejerci-
cio, es el método de la variación de la constante.

yh = y1(x) = C1 +C2 sin(x) +C3 cos(x)

Las constantes de la solución en su parte homogénea se transfor-
man en variables en función de ’x’.

y∼h = y2(x) = C1(x) +C2(x)sin(x) +C3(x)cos(x)

Se forma el sistema de ecuaciones:
C ′1(x) + C ′2(x)sin(x) + C ′3(x)cos(x) = 0

C ′1(x) · 0 + C ′2(x)cos(x) − C ′3(x)sin(x) = 0

C ′1(x) · 0 − C ′2(x)sin(x) − C ′3(x)cos(x) =
1

cos(x)

(2.59)
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Donde: C ′1, C
′
2, C

′
3 son las variables a calcular. El sistema es-

crito permite calcular las incógnitas por medio del método de
Cramer, se aconseja aplicar propiedades de un determinante.

C ′1(x) =
1

cos(x)
C ′2(x) = − tan(x) C ′3(x) = −1

el estudiante debe obtener estas respuestas. Se integra las iden-
tidades obtenidas:

C1(x) = −
∫

dx
cos(x)

= ln
(
tan

(π
4
− x

2

))
C2(x) = −

∫
tan(x) = ln(cos(x))

C3(x) = −
∫
dx = −x

En estas integrales no se ha escrito la constante de integración
ya que, es lo que se esta calculando. La integral especifica de la
ecuación de tercer orden no-homogénea, tiene la forma:

y∼h = y1(x) = ln
(
tan

(π
4
− x

2

))
+ sin(x) ln(cos(x))− xcos(x)

La solución general a la ecuación diferencial lineal de tercer or-
den con coeficientes constantes no-homogénea, tiene la forma:

y = yh + y∼h = C1 +C2 sin(x) +C3 cos(x) + ln
(
tan

(π
4
− x

2

))
+

+sin(x) ln(cos(x))− xcos(x)

11. Resolver la ecuación diferencial:

y ′′′ − 2y ′′ + y ′ = 4(sin(x) + cos(x))

Que cumpla las condiciones iniciales:

y(0) = 1, y ′(0) = 1 y ′′(0) = −1

Es una ecuación diferencial lineal de tercer orden con coeficien-
tes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solución
a la parte homogénea; por lo tanto:

y ′′′ − 2y ′′ + y ′ = 0
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Se obtiene la ecuación caracterı́stica:

y ′′′ − 2y ′′ + y ′ = 0 −→ r3erx − 2r2erx + rerx = 0

r3 − 2r2 + r = 0, r(r2 − 2r + 1) = 0

r1 = 0, r2 = 1, r3 = 1,

La solución general de la ecuación diferencial lineal de tercer
orden, en su parte homogénea, tiene la forma:

yh = y1(x) = C1 + (C2 + xC3)ex

Se determina la integral especifica, de su parte no-homogénea,
para lo cual, se observa el lado derecho de la ecuación diferencial,
que es una función trigonométrica, en este caso: sin(x) + cos(x).
Para este caso, se tiene una información clara, para aplicar el
método de la adivinanza. Por lo tanto, es el método a aplicar en
este ejercicio. La integral especifica tiene la forma:

y∼h = y2(x) = asin(x) + bcos(x)

Se deriva tres veces:

y ′2(x) = acos(x)− b sin(x)

y ′′2 (x) = −asin(x)− bcos(x)

y ′′′2 (x) = −acos(x) + b sin(x)

Se reemplaza en la ecuación diferencial lineal no-homogénea:

y ′′′ − 2y ′′ + y ′ = 4(sin(x) + cos(x))

−acos(x) + b sin(x)− 2(−asin(x)− bcos(x)) + acos(x)− b sin(x) =

= 4(sin(x) + cos(x))

−acos(x) + b sin(x) + 2asin(x) + 2bcos(x) + acos(x)− b sin(x) =

= 4sin(x) + 4cos(x)

cos(x)[−a+ 2b+ a] + sin(x)[b+ 2a− b] = 4sin(x) + 4cos(x)

cos(x)[2b] + sin(x)[2a] = 4sin(x) + 4cos(x)

Se igualan los coeficientes del lado izquierdo de una variable con
los coeficientes del lado derecho:

2b = 4, −→ b = 2, 2a = 4 −→ a = 2
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La integral especifica de la ecuación de tercer orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea:

y∼h = y2(x) = asin(x) + bcos(x) −→ y∼h = y2(x) = 2sin(x) + 2cos(x)

La solución a la ecuación de tercer orden no-homogénea:

y = yh + y∼h = C1 + ex(C2 +C3x) + 2sin(x) + 2cos(x)

Se deriva dos veces la solución general de la ecuación diferencial
no-homogénea:

y ′ = 0 +C2e
x + exC3 + xexC3 + 2cos(x)− 2sin(x)

y ′′ = C2e
x + exC3 + exC3 − 2sin(x)− 2cos(x)

Se reemplaza los valores de las condiciones iniciales y se obtiene
un sistema:
C1 + C2 + 2 = 1
C2 + C ′3 + 2 = 0
C1 + 2C ′3 − 2 = −1

Aplicando uno de los métodos para resolver sistemas, se obtiene:

C1 = 4, C2 = −5 C3 = 3

Al reemplazar los valores de las constantes en la solución general
de la ecuación diferencial lineal de tercer orden no-homogénea,
se obtiene la solución especifica de la ecuación diferencial lineal
de tercer orden no-homogénea:

y = 2(cos(x) + sin(x)) + (3x − 5)ex

2.5.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de segundo
orden y de ’n’ Orden con Coeficientes Constantes No-homogéneas.

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
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1. y ′′ + 4y = x sin(2x)

2. y ′′′ − y = x4

3. y ′′′ − y ′ = sin(x)

4. y ′′′ − 2y ′ + y = sin(x)

5. y ′′ +
5
2
y ′ =

5
2
x2 − x − 1

2

6. y ′′ + 2y = x2 + 2

7. y ′′ − 3y ′ + 2y = ex

8. y ′′ − 4y ′ + 3y = e2x sin(x)

9. y ′′ + 4y = x2 + e2x sin(x)

10. y ′′ + 4y = x sin(x)

11. y ′′ − 3y ′ + 2y = 3x+ 5sin(2x)

12. y ′′+3y ′+2y = sin(2x)+cos(x)

13. y ′′+5y ′+6y = e−x+3sin(2x)+1

14. y ′′′ − y ′ = x

15. y ′′ + 5y ′ + 6y = e−x + e−2x

16. y(4) − y = 5ex sin(x)

17. y(5) + y ′′′ = x2 − 1

18. y ′′′ − 2y ′′ + 5y ′ = ex(cos(2x) +
sin(2x))

a) y ′′ − 7y ′ + 12y = x

b) y ′′ + 6y ′ + 10y = 1− x

c) y ′′ − 2y ′ + 3y = x+ 1

d) y ′′ − 3y ′ + 2y = x2

e) y ′′ − y = 2sin(x)

f ) y ′′ + 9y = sin(3x)

g) y ′′ + 4y = 2cos(x) + sin(x)

h) y ′′−2y ′+2y = 2cos(x)+sin(x)

i) y ′′ − 4y = 10e3x

j) y ′′ + 9y = xcos(x)

k) y ′′ − y ′ + 12y = 3x − sin(2x)

l) y ′′ + 4y =
1

cos(2x)

m) y ′′ − 2y ′ + 2y = ex cos(x)

n) y ′′ − 2y ′ = (x+ 1)e2x

ñ) y ′′ − 6y ′ + 8y = ex + e2x

o) y ′′ + y = acos(x)

p) y ′′ − 2y ′ + y =
ex

x

2. Resuelva las ecuaciones diferenciales dadas las condiciones inicia-
les:

1. y ′′ − 2y ′ = ex(x2 + x − 3) y(0) = 2 y ′(0) = 2

2. y ′′ + y = −sin(2x) y(π) = 1 y ′(π) = 1

3. y ′′ − y ′ = 2(1− x) y(0) = 1 y ′(0) = 1

4. y ′′′ + 2y ′ + y = −2e−2x y(0) = 2 y ′(0) = 1 y ′′(0) = 1

5. y ′′′ − y ′ = 6− 3x2 y(0) = 1 y ′(0) = 1 y ′′(0) = 1

6. y ′′′ − y ′′ = sin(x) y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 1
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7. y ′′′ + y ′ = sin(x) y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 1

8. y ′′′ + y ′′ = x y(0) = 3 y ′(0) = 1 y ′′(0) = 0

9. y ′′′ + 3y ′′ + 3y ′ + y = 1 y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 0

10. y ′′′ − y ′ = −2x y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 2

11. y ′′ + 2y ′ + 5y = 3 y(0) = 1 y ′(0) = 1

12. y ′′ + y = cos(x) y(0) = −1 y ′(0) = 1

13. y ′′ − 2y ′ + 2y = ex y(0) = 0 y ′(0) = 1

14. y ′′ + 4y ′ + 4y = 0 y(0) = −1 y ′
(π

4

)
= 0

15. y ′′ − y = e2x y(0) =
1
3

y ′(1) =
1
3
e2

16. y ′′ + y = −3sin(2x) y(0) = 0 y ′
(π

4

)
= 1

17. y ′′ − 6y ′ + 9y = x2 − x+ 3 y(0) =
4
3

y ′ (0) =
1

27
18. y ′′ + 9y = 63x y(0) = 0 y ′ (0) = 0

19. y ′′ − 4y ′ + 5y = 2x2ex y(0) = 2 y ′ (0) = 3

20. y ′′ + 6y ′ + 9y = 10sin(x) y(0) = 2 y ′ (0) = 3

21. y ′′ + 4y = sin(x) y(0) = 0 y ′ (0) = 0

22. y ′′ + y = 2cos(x) y(0) = 1 y ′ (0) = 0

23. y ′′ + 4y = 4(sin(2x) + cos(2x) y(π) = 2π y ′ (π) = 2π

24. y ′′ − 2y ′ + 2y = 4ex cos(x) y(0) = 2π y ′ (π) = 2πeπ

25. y ′′ − y ′ = −5e−x y(0) = 2 y ′ (0) = 3

26. y ′′ − 4y ′ + 3y = e2x y(0) = 0 y ′ (0) = 0

2.6. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Euler

Las ecuaciones diferenciales lineales de ’n’ orden de la forma:

anx
ny(n) + an−1x

n−1y(n−1) + · · ·+ a1xy
′ + a0y = f (x) (an , 0) (2.60)

Esta ecuación diferencial (2.60), es la forma general de la ecuación dife-
rencial de Euler de ´ n ´ orden, es lineal con respecto a ’y’ y todas sus
derivadas; los coeficientes a0, a1, · · · , an son constantes cualesquiera. La
función f(x), es una función continua en un intervalo dado. Si f (x) ≡ 0
la ecuación que se obtiene tiene la forma:

anx
ny(n) + an−1x

n−1y(n−1) + · · ·+ a1xy
′ + a0y = 0 (an , 0) (2.61)
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Se la denomina ecuación diferencial lineal de ’n’ orden de Euler ho-
mogénea (2.61). En caso contrario, sera una ecuación diferencial lineal
de n-orden no-homogénea (f (x) , 0).

Si u1,u2, · · · ,un son funciones cualesquiera, independientes linealmen-
te y son las soluciones de la ecuación diferencial lineal homogénea, en
este caso, la solución general de la ecuación diferencial de ’n’ orden ho-
mogénea, tiene la forma:

yh = y = C1u1(x) +C2u2(x) + · · ·+Cnun(x)

La solución general de una ecuación diferencial no-homogénea:

y(x,C1,C2, · · ·Cn) (2.62)

se obtiene al sumar: la solución general de su parte homogénea:

y1(x,C1,C2, · · ·Cn)

y la solución especifica de su parte no-homogénea y2(x), lo cual se puede
escribir, como:

y(x,C1,C2, · · ·Cn) = yh + y∼h = y1(x,C1,C2, · · ·Cn) + y2(x)

La solución especifica de una ecuación diferencial de ’n’ orden de Euler,
se la encuentra aplicando, principalmente uno de los métodos:

1. Método de la adivinanza (Error-acierto)

2. Método de la constante como variable.

La solución de una ecuación diferencial de ’n’ orden, en el caso , de que
sea homogénea, se aplica un cambio de variable, y = xr y se obtiene sus
derivadas:

y = xr , y ′ = rxr−1, y ′′ = r(r − 1)xr−2, y(n) = r(r − 1)(r − 2)(r − 3) · · ·xr−nxr

Estos valores se reemplaza en la ecuación diferencial de ’n’ orden (2.62)
y después de dividir para y = xr se obtiene la ecuación caracterı́stica de
la ecuación diferencial de ’n’ orden, que tiene la forma:

anr
n + an−1r

n−1 + · · ·+ a1r + a0 = 0 (an , 0) (2.63)

Las raı́ces de la ecuación caracterı́stica de la ecuación diferencial, se los
obtiene por diferentes métodos, los cuales son conocidos por el estu-
diante (factoreo, Rufini, Teorema del factor). Si la ecuación caracterı́stica
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tiene ’n’ diferentes raı́ces; es decir, son independientes: r1, r2, · · · , rn la so-
lución general de la ecuación diferencial lineal homogénea de ’n’ orden
tiene la forma:

y(x,C1,C2, · · ·Cn) = C1x
r1 +C2x

r2 + · · ·+Cnxrn (2.64)

Si la ecuación caracterı́stica tiene ’k’ diferentes raı́ces; es decir: r1, r2, · · · , rk
y (n - k) diferentes raı́ces conjugadas imaginarias (rl = αl + iβl; rl =

αl − iβl); donde : l = 1,2, · · · , 1
2

(n − k), la solución general de la ecuación

diferencial lineal homogénea de ’n’ orden sera la suma de las expresio-
nes:

1. C1x
r1 +C2x

r2 + · · ·+Ckxrk =
k∑
l=1
Clx

rl

2. xαl (Ck+2l−1 cos(βl ln(x)) +Ck+2l sin(βl ln(x)))
(
l = 1,2, · · · , 1

2
(n− k)

)
Esto es posible, siempre y cuando (n - k) sea un numero par.
La solución general a la ecuación diferencial de ’n’ orden de Euler ho-
mogénea, tiene la forma:

y(x,C1,C2, · · ·Cn) =

=
k∑
l=1

Clx
rl +

1
2 (n−k)∑
l=1

xαl
(
Ck+(2l−1) cos(βl ln(x)) +Ck+2l sin(βl ln(x))

)
Y finalmente, si la ecuación diferencial de ’n’ orden homogénea, tiene
raı́ces diferentes y raı́ces que se repitan ( tanto reales como imaginarias),
la solución general de la ecuación diferencial de ’n’ orden homogénea,
constara de la suma de las raı́ces que no se repitan, más la expresión de
las raı́ces que se repitan:

1. Para raı́ces reales, que se repitan:

xrl (Cl1 +Cl2 ln(x)+ · · ·+Clk(ln(x))k−l (para k−veces raices reales rl)

2. Para raı́ces conjugadas imaginarias:

xrl [(Cl1 +Cl2 ln(x) + · · ·+Clk(ln(x))k−1)cos(βl ln(x)) + (Cl1+

+Cl2 ln(x) + · · ·+Clkx
k−1)sin(βl ln(x))]

Para k-veces raı́ces imaginarias conjugadas. (rl = αl+iβl; rl = αl−iβl)
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2.6.1. Ecuaciones Diferenciales de Euler de Segundo Orden

La ecuación diferencial de la forma:

a2x
2y ′′ + a1xy

′ + a0y = f (x) a2 , 0 (2.65)

Estas ecuaciones diferenciales (2.65) son lineales con respecto a ’ y ’; al
igual que, con sus derivadas. La función f(x) es con respecto a la variable
’ x ’ y se puede presentar en cualquier estructura, las letras a0, a1, a2 son
constantes cualesquiera.

Si en esta ecuación diferencial de segundo orden f (x) ≡ 0; es decir,
tiene la forma:

a2x
2d

2y

dx2 + a1x
dy

dx
+ a0y = 0 (a2 , 0) (2.66)

Se la denomina ecuación diferencial de segundo orden de Euler ho-
mogénea, en caso contrario, sera una ecuación diferencial de segundo
orden no-homogénea.

Si se conoce la solución general de la parte homogénea: yh = y1(x,C1,C2),
y que además, se conozca la solución especifica de la parte no-homogénea:
y∼h = y2(x), la solución a la ecuación diferencial de segundo orden tendrı́a
la forma:

y = yh + y∼h = y1(x,C1,C2) + y2(x) (2.67)

Si se conoce la solución de la parte homogénea en la forma:

y = yh + y∼h = y1(x,C1,C2) + y2(x) = C1f1(x) +C2f2(x) + y2(x) (2.68)

Con la condición de que, las funciones f1(x), f2(x) sean linealmente inde-
pendientes y C1,C2, cualquier constante.

2.6.2. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Euler de
Segundo y ’n’ Orden Homogéneas

La ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes constantes
tiene la forma:

ax2d
2y

dx2 + bx
dy

dx
+ cy = 0 (a , 0) (2.69)

Para este tipo de ecuaciones diferenciales (2.69), se tiene el siguiente teo-
rema: Por todo punto conocido (x0, y0) que pertenece al plano cartesiano
Oxy, pasa exactamente una linea integral de ecuación y = g(x), a la cual,
su tangente en este punto, forma con el eje Ox un angulo positivo, dado

de antemano, un ángulo ϕ,
(
ϕ ,

1
2
π
)
.
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Lo que nos indica este teorema, es que, siempre existe una función
y = g(x), que cumple la condición, para cualquier valor de (x0, y0), para
que cumpla con las condiciones iniciales:

y0 = g(x0) y1 = g ′(x0)

si en la ecuación diferencial de Euler de segundo orden (2.69), se realiza
un cambio de variable y = xr donde: x > 0 y r es raı́z de la ecuación
caracterı́stica, se obtiene sus derivadas y se reemplaza en la ecuación
diferencial (2.69):

y = xr , y ′ = rxr−1, y ′′ = r(r − 1)xr−2 (2.70)

Se reemplaza (2.70)en la ecuación diferencial dada (2.69):

ax2d
2y

dx2 + bx
dy

dx
+ cy = 0

ax2[r(r − 1)xr−2] + bx[rxr−1] + cxr = 0

ax2[r(r − 1)xrx−2] + bx[rxrx−1] + cxr = 0

ax2
[
r(r − 1)

xr

x2

]
+ bx

[
r
xr

x1

]
+ cxr = 0

Se simplifica la expresión:

a [r(r − 1)xr] + b [rxr] + cxr = 0

Se divide para xr :
a [r(r − 1)] + b [r] + c = 0

Con lo cual, se obtiene, fácilmente, lo que se denomina: la ecuación ca-
racterı́stica de la ecuación diferencial de Euler de segundo orden, y tiene
la forma:

ar2 + r(b − a) + c = 0

Como se puede observar , es un polinomio de segundo orden con res-
pecto a ’r’. En este instante, el estudiante debe recordar las propiedades
de un polinomio de segundo orden. Entre estas propiedades, se tiene la
información que, nos da el discriminante de un polinomio de segundo
orden:

1. Si el discriminante es mayor a cero, △ > 0, el polinomio tiene dos
raı́ces y son números reales. En este caso, existe r1, r2 que son núme-
ros reales e independientes.
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En este caso, la solución general de la ecuación diferencial de se-
gundo orden tiene la forma:

yh = y1(x) = C1x
r1 +C2x

r2

Donde: C1,C2 son constantes cualesquiera.

2. Si el discriminante es igual a cero, △ = 0, lo que significa que, el
polinomio de segundo orden tiene una raı́z doble real, r1 = r2.

En este caso, la solución general de la ecuación diferencial de se-
gundo orden tiene la forma:

yh = y1(x) = C1x
r1 +C2x

r1 ln(x) −→ yh = y1(x) = xr1(C1 +C2 ln(x))

Donde: C1,C2 son constantes cualesquiera.

Se puede observar que, a uno de los elementos ( a cualquiera) de
la solución general, se lo a multiplicado por ln(x), por este hecho,
la ecuación pasa de una ecuación dependiente a una una ecuación
independiente.

3. Si el discriminante es menor a cero, △ < 0, significa que, las raı́ces
del polinomio de segundo orden son imaginarias:

r1 = α + βi, r2 = α − βi

En la practica, es mas cómodo utilizar su forma de Moivre:

r1 = α + βi, −→ xα+βi = xαxiβ = xαeiβ ln(x) =

= xα(cos(β ln(x)) + i sin(β ln(x)))

r2 = α − iβ −→ xα−iβ = xαx−iβ = xαe−iβ ln(x) =

= xα(cos(β ln(x))− i sin(β ln(x)))

Por lo tanto, las soluciones tienen la forma:

yh = y1(x) = xα cos(β ln(x))

yh = y1(x) = xα sin(β ln(x))

Que son las soluciones especificas de la ecuación diferencial ho-
mogénea. Como su producto es diferente de la constante,por lo tan-
to, son integrales especificas lineales independientes.

En consecuencia, la integral general de la ecuación diferencial de
Euler homogénea (2.69) tiene la forma:

yh = y1(x) = xα(C1 cos(β ln(x)) +C2x
α sin(β ln(x))) (2.71)

yh = y1(x) = xα[(C1 cos(β ln(x)) +C2 sin(β ln(x)))]
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1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Euler de segun-
do orden homogéneas:

1. Resolver la ecuación diferencial

x2y ′′ + xy ′ − y = 0

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de Euler de segun-
do orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuación carac-
terı́stica:

x2y ′′ + xy ′ − y = 0 −→ x2r(r − 1)xr−2 + xrxr−1 − xr = 0

x2r(r − 1)xrx−2 + xrxrx−1 − xr = 0

r(r − 1)xr + rxr − xr = 0

Se divide la ecuación para xr y se obtiene:

r(r − 1)xr + rxr − xr = 0 −→ r(r − 1) + r − 1 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r2 − 1 −→ r1 = 1, r2 = −1

Por lo tanto, la solución general (integral general) de la ecuación
diferencial es:

yh = y1(x) = C1x
−1 +C2x = C1

1
x

+C2x

Donde: C1,C2 son constantes cualesquiera.

2. Resolver la ecuación diferencial:

x2y ′′ + y = 0

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de Euler de segun-
do orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuación carac-
terı́stica:

x2y ′′ + y = 0 −→ x2r(r − 1)xr−2 + xr = 0

x2r(r − 1)xrx−2 + xr = 0

r(r − 1)xr + xr = 0

Se divide la ecuación para xr y se obtiene:

r(r − 1) + xr = 0 −→ r(r − 1) + 1 = 0
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Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r2 − r + 1 −→ r1 =
1
2

+ i

√
3

2
, r2 =

1
2
− i
√

3
2

Por lo tanto, la solución general (integral general), de su parte
homogénea, de la ecuación diferencial es:

y1(x) = x
1
2 cos

(√
3

2
ln(x)

)
la primera raíz

y1(x) = x
1
2 sin

(√
3

2
ln(x)

)
la segunda raíz

Por lo tanto, la solución general (integral general) de la ecuación
diferencial de Euler homogénea es:

yh = y1(x) = C1x
1
2 cos

(√
3

2
ln(x)

)
+C2x

1
2 sin

(√
3

2
ln(x)

)

yh = y1(x) = x
1
2

[
C1 cos

(√
3

2
ln(x)

)
+C2 sin

(√
3

2
ln(x)

)]
Donde: C1,C2 son constantes cualesquiera.

3. Resolver la ecuación diferencial:

x2y ′′ − xy + y = 0

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de Euler de segun-
do orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuación carac-
terı́stica:

x2y ′′ − xy + y = 0 −→ x2r(r − 1)xr−2 − xrxr−1 + xr = 0

x2r(r − 1)xrx−2 − xrxr−1 + xr = 0

r(r − 1)xr − rxr + xr = 0

Se divide la ecuación para xr y se obtiene:

r(r − 1)xr − rxr + xr = 0 −→ r(r − 1)− r + 1 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r2 − r − r + 1 = r2 − 2r + 1 = (r − 1)2 = 0 −→ r1 = 1, r2 = 1
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Por lo tanto, la solución general (integral general), de su parte
homogénea, de la ecuación diferencial es:

y1(x) = x la primera raíz

y1(x) = x ln(x) la segunda raíz

Por lo tanto, la solución general (integral general) de la ecuación
diferencial de Euler homogénea es:

yh = y1(x) = C1x+C2x ln(x)

yh = y1(x) = x[C1 +C2 ln(x)]

Donde: C1,C2 son constantes cualesquiera.

4. Resolver la ecuación diferencial:

x3y ′′′ + 2x2y ′′ − xy ′ + y = 0

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de Euler de tercer
orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuación caracterı́sti-
ca:

y = xr , y ′ = rxr−1, y ′′ = r(r − 1)xr−2, y(3) = r(r − 1)(r − 2)xr−3

x3y ′′′ + 2x2y ′′ − xy ′ + y = 0

x3r(r − 1)(r − 2)xr−3 + 2x2r(r − 1)xr−2 − xrxr−1 + xr = 0

x3r(r − 1)(r − 2)xrx−3 + 2x2r(r − 1)xrx−2 − xrxrx−1 + xr = 0

r(r − 1)(r − 2)xr + 2r(r − 1)xr − rxr + xr = 0

Se divide la ecuación para xr y se obtiene:

r(r − 1)(r − 2) + 2r(r − 1)− r + 1 = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r(r − 1)(r − 2) + 2r(r − 1)− (r − 1) = 0

(r − 1)(r(r − 2) + 2r − 1)) = 0

(r − 1)(r2 − 2r + 2r − 1)) = 0

(r − 1)(r2 − 1)) = 0

(r − 1)(r − 1)(r + 1) = 0

(r − 1)2(r + 1) = 0
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La ecuación caracterı́stica tiene 3 raı́ces: r1 = 1; es un número
real y se repite dos veces, r2 = −1 un número real; Por lo tanto, la
solución general (integral general), de su parte homogénea, de la
ecuación diferencial es:

yh = y1(x) = C1x+C2x ln(x) +C3
1
x

Donde: C1,C2,C3 son constantes cualesquiera.

5. Resolver la ecuación diferencial:

x3y ′′′ + 3x2y ′′ + 2xy ′ = 0

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de Euler de tercer
orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuación caracterı́sti-
ca:

y = xr , y ′ = rxr−1, y ′′ = r(r − 1)xr−2, y(3) = r(r − 1)(r − 2)xr−3

x3y ′′′ + 3x2y ′′ + 2xy ′ = 0

x3r(r − 1)(r − 2)xr−3 + 3x2r(r − 1)xr−2 + 2xrxr−1 = 0

x3r(r − 1)(r − 2)xrx−3 + 3x2r(r − 1)xrx−2 + 2xrxrx−1 = 0

r(r − 1)(r − 2)xr + 3r(r − 1)xr + 2rxr = 0

Se divide la ecuación para xr y se obtiene:

r(r − 1)(r − 2) + 3r(r − 1) + 2r = 0

Se obtiene sus raı́ces, que en este caso son:

r(r − 1)(r − 2) + 3r(r − 1) + 2r = 0

r(r2 − 3r + 2) + 3r2 − 3r + 2r = 0

r3 − 3r2 + 2r + 3r2 − r = 0

r3 + r = 0

r(r2 + 1) = 0

La ecuación caracterı́stica tiene 3 raı́ces: r1 = 0; es un número real
y , r2 = i y r3 = −i números imaginarios; Por lo tanto, la solución
general (integral general), de su parte homogénea, de la ecuación
diferencial es:

yh = y1(x) = C1 +C2 cos(ln(x)) +C3 sin(ln(x))

Donde: C1,C2,C3 son constantes cualesquiera.
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6. Resolver la ecuación diferencial:

x4y(4) + 6x3y ′′′ + 5x2y ′′ − xy ′ + y = 0

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de Euler de cuarto
orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuación caracterı́sti-
ca:

y = xr , y ′ = rxr−1, y ′′ = r(r − 1)xr−2, y(3) = r(r − 1)(r − 2)xr−3

y(4) = r(r − 1)(r − 2)(r − 3)xr−4

x4r(r − 1)(r − 2)(r − 3)xr−4 + 6x3r(r − 1)(r − 2)xr−3 + 5x2r(r − 1)xr−2−

−xrxr−1 + xr = 0

r(r − 1)(r − 2)(r − 3)xr + 6r(r − 1)(r − 2)xr + 5r(r − 1)xr − rxr + xr = 0

Se divide la expresión para xr :

r(r − 1)(r − 2)(r − 3) + 6r(r − 1)(r − 2) + 5r(r − 1)− r + 1 = 0

(r − 1)[r(r − 2)(r − 3) + 6r(r − 2) + 5r − 1] = 0

(r − 1)[r(r2 − 5r + 6) + 6r2 − 12r + 5r − 1] = 0

(r − 1)[r3 − 5r2 + 6r + 6r2 − 12r + 5r − 1] = 0

(r − 1)[r3 + r2 − r − 1] = 0 −→ (r − 1)[r2(r + 1)− (r + 1)] =

(r − 1)[r2(r + 1)− (r + 1)] = (r − 1)(r + 1)[r2 − 1] = 0

(r − 1)(r + 1)[r2 − 1] = (r − 1)(r + 1)(r − 1)(r + 1) = 0

(r − 1)2(r + 1)2 = 0

LA ecuación caracterı́stica tiene las siguientes raı́ces: r1 = 1 es
número real y se repite dos veces, r2 = −1 un número real y se
repite dos veces; por lo tanto, su solución general de la ecuación
diferencial de Euler de cuarto orden homogénea:

yh = y1(x) = x(C1 +C2 ln(x)) +
1
x

(C3 +C4 ln(x))

Donde :C1,C2,C3,C1
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2.6.3. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de
Euler de segundo orden Homogéneas

1) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Euler:
1. x2y ′′ + xy + y = 0

2. x2y ′′ − 2y = 0

3. x2y ′′ − xy ′ − 3y = 0

4. x2y ′′ + 3xy ′ + y = 0

5. x2y ′′ + xy + 4y = 0

6. x2y ′′ + 2xy − 6y = 0

7. x2y ′′ + xy ′ − y = 0

8. x2y ′′ + 5xy + 4y = 0

9. x2y ′′ − 2y = 0

10. x3y ′′′ − x2y ′′ + 2xy ′ − 2y = 0

11. x3y ′′′−9x2y ′′+37xy ′−64y = 0

12. x3y ′′′ − x2y ′′ + 2xy ′ − 2y = 0

1. x2y ′′ + xy + 6y = 0

2. x2y ′′ − 3xy + 3y = 0

3. x2y ′′ + 5xy ′ + 4y = 0

4. x2y ′′ + 9xy ′ + 12y = 0

5. x2y ′′ + 2xy − 2y = 0

6. x2y ′′ + xy ′ = 0

7. x2y ′′ − 2xy ′ + 2y = 0

8. x2y ′′ − 4xy ′ + 6y = 0

9. x2y ′′ − 2xy ′ − 4y = 0

10. x3y ′′′ + 3x2y ′′ + 2xy ′ = 0

11. x3y ′′′ + 2x2y ′′ − xy + y = 0

12. x3y ′′′ + xy ′ − y = 0
2) Resolver las ecuaciones diferenciales de Euler si son dane las

condiciones iniciales.
1. x2y ′′ + 2xy ′ = 0 y(1) = 3, y(2) = 1
2. x2y ′′ + 2xy ′ = 0 y(−1) = 1, y(2) = 1
3. x2y ′′ + 2xy ′ − 12y = 0 y(1) = 1, y(2) = 8
4. x2y ′′ − 4xy ′ + 6y = 0 y(2) = 1, y(1) = 8
5. x2y ′′ + 2xy − 6y = 0 y(0) = 1, y(1) = 2
6. x2y ′′ + xy ′ = 0 y(0) = 1, y(1) = 3
7. x2y ′′ − 3xy + 3y = 0 y(1) = 1, y(2) = 2
8. x2y ′′ − 3xy + 3y = 0 y(−1) = 1, y(0) = 2

2.6.4. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Euler de
Segundo y ’n’ Orden No-homogéneas

1. Resolver la ecuación diferencial:

x2y ′′ − 3xy ′ − 5y = x2 ln(x)
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La ecuación dada, es una ecuación diferencial de Euler de segun-
do orden no-homogénea; por lo que, se obtiene su ecuación carac-
terı́stica:

y = xr , y ′ = rxr−1, y ′′ = r(r − 1)xr−2

x2y ′′ − 3xy ′ − 5y = 0 −→ x2r(r − 1)xr−2 − 3xrxr−1 − 5xr = 0

r(r − 1)xr − 3rxr − 5xr = 0

Se divide para xr :
r(r − 1)− 3r − 5 = 0

Se encuentra las raı́ces del polinomio de segundo orden:

r1 = −1, r2 = 5

Las dos raı́ces son números reales, lo que nos permite encontrar la
integral general, de la ecuación diferencial, su parte homogénea:

yh = y1(x) = C1x
5 +C2x

−1

Se encuentra la solución especifica de la ecuación diferencial, su
parte no-homogénea, se aplica el método de la variación de las cons-
tantes:

yh = y1(x) = C1x
5 +C2x

−1

y2(x) = C1(x)x5 +C2(x)x−1

Se obtiene el sistema de ecuaciones: C ′1(x)x5 + C ′2(x)x−1 = 0

C ′1(x)5x4 + C ′2(x)(−1)x−2 =
x2 ln(x)
x2 = ln(x)

Al resolver el sistema, se obtiene:

C ′1(x) =
1
6
x−4 ln(x); C ′2(x) = −1

6
x2 ln(x)

Después de integrar, se obtiene ( el estudiante debe obtener las in-
tegrales):

C1(x) = − 1
18
x−3 ln(x)− 1

54
x−3, C2(x) = − 1

18
x3 ln(x) +

1
54
x3

Se reemplaza en la ecuación diferencial de Euler:

y∼h = y2(x) = C1(x)x5 +C2(x)x−1 =
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=
(
− 1

18
x−3 ln(x)

)
x5 +

(
− 1

18
x3 ln(x) +

1
54
x3

)
x−1

Se simplifica la expresión:

y∼h = y2(x) = −1
9
x2 ln(x)

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h = y1(x) + y2(x) = C1x
5 +C2x

−1 − 1
9
x2 ln(x)

2. Resolver la ecuación diferencial:

x2y ′′ + xy ′ − y = x2

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de Euler de segun-
do orden no-homogénea; por lo que, se obtiene su ecuación carac-
terı́stica:

y = xr , y ′ = rxr−1, y ′′ = r(r − 1)xr−2

x2y ′′ + xy ′ − y = 0 −→ x2r(r − 1)xr−2 + xrxr−1 − xr = 0

r(r − 1)xr + rxr − xr = 0

Se divide para xr :
r(r − 1) + r − 1 = 0

Se encuentra las raı́ces del polinomio de segundo orden:

r1 = −1, r2 = 1

Las dos raı́ces son números reales, lo que nos permite encontrar la
integral general, de la ecuación diferencial, su parte homogénea:

yh = y1(x) = C1x
1 +C2x

−1

Se encuentra la solución especifica de la ecuación diferencial, su
parte no-homogénea, se aplica el método de la adivinanza; ya que,
f (x) = x2 un polinomio de segundo orden:

y∼h = y2(x) = ax2 + bx+ c

Se deriva dos veces:

y ′ = 2ax+ b, y ′′ = 2a
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Se reemplaza en la ecuación diferencial:

x2y ′′ + xy ′ − y = x2 −→ x2(2a) + x(2ax+ b)− (ax2 + bx+ cx) = x2

2ax2 + 2ax2 + bx − ax2 − bx − cx = x2

3ax2 − cx = x2

Se iguala los coeficientes del lado izquierdo con los coeficientes del
lado derecho:

3a = 1 −→ a =
1
3
, c = 0, b = cualquier valor

Se reemplaza:

y∼h = y2(x) =
1
3
x2 + bx

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h = y1(x) + y2(x) = C1x+C2x
−1 +

1
3
x2 + bx

3. Resolver la ecuación diferencial:

x2y ′′ + xy ′ = 12ln(x)

La ecuación dada, es una ecuación diferencial de Euler de segun-
do orden no-homogénea; por lo que, se obtiene su ecuación carac-
terı́stica:

y = xr , y ′ = rxr−1, y ′′ = r(r − 1)xr−2

x2y ′′ + xy ′ = 0 −→ x2r(r − 1)xr−2 + xrxr−1 = 0

r(r − 1)xr + rxr = 0

Se divide para xr :
r(r − 1) + r = 0

Se encuentra las raı́ces del polinomio de segundo orden:

r1 = 0, r2 = 0

Se obtiene la solución de su parte homogénea:

yh = y1(x) = C1 +C2 ln(x)

Se encuentra la solución especifica de la ecuación diferencial, su
parte no-homogénea, se aplica el método de la variación de las cons-
tantes:

yh = y1(x) = C1 +C2 ln(x)
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y2(x) = C1(x) +C2 ln(x)

Se obtiene el sistema de ecuaciones: C
′
1(x) · 1 + C ′2(x) ln(x) = 0

0 + C ′2(x)x−1 =
ln(x)
x2

Al resolver el sistema, se obtiene:

C ′1(x) = −12(ln(x))2

x
, C ′2(x) =

12ln(x)
x

Después de integrar, se obtiene ( el estudiante debe integrar):

C1(x) = −4(ln(x))3, C2(x) = 6(ln(x))2

Se reemplaza para obtener su solución especifica. La solución a su
parte no-homogénea:

y∼h = y2(x) = C1(x)+C2(x) ln(x) = −4(ln(x))3+6(ln(x))2 ln(x) = 2(ln(x))3

La solución al ejercicio:

y = yh + y∼h = y1(x) + y2(x) = C1 +C2 ln(x) + 2(ln(x))3

Donde : C1,C2 son constantes cualesquiera.
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2.6.5. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Euler de
Segundo y ’n’ Orden No-homogéneas

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Euler no-homogéneas.

1. x2y ′′ + xy ′ + y = x

2. x2y ′′ − xy ′ + y = 2x

3. x2y ′′ − 2xy ′ + 2y = 2x3 − x

4. x2y ′′ − 2xy ′ − 3y = −16ln(x)
x

5. x2y ′′ − 4xy ′ + 6y = x

6. x2y ′′ − 6y = 12ln(x)

7. x3y ′′′−x2y ′′+2xy ′−2y = x3+3x

8. x2y ′′ − 2xy ′ + 2y = 4x

9. x2y ′′ − 4xy ′ + 6y = x5

10. x2y ′′ + 6xy ′ = 12ln(x)

11. x2y ′′ − xy ′ + y =
1
x

12. x2y ′′ + xy ′ + y = 6x − x ln(x)

13. x2y ′′ + 4xy ′ + 2y = 2(ln(x))2 +
12x

14. x2y ′′ − 2xy ′ + 2y = x2 − 2x+ 2

a) x2y ′′ + xy ′ = 6x ln(x)

b) x2y ′′ + xy ′ + y = 2sin(ln(x))

c) x2y ′′ − xy ′ + y = 3x3

d) x2y ′′ − 4xy ′ + 6y = 2ax+ 12
b
x

e) x2y ′′ − 2xy ′ + 2y = 3x5 ln(x)

f ) x3y ′′′+x2y ′′+2xy ′−2y = 2x3 +
3x

g) x2y ′′ − xy ′ + y = 2x2

h) x2y ′′ + xy ′ =
1

cos(x)

i) x2y ′′ − xy ′ + y =
1

1 + ex

j) x2y ′′ + xy ′ =
ln(x)
x

k) x2y ′′ + 3xy ′ + y =
6ln(x)
x

2.7. Ciertas Aplicaciones de las Ecuaciones Diferencia-
les de Segundo Orden.

1. Encontrar todas las curvas, de las cuales su curvatura es igual a la
función f(x). El ejercicio nos indica que: la curvatura de una función
es f(x), lo cual se podrı́a escribir:

k = f (x) = y (2.72)

178 Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 2.

De calculo diferencial, se puede obtener la formula general para la
curvatura de una función cualquiera, que esta definida por:

k =
y ′′

(1 + y ′2)
3
2

(2.73)

Por lo tanto, se puede escribir:

f (x) = y =
y ′′

(1 + y ′2)
3
2

(2.74)

Por lo general, se considera que, el elemento que se encuentra en el
numerador de la formula definida para el calculo de curvaturas esta
con valor absoluto, es decir, se puede utilizar una de las formulas:

f (x) = y =
y ′′

(1 + y ′2)
3
2
, −f (x) = −y =

y ′′

(1 + y ′2)
3
2

Como se observa , en ninguna de las formulas aparece el elemento
x; por lo tanto:

y ′ = p, y ′′ = p′ =
dp

dx
(2.75)

Se reemplaza (2.63) en la ecuación diferencial (2.62):

f (x) =
y ′′

(1 + y ′2)
3
2
, −→ f (x) =

dp

dx

(1 + p2)
3
2
−→ f (x) =

dp

dx(1 + p2)
3
2

Lo que representa una ecuación diferencial de primer orden de va-
riables separables:

f (x)dx =
dp

(1 + p2)
3
2

Se integral a ambos lados de la identidad:

f (x)dx =
dp

(1 + p2)
3
2
−→

∫
f (x)dx+C1 =

∫
dp

(1 + p2)
3
2

(2.76)

La expresión del lado izquierdo, representa una función cualquiera;
por lo tanto, se integral el lado derecho, para lo cual, se realiza un
cambio de variable:

p = tan(θ) −→ dp =
dθ

cos2(θ)
(2.77)
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Se reemplaza (2.65) en (2.64) :∫
dp

(1 + p2)
3
2

=
∫

dp

[(1 + p2)
1
2 ]3

=
∫

dθ

cos2(θ)[
√

1 + tan2(θ)]3
=

=
∫

dθ

cos2(θ)[
√

1 + tan(θ)2]3
=

∫
dθ

cos2(θ)[
√

1 + tan2(θ)]3
=

=
∫

dθ

cos2(θ)[
√

1 + tan2(θ)]3
=

∫
dθ

cos2(θ)
[

1
cos(θ)

]3 =

=
∫

cos3(θ)dθ
cos2 =

∫
cos(θ)dθ = sin(θ) +C∫

f (x)dx+C1 = sin(θ) +C2∫
f (x)dx+C1 −C2 = sin(θ)∫
f (x)dx+C = sin(θ)

Donde: C = C1 −C2, son constantes cualesquiera. Se recuerda que:
f(x) no esta definida en el ejercicio y por lo tanto, sera cualquier tipo
de función.
Pero, se tiene:

p = tan(θ) −→
dy

dx
= tan(θ) =

sin(θ)
cos(θ)

=
sin(θ)√

1− sin2(θ)

Por lo tanto:

dy

dx
=

sin(θ)√
1− sin2(θ)

=

∫
f (x)dx+C√

1−
(∫
f (x)dx+C)2

) =

dy =

∫
f (x)dx+C√

1−
(∫
f (x)dx+C)2

)dx =

Se integra a ambos lados de la identidad obtenida:

y =
∫ ∫

f (x)dx+C√
1−

(∫
f (x)dx+C)2

)dx+C1 =
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Donde : C,C1 son constantes cualesquiera.

La expresión obtenida representa el conjunto de curvas que cumple
las condiciones del ejercicio.

En el caso de que: f (x) =
1
R

donde: R es una constante.

y =
∫ 1

R
x+C√

1−
(1
R
x+C)2

)dx+C1

Para integrar la última expresión se realiza un cambio de variable y
se deriva:

z =
1
R
x+C −→ dx = Rdz

se reemplaza en la integral y se integra:

y =
∫ 1

R
x+C√

1−
(1
R
x+C)2

)dx+C1 = R
∫

zdz
√

1− z2
= −R

√
1− z2 +C1

Se obtiene:

y −C1 = −R
√

1−
(x
R

+C
)2

Se eleva al cuadrado ambos lados:

(y −C1)2 = R2 −R2
(x
R

+C
)2
−→ (y −C1)2 = R2 −

(Rx
R

+RC
)2

Finalmente se obtiene:

(y −C1)2 + (x+RC)2 = R2

Que representa el conjunto de todas las circunferencias de radio R
en el plano Oxy. Además, se demostró que, las únicas figuras en
un plano con una curvatura constante y diferente de cero son las
circunferencias. Si la curvatura:

k = f(x) = 0,

la ecuación toma la forma:

y ′′ = 0 −→ y ′ = C −→ y = Cx+C1
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Donde C,C1 son constantes cualesquiera.
Por lo tanto, las únicas figuras de curvatura constante e igual a cero,
es la función lineal.

2. Que forma toma una cadena uniforme, no-elástica por influencia
de su propio peso, si esta sujeta a dos soportes.
El análisis se lo realiza en el plano Oxy, además, el punto más bajo,
que la función toma, en el gráfico es el punto A.

La forma que toma la cadena, se la define ,como:

y = y(x) (2.78)

Se considera un punto cualquiera P(x,y(x)). En el arco ÂP de la ca-
dena actúan tres fuerzas:

1. El peso Q, de la parte ÂP de la cadena, el cual, se lo puede definir,
como el producto de su densidad lineal δ y su longitud de arco s:

2. La fuerza tangencial a la curva en el punto A.

3. La fuerza tangencial N en cualquier punto del arco ÂP , en este
caso, punto P

Q = δ · s (2.79)

La cadena no tiene movimiento; por lo tanto, la sumatoria de
fuerzas en el eje x e y igual a cero:∑

fx = 0 −→ Nx + (−N0) = 0 −→ Nx =N0 −→ N cosθ =N0∑
fy = 0 −→ Ny + (−Q) = 0 −→ Ny =Q −→ N sinθ = δ · s

Donde: el ángulo θ es el ángulo de inclinación de la fuerza N con
respecto el eje x. En todos los ejercicios de este tipo se encuentra
la tangente:

tanθ =
sinθ
cosθ

=
Nδ · s
N ·N0

=
δ · s
N0

Por comodidad, se reemplaza:

a =
N0

δ

Además, se recuerda que:

tanθ = y ′(x)

182 Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 2.

Por lo tanto, se obtiene:

y ′(x) =
s
a

(2.80)

el problema en este momento es que, por el lado derecho de esta
identidad (2.68), no se tiene algo con diferencial; por lo tanto, se
deriva con respecto a x:

y ′(x) =
s
a
−→ y ′′(x) =

1
a
ds
dx

(2.81)

Se recuerda de cálculo integral, la derivada de longitud de arco
de una función es:

ds
dx

=
√

1 + y ′2 (2.82)

Por lo tanto, se obtiene al reemplazar (2.70) en (2.69):

y ′(x) =
s
a
−→ y ′′(x) =

1
a
ds
dx

=
1
a

√
1 + y ′2 (2.83)

La última expresión es una ecuación diferencial de segundo or-
den, que no tiene el elemento x, se realiza un cambio de variable:

y ′ = p −→ y ′′(x) =
dp

dx
(2.84)

Se reemplaza (2.72) en (2.71):

dp

dx
=

1
a

√
1 + p2

dp√
1 + p2

=
1
a
dx

Se integra ambos lados de la identidad obtenida:∫
dp√

1 + p2
=

∫
1
a
dx

Se obtiene después de integrar, las dos integrales son básicas:

ln
(
p+

√
1 + p2

)
=

1
a
x+C
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Se debe obtener el valor de la
constante, para lo cual se utiliza
el punto A, donde y’(x) = 0; ya
que, es paralela al eje x; por lo
tanto,

p(x = 0) = y ′(x = 0) = 0

Se obtiene:

C = 0

Ası́ que:

ln
(
p+

√
1 + p2

)
=

1
a
x

Se necesita despejar p: Figura 2.0

ln
(
p+

√
1 + p2

)
=

1
a
x −→ p+

√
1 + p2 = e

x
a√

1 + p2 = e
x
a − p

Se eleva al cuadrado:

1 + p2 = (e
x
a − p)2 −→ 1 + p2 = e

2x
a − 2pe

x
a + p2

1 = e
2x
a − 2pe

x
a −→ 2pe

x
a = e

2x
a − 1

p =
1
2

e 2x
a − 1

e
x
a

 =
1
2

[
e
x
a − 1

e
x
a

]
=

1
2

[
e
x
a − e−

x
a

]
Se reemplaza p:

y ′ = p =
1
2

[
e
x
a − e−

x
a

]
Se integra a ambos lados:

y +C1 =
a
2

[
e
x
a + e−

x
a

]
para encontrar el valor de la constante, se utiliza el punto A(0,a),
por lo tanto:

y +C1 =
a
2

[
e
x
a + e−

x
a

]
−→ a+C1 =

a
2

[1 + 1] −→ C1 = 0

Finalmente,la ecuación de la forma que toma la cadena:

y =
a
2

[
e
x
a + e−

x
a

]
= acosh

(x
a

)
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4. Un paracaı́das desciende desde una altura ’h’,sujetando una ma-
sa ’m’. Determinar la máxima velocidad con la cual llega a tierra
y calcular el tiempo de caı́da,si la resistencia del aire es directa-
mente proporcional al cuadrado de la velocidad.
Se considera que la caı́da de paracaı́das es perpendicular a la
superficie.
La resistencia del aire en un momento ’t’ es :

fa ∝ v2 −→ fa = kv2

Donde: k - coeficiente de proporcionalidad, una constante; a v -
la velocidad de caı́da en un tiempo ’t’.
La velocidad esta definida por:

v =
ds
dt

Donde: s es el recorrido realizado por el paracaı́das en un tiem-
po ’t’ dado. En todos estos ejercicios de este tipo o parecidos, se
recurre a la segunda ley de Newton:∑

fi =m · a

La cual indica, que la suma de todas las fuerza que actúan en un
cuerpo es igual al producto de la masa por su aceleración ( en
este caso, ya que el cuerpo tiene movimiento). En este momento
en el cuerpo actúan dos fuerzas, la de su propio peso (fp) y la
resistencia del aire (fa); por lo tanto se escribe:∑

fi =m · a −→ fp + fa =m · a

Donde:

fp =m · g aceleración gravitacional

fa = k · v2 la resistencia del aire tiene signo negativo.

a =
d2s
dt2

La aceleración del cuerpo

Por lo que, se escribe:

m
d2s
dt2

=mg − k
(
ds
dt

)2
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Esta expresión es una ecuación diferencial de segundo orden,
que no tiene x, solamente y”, y.
Se realiza un cambio de variable, que en este caso, se aprovecha
de otra forma de representar la aceleración, en función de la ve-
locidad:

a =
dv
dt

Entonces, se puede escribir:

m
dv
dt

=mg − k (v)2 −→ dv
dt

= g − k
m

(v)2

Que representa una ecuación diferencial de primer orden de va-
riables separables. Por comodidad, se realiza un cambio de las
constantes:

r =

√
mg

k

Con lo cual, se obtiene:

dv
dt

=
k
m

(
r2 − v2

)
En este momento, se puede realizar un análisis de lo escrito:
En este tipo de movimiento, la velocidad tiene que aumentar, es
decir:

dv
dt

> 0

Por lo tanto, r > v; ’r’ puede ser igual pero nunca menor a v, esto
permite obtener la velocidad máxima, que un cuerpo va atener,
en una caı́da libre:

vlimite = r =

√
mg

k

Por lo tanto, si t −→∞, entonces v −→ r.

Se debe tener en cuenta, lo que se acaba de escribir y ahora se
integra ambos lados de la identidad:

dv
dt

=
k
m

(
r2 − v2

)
−→ dv

r2 − v2 =
k
m
dt −→

∫
dv

r2 − v2 =
∫

k
m
dt

Al realizar la integración, se obtiene (El estudiante debe verificar
el resultado):

1
2r

ln
(r + v
r − v

)
=
k
m
t +C
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Para obtener , el valor de C: si t = 0, v = 0; entonces, C = 0.
Por comodidad, se considera que:

2rk
m

= a

En ese caso , se tiene:
r + v
r − v

= eat

Se despeja v:

v = r · e
at − 1
eat + 1

−→ ds
dt

= r · e
at − 1
eat + 1

ds = r · e
at − 1
eat + 1

dt −→ s = r
∫
·e
at − 1
eat + 1

dt

Se divide el numerador y denominador por e
at
2 :

s = r
∫
·e

at
2 − e− at2
e
at
2 + e−

at
2
dt = r

∫
tanh

(at
2

)
dt

=
2r
a

ln
(
cosh

(at
2

))
+C1

Se encuentra el valor de C1; para lo cual, si t = 0, s = 0 y :

cosh(0) =
e0 + e−0

2
= 1

Al reemplazar estos valores, se obtiene que: C1 = 0.
Finalmente, reemplazando r y a:

s =
m
k

ln

cosh


√
kg

m
· t


La expresión obtenida nos indica, el recorrido del paracaı́das en
un tiempo ’t’. El tiempo, en el cual, el paracaı́das cae de la altura
’h’

h =
m
k

ln

cosh


√
kg

m
· t


Para encontrar el tiempo en función de la altura; es decir, t = f(h),
esto se despeja de la expresión obtenida:

t =
√
m
kg

(
e
kh
m +

√
e

2kh
m −1

)
El estudiante debe obtener la última expresión.
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5. Un cuerpo de masa ’m’ se encuentra a una distancia ’a’, del cen-
tro de la tierra. En el momento t = 0, tiene una velocidad v0. El
cuerpo tiene dirección al centro de la tierra. Que velocidad tiene
el cuerpo por influencia de la fuerza de gravedad, si se acerca a
la tierra una distancia ’s’.
Si la distancia ’a’ es bastante grande, se debe tomar en conside-
ración la fuerza de atracción en el tiempo de su movimiento. La
fuerza de atracción a la distancia ’a’ esta definida por:

fa = k
mcmt

a2 −→ fa · a2 = kmcmt

La fuerza de atracción a la distancia ’a - s’ esta definida por:

fa−s = k
mcmt

(a− s)2 −→ fa−s · (a− s92 = kmcmt

Donde:mc - masa del cuerpo;mt - masa de la tierra: k - una cons-
tante.
Esto permite obtener la identidad:

faa
2 = fa−s · (a− s)2

Una fuerza esta definida por: f =m ·a, pero en este caso la fuerza
sera: f =m · g donde g- aceleración .

m · ga · a2 =m · ga−s · (a− s)2

ga−s
ga

=
a2

(a− s)2

ga−s = ga
a2

(a− s)2

La aceleración a la distancia ’s’ se define como:

gs =
d2s
dt2

= s′′

Por lo tanto:

s′′ = ga
a2

(a− s)2

Se puede facilitar el calculo, si se recurre a un pequeño truco
matemático ; es decir, (s′2)′ = 2s′′ds. Por lo tanto a ambos lados
de la última identidad multiplicamos por 2ds:

(s′2)′ = 2s′′ds = 2ga
a2

(a− s)2ds
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Se obtiene:

(s′2)′ = 2ga
a2

(a− s)2ds

Se integra ambos lados de la identidad:∫
(s′2)′ = 2

∫
ga

a2

(a− s)2ds

(s′2) = 2
∫
ga

a2

(a− s)2ds

(s′2) = 2gaa
2
∫

1
(a− s)2ds = 2gaa

2 1
a− s

+C

Se conoce que:

s′ =
ds
dt

= v

Lo cual, permite escribir:

v2 = 2gaa
2 1
a− s

+C

Se determina el valor de C, ya que, t = 0; s = 0 y v = v0

v2
0 = 2gaa

2 1
a

+C −→ C = v2
0 − 2gaa

2 1
a

Se reemplaza:

v2 = 2gaa
2 1
a− s

+C −→ v2 = 2gaa
2 1
a− s

+ v2
0 − 2gaa

2 1
a

Finalmente:
v2 = v2

0 + 2gaa
2 1
a− s

− 2gaa
2 1
a

v2 = v2
0 + 2gaa

2
[ 1
a− s

− 1
a

]
v =

√
v2

0 + 2gaa2
[ 1
a− s

− 1
a

]
6. Un hombre con su perro están en el parque. El hombre se mue-

ve con velocidad constante y se puede suponer que se mueve (en
linea recta) por el eje ’x’. El perro persigue a su dueño, por una
curva con velocidad constante, en dirección a su dueño. En el
momento t = 0, el hombre se encuentra en el punto de origen y
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el perro en un punto P0(0, y0). Encontrar la función que repre-
sente la curva, por la cual, el perro persigue a su dueño hasta
encontrarlo.
El ejercicio considera que las velocidades del hombre y del perro
son constantes, esa es una facilidad para resolver el ejercicio. En
el momento de encontrar la solución. las velocidades pueden ser
diferentes y no constantes.
El hombre tiene una velocidad constante:

vh =
ξ
t
−→ ξ = vht

La recta tangencial a la curva de persecución del perro, tiene por
ecuación:

y − y0 =m(x − x0)

Donde : m- pendiente de la rec-
ta, también se lo puede escribir:

m =
dy

dx
; el punto (x0, y0) es el pun-

to por el que pasa la recta, en este
caso es el punto W (ξ,0)

y − 0 =
dy

dx
(x − ξ)

y =
dy

dx
(x − ξ)

y = y ′(x − ξ)

ξ = x −
y

y ′

vht = x −
y

y ′

Figura 2.1

Se deriva ambos lados de la última expresión con respecto a ’t’:

vh =
dx
dt

=
dx
dt
−
y ′2 − yy ′′

y ′2
dx
dt

Por lo tanto:

vh =
yy ′′

y ′2
dx
dt

Finalmente:
dx
dt

=
vhy

′2

yy ′′
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Se ha encontrado una expresión que representa el cambio de re-
corrido en el eje ’x’ en función del tiempo.
Ahora, se hace lo mismo, tomando un punto que se mueve por la
curva que sigue el perro: La velocidad del punto P en el momento
’t’ es igual:

vp =
ds
dt

Es una expresión que represente un cambio de ’s’ en función del
tiempo, pero se requiere el cambio de ’x’; por lo tanto:

vp =
ds
dx
· .dx
dt

El primer elemento de esta identidad, representa el cambio sobre
la curva, es decir, el cambio de la longitud de arco:

vp =
ds
dx
· .dx
dt

=
√

1 + y ′2 · .dx
dt

Se requiere encontrar,una relación entre: vh y vp, para lo cual, se
utiliza:

dx
dt

=
vhy

′2

yy ′′

Y se reemplaza en la identidad:

vp =
√

1 + y ′2 ·
vhy

′2

yy ′′

Por comodidad, se reemplaza:

λ =
vp
vh

vp =
√

1 + y ′2 ·
vhy

′2

yy ′′
−→

vp
vh

=
√

1 + y ′2 ·
y ′2

yy ′′

λ =
√

1 + y ′2 ·
y ′2

yy ′′

Se despeja la segunda diferencial:

y ′′ =
1
λ

y ′2

y

√
1 + y ′2

Se ha obtenido una ecuación diferencial de segundo orden y en
su estructura no hay ’x’, se realiza un cambio de variable:

dy

dx
= y ′ = p −→ y ′′ =

dp

dy

dy

dx
=
dp

dy
p
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Se reemplaza:
dp

dy
p =

1
λ

p2

y

√
1 + p2

Es una ecuación diferencial de primer orden de variables sepa-
rables:

dp

p
√

1 + p2
=

1
λ

dy

y

Se integra a ambos lados de la identidad:∫
dp

p
√

1 + p2
=

∫
1
λ

dy

y∫
dp

p
√

1 + p2
=

1
λ

ln(y)

Se integral el lado izquierdo, para lo cual se realiza un cambio de
variable:

1
p

= q −→ 1
q

= p −→
dq

q2 = −dp

Se reemplaza en la integral, se integra y se obtiene:

dq√
1 + q2

=
1
λ

ln(y) + ln(C)

ln(q+
√

1 + q2) = lnC(y)
1
λ

q+
√

1 + q2 = C(y)
1
λ

Para encontrar el valor de C: t= 0; y = y0 en este momento la
tangente es perpendicular el eje ’x’:

q =
1
p

=
dx
dy

= 0

Por lo tanto:

0 +
√

1 + 0 = C λ
√
y0 −→ C =

1
λ
√
y0

Se reemplaza el valor de la constante:

q+
√

1 + q2 =
1
λ
√
y0

(y)
1
λ = λ

√
y

y0
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Se despeja q:

q =
1
2

[
λ

√
y

y0
− λ

√
y0

y

]
Se reemplaza q:

dx =
1
2

[
λ

√
y

y0
− λ

√
y0

y

]
dy

Se integra y se obtiene:

x =
1
2

 1
λ
√
y0

y
1
λ+1

1
λ

+ 1
− λ
√
y0
y1− 1

λ

1− 1
λ

+C1

x =
λ
2
y

[
1

λ+ 1
λ

√
y

y0
− 1
λ− 1

λ

√
y0

y

]
+C1

Se encuentra el valor de C1, si x = 0 e y = y0 :

0 =
λ
2
y0

[ 1
λ+ 1

− 1
λ− 1

]
+C1

C1 =
y0λ

λ2 − 1
Finalmente:

x =
1
2

 1
λ
√
y0

y
1
λ+1

1
λ

+ 1
− λ
√
y0
y1− 1

λ

1− 1
λ

+
y0λ

λ2 − 1

El punto K, es punto en el cual, la curva corta al eje ’x’. es el
punto de encuentro, xK se obtiene cuando y = 0:

xK =
y0λ

λ2 − 1

El tiempo que persigue el perro al dueño:

tK =
xK
vh

=
y0λ

(λ2 − 1)vh

El perro en este tiempo recorre la distancia:

s = vptK =
vp
vh
·
y0λ

(λ2 − 1)
=

y0λ
2

(λ2 − 1)

Este ejercicio se lo conoce como la curva de persecución.
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7. Obtener las ecuaciones diferenciales que permiten realizar un
análisis de un circuito eléctrico, que conste de los 3 elementos:
Resistencias (R), inducciones (L) Condensadores (C) y por esto,
que se les conoce como circuitos RLC:

Figura 2.2

Este circuito RLC, es un elemento tecnológico bien cercano a la
realidad, existe muchas aplicaciones de este circuito en la inge-
nierı́a y de ahı́ su necesidad de analizarlo. Por lo tanto, se requie-
re una ecuación diferencial para definir sus cambios con respecto
al tiempo de cada una de las variables:es decir:

1) Se requiere una ecuación para el cambio de voltaje.
2) Se requiere una ecuación para el cambio de corriente eléctri-

ca.
3) Se requiere una ecuación para el cambio de carga del circuito.

En cualquiera de los casos, se inicia aplicando la segunda ley de
Kirchof , que indica:
La sumatoria de los voltajes de cada uno de los elementos, que
forma el circuito eléctrico es igual al voltaje del circuito eléctrico,
en la figura 2.2 es E(t).

E(t) =

V oltaje de la bobina︷︸︸︷
L
di
dt

+ iR︸︷︷︸
V oltaje de la resistencia

+

V oltaje para el condesador︷︸︸︷
q

C

En forma reducida:

E(t) = L
di
dt

+ iR+
q

C

esta expresión NO se la puede tratar como una ecuación diferen-
cial de primer orden, ya que existe una relación ente q e i, que
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es:

i =
dq

dt
La expresión se deriva con respecto al tiempo:

E′(t) = L
d2i
dt2

+R
di
dt

+
1
C

dq

dt

E′(t) = L
d2i
dt2

+R
di
dt

+
i
C

Se ha obtenido una ecuación diferencial linea de segundo orden
con coeficientes constantes, que son: R,L,y C, que permite anali-
zar los cambios de i con respecto el tiempo de un circuito eléctri-
co.
En algunos libros realizan la substitución:

S =
1
C

Se obtendrı́a:

E′(t) = L
d2i
dt2

+R
di
dt

+ Si

Si se desea realizar un análisis con respecto q:

E(t) = L
di
dt

+ iR+
q

C

Se reemplaza:

i =
dq

dt
−→ di =

d2q

dt2

Se obtendrı́a:

E(t) = L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+
q

C

E(t) = L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+ Sq

Una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficien-
tes constantes. Para definir una relación entre el voltaje y el tiem-
po, se utiliza la relación y sus derivadas entre q y V:

q = CV −→
dq

dt
= C

dV
dt
−→

d2q

dt2
= C

d2V
dt2

Se reemplaza en la identidad:

E(t) = L
d2q

dt2
+R

dq

dt
+
q

C
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E(t) = LC
d2V
dt2

+RC
dV
dt

+V

Lo obtenido es una ecuación diferencial lineal de segundo orden,
que permite realizar un análisis del cambio de voltaje en un cir-
cuito eléctrico con respecto el tiempo.

2.7.1. Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales de Segundo Or-
den.

1) Un punto de masa ’m’ es lanzado perpendicularmente hacia
arriba. Obtener una relación matemática que represente el re-
corrido del punto en función del tiempo ’t’. Si se conoce que:
S(t = 0) = S0 y V (t = 0) = V0. No tome en cuenta la resistencia
del aire y la aceleración g es constante e igual a 10

cm
s2

2) Un punto de masa ’m’ es lanzado perpendicularmente hacia
arriba. Obtener una relación matemática que represente el
recorrido ’S’ del punto en función del tiempo ’t’. Si se conoce
que: S(t = 0) = 0 y V (t = 0) = 1ms . En que tiempo alcanza su
máxima altura. No tome en cuenta la resistencia del aire y la
aceleración g es constante e igual a 10

cm
s2

3) Un cuerpo de masa ’m’ se encuentra, cuando t = 0, a una dis-
tancia S0 del centro de la tierra y tiene una velocidad V0 con
dirección al centro de la tierra. Determinar la velocidad del
cuerpo por influencia de la fuerza de gravedad, cuando se
acercado una distancia ’S’ a la tierra. Considere, que la acele-
ración gravitacional es inversamente proporcional al cuadra-
do de la distancia al centro de la tierra.

4) Una biga uniforme de longitud ’a’ sujeta ambos a lados se
dobla por su propio peso. Encontrar la ecuación de su dobla-
miento.

5) Un cuerpo de masa ’m’ cae de una altura ’h’. Determinar el
recorrido ’S’ del cuerpo en función del tiempo y encontrar el
tiempo, en el cual, el cuerpo recorre la altura ’h’. Conside-
re que la resistencia del aire es directamente proporcional al
cuadrado de su velocidad.

6) Analice el movimiento de un punto de masa ’m’ que vibra
por la influencia de la fuerza proporcional a su recorrido (-
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lx) y tiene una resistencia
(
−kdx
dt

)
, si se conoce que : x(0) =

S0 y x
′(0) = V0, además:

1. m = 0.01 gr, l = 6 cm, k = 0.2, S0 = 5cm,V0 = −50
cm
s

2. m = 0.01 gr, l = 6 cm, k = 1.2, S0 = 2cm,V0 = −12
cm
s

3. m = 0.01 gr, l = 6 cm, k =
√

0.24,S0 = 5cm,V0 = −24
cm
s

7) Una biga uniforme de longitud ’a’ sujeta en uno de sus lados
(x = 0), en el eje ’x’, en el otro extremo (x = a) se dobla por su
propio peso, tal que :

y ′′ = A(x − a)

Encontrar la ecuación de su doblamiento.
8) En cierto movimiento la relación de su aceleración con res-

pecto a su recorrido es una constante igual (a - 9). Encontrar
la ecuación del movimiento.

9) En cierto movimiento la relación de su aceleración con res-
pecto a su velocidad es una constante igual a -3. Encontrar la
ecuación del movimiento.

10) En cierto movimiento la relación de su aceleración
d2x
dt2

es

proporcional a su velocidad
dx
dt

Encontrar la ecuación del mo-

vimiento si k = 2.
11) Encuentre la intensidad de corriente en función del tiempo i

= f(t) para el circuito eléctrico RLC, si para t = 0, la fuente
f.e.m esta definida como: u =U sin(wt)

12) Encuentre la ecuación lineal x = f(t), si se conoce, que su re-

corrido es proporcional su aceleración
d2x
dt2

y tiene dirección

contraria al movimiento.
13) Encuentre la intensidad de corriente en función del tiempo i

= f(t) para el circuito eléctrico RLC, si para t = 0, fuente esta
definida como: u =U cos(wt)

14) Una cadena homogénea esta colgando en un clavo liso de tal
modo que, por un lado cuelga 8 m de la cadena y por el otro
10 m de largo? Cuanto tiempo tardara la cadena en caer, des-
lizándose alrededor del clavo?
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15) Una carga de masa de 4 Kg esta colgada de u resorte y lo
alarga en 1 cm. Hállese la ley de movimiento de la caga, si el
extremo superior del resorte realiza una oscilación armónica
vertical y = 2sin(30t) (cm) y en el momento inicial la carga
esta en reposo. ( Se desprecia la resistencia del medio am-
biente).

16) Hállese la ecuación de la curva que pasa por el origen de coor-
denadas, si el punto medio del segmento de su normal desde
un punto cualquiera de la curva hasta el eje Ox, esta situado
en la parábola 2y2 = x.

17) Hállese la ecuación de la curva que pasa por el punto (3,1), si
la longitud del segmento que se corta , por cualquier tangente
suya sobre el eje de coordenadas, es igual a su subnormal.

18) Hállese la ecuación de la curva que pasa por el punto (1,2) si
el producto de la abscisa del punto de tangencia por la abs-
cisa del punto de intersección, de la normal con el eje Ox, es
igual al cuadrado duplicado de la distancia desde el origen
de coordenadas hasta el punto de tangencia.

19) Hállese la ecuación de la curva que pasa por el punto (
√

2,0),
si la suma de las longitudes de su tangente y subtangente es
igual al producto de coordenadas del punto de tangencia.

20)
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Capı́tulo 3

Sistema de Ecuaciones Lineales
Diferenciales Ordinarias

1. Caracterı́sticas Básicas de los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias.

2. Resolver un Sistema de Ecuaciones Diferenciales con el Método de
Transformar el Sistema una Sola Ecuación Diferencial.

3. Resolver un Sistema de Ecuaciones Diferenciales con el Método de
las Primeras Integrales.

4. Resolver un Sistema de Ecuaciones Diferenciales con Coeficientes
Constantes.
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3.1. Caracterı́sticas Básicas de los Sistemas de ´ n ´ Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden

En muchas problemas y aplicaciones técnicas, en el momento en que
se desea encontrar una solución, por lo general, aparece un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias; por lo tanto, se debe conocer los
métodos que hacen posible su solución. Un sistema de ´ n ´ ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden tiene la forma:

dy1
dx = f1(x, y1, y2, y3, · · · , yn)

dy2
dx = f2(x, y1, y2, y3, · · · , yn)

· · · = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
dyn
dx = fn(x, y1, y2, y3, · · · , yn)

(3.1)

Las incógnitas en este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden (3.1) son ´ n ´ funciones de la forma y1 = y1(x), y2 =
y2(x), y3 = y3(x), , · · ·yn = yn(x). De las funciones:

f1 = (x, y1, y2, y3, y4, , · · · , yn),

f2 = (x,y1, y2, y3, y4, , · · · , yn),
...

fn = (x,y1, y2, y3, y4, , · · · , yn)

Son funciones conocidas, definidas y continuas en cierto intervalo de
(n+1) dimensiones. Las soluciones del sistema de ecuaciones diferencia-
les (3.1) de ´ n ´ funciones y1(x), y2(x), y3(x), · · ·yn(x), que al ser reem-
plazados en el sistema de ecuaciones diferenciales (3.1) deben satisfacer
la solución para todo ´ x ´ de un definido intervalo (a, b).
El teorema de Cauchy, para el valor inicial del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.1) que consiste en encontrar la solución de:

y1(x), y2(x), y3(x), y4(x), · · ·yn(x). (3.2)

Para el sistema de ecuaciones diferenciales, para el cual, se da un valor
de antemano conocido x = x0 se obtiene un valor:

y1(x0) = y(0)
1 , y2(x0) = y(0)

2 , y3(x0) = y(0)
3 , · · ·yn(x0) = y(0)

n .
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Si el lado derecho del sistema de ecuaciones diferenciales (3.1), es de-
cir, la funciones fi = (x, y1, y2, y3, y4, · · · yn), para i = (1,2,3...n) son con-
tinuas en cierta cercanı́a V del punto P (x0, y

(0)
1 , y

(0)
2 , y

(0)
3 , y

(0)
4 , · · · y(0)

n ) y
cumplen en esta cercanı́a las condiciones de Lipschitz con respecto a las
variables y1, y2, y3, y4 · · · yn en ese caso, existe, en la cercanı́a del punto
x0, una sola respuesta al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden (3.1).
La solución al sistema de ecuaciones diferenciales tiene la forma:

y1 = ϕ1(x, C1, C2, C3, · · · , Cn)

y2 = ϕ2(x, C1, C2, C3, · · · , Cn)

· · · = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yn = ϕn(x, C1, C2, C3, · · · , Cn)

(3.3)

Donde las constantes C1, C2, C3, · · ·Cn, son constantes libres. A esta so-
lución del sistema de ecuaciones (3.1), se la llama integral general del
sistema de ecuaciones, también conocida como solución explicita (3.3).
En el momento en el cual, no se pueda resolver el sistema de ecuacio-
nes diferenciales de la manera explicita, se obtendrá lo que se conoce
como la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma
implı́cita (3.4). 

θ1(x, y1, y2, y3, · · · , yn) = C1

θ2(x, y1, y2, y3, · · · , yn) = C2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · = · · ·
θn(x, y1, y2, y3, · · · , yn) = Cn

(3.4)

Si cualquiera de las funciones θ(x, y1, y2, y3, · · · yn, ) no es una igual de
identidad de la constante, pero toma un valor constante, cuando y1, y2, y3, · · ·yn,
se reemplaza en cualquiera de las soluciones y1(x), y2(x) y3(x), y4(x) · · · yn(x)
del sistema de ecuaciones diferenciales. La identidad:

θ(y1(x), y2(x), y3(x), y4(x), · · ·yn(x)) = C (3.5)

Se la llama la integral primera del sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden (3.1).
La solución de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de pri-
mer orden, significa, obtener la integral general de este sistema, que esta
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en la forma de un sistema de ´ n ´ integrales primeras. Si el lado derecho
del sistema de ecuaciones diferenciales cumple con el teorema de exis-
tencia de una solución, el sistema tiene ´ n ´ integrales primeras inde-
pendientes. Si se logra de cualquier forma encontrar las ´ n ´ integrales
primeras del sistema de ecuaciones diferenciales, lo que significa resol-
ver el sistema con respecto a y1, y2, y3, y4, · · ·yn estas serán las solucio-
nes generales ( integral general ) del sistema de ecuaciones diferenciales
(3.1). La condición suficiente y necesaria para que la ecuación:

θ(x,y1, y2, y3, y4, · · ·yn) = C (3.6)

Sea presentada como la integral primera, es que exista la identidad si-
guiente y se cumpla:

∂θ
∂x

+ f1(x,y1, y2 · · ·yn)
∂θ
∂y1

+ · · ·+ fn(x,y1, y2 · · ·yn)
∂θ
∂yn

= 0 (3.7)

Si se conoce una integral primera del sistema dado, el número de ecua-
ciones se reduce en una ecuación. Por lo tanto, es suficiente una integral
primera despejar una ecuación y reemplazarla en las otras (n - 1) ecua-
ciones.

3.2. Método de Transformar el Sistema de Ecuaciones
Diferenciales a una Sola Ecuación Diferencial

Este método consiste en que, se despega una de las variables de la
función ( lado derecho de las ecuaciones del sistema (3.1)) y se reempla-
za en las otras ecuaciones del sistema de ecuaciones diferenciales. Como
se puede entender es un método ya conocido por los estudiantes, conoci-
do con el nombre método de substitución, que es un método tradicional.
Este procedimiento se lo puede representar:

F(x, yn, y
′
n, y

′′
n , y

′′′
n , · · · y

(n)
n ) = 0 (3.8)

El siguiente paso es encontrar la integral general de la ecuación diferen-
cial, la cual, consta de ´ n ´ constantes libres. Con las demás incógnitas
y1(x), y2(x), , y3(x) , y4(x), · · · , yn−1(x) se despeja, se reemplaza , se sim-
plifica, se integra si es posible. Los pasos del método se repite las veces
que sea necesario.
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3.3. Caracterı́sticas Básicas de los Sistemas de Dos Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden

Un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer or-
den, se llama al sistema de la forma:

dy

dx
= f (x,y,z),

dz
dx

= f (x,y,z) (3.9)

De las funciones f(x, y, z) y f(x, y, z) son funciones continuas en cierto
dominio de tres variables V.
La solución al sistema de ecuaciones (3.9), se llama al conjunto de dos
funciones:

y = y(x), z = z(x) (3.10)

Estas funciones son definidas en cierto intervalo (a, b), donde se encuen-
tra el sistema diferencial(3.9). Toda linea en el espacio cartesiano de tres
ejes, que corresponde a la solución (3.10), se le denomina la curva inte-
gral del sistema (3.9). La solución al sistema de ecuaciones diferenciales
(3.9) en el intervalo (a, b), significa encontrar todas las funciones ´ y ´ e
´ z ´ que son la solución al sistema de ecuaciones diferenciales(3.9) en el
intervalo dado. Estas funciones, si existen dependen de dos constantes
cualesquiera C1 y C2. Por lo tanto, se puede escribir:

y = ϕ(x,C1,C2), z = ψ(x,C1,C2) (3.11)

Si se considera, que la condición , para cierto valor x0 ∈ (a,b) de la varia-
ble independiente (3.11) tome un valor dado y0, z0 el problema de encon-
trar la solución al sistema de ecuaciones diferenciales, se lo denomina el
valor inicial para el sistema (3.9). La solución general del sistema dife-
rencial(3.9) , se lo denomina a la solución (3.11) del sistema, que para
todo valor de x0 del intervalo a < x < b es la solución del valor inicial; es
decir, si la ecuación :

y0 = ϕ(x0,C1,C2), z0 = ψ(x0,C1,C2) (3.12)

Son la solución con respectoC1,C2 en forma clara, por el punto (x0, y0, z0)
pasa exactamente una curva de la familia de dos parámetros (3.11) Si ex-
presamos la solución general en forma de dos ecuaciones independien-
tes que aparecen por la solución del sistema (3.11) con relación a C1yC2

se obtiene dos ecuaciones en la forma:

φ(x,y,z) = C1 ψ(x,y,z) = C2 (3.13)

Cada una de estas soluciones, se les denomina la primera integral del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.1).
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3.4. Ejercicios Resueltos de Sistemas de Ecuaciones Di-
ferenciales Transformados a una Ecuación Diferen-
cial

1. Encuentre la integral general del sistema de ecuaciones:
dy
dx = x+ 2y + z

dz
dx = −1− 2x − 3y − 2z

De la primera ecuación del sistema despejo la variable z y se deriva
con respecto la variable x:

z =
dy

dx
− x − 2y −→ dz

dx
=
d2y

dx2 − 1− 2
dy

dx

Se reemplaza en la segunda ecuación del sistema de ecuaciones di-
ferenciales:

d2y

dx2 − 2
dy

dx
= −1− 2x − 3y − 2

dy

dx
+ 2x+ 4y

Al simplificar queda:
d2y

dx2 − y = 0

La ecuación es una ecuación diferencial de segundo orden con coefi-
cientes constates homogénea y ya se conoce el método de resolver,
este tipo de ecuaciones diferenciales. Su solución es:

d2y

dx2 − y = 0 −→ y = C1e
x +C2e

−x

El valor obtenido de y se reemplaza en la ecuación:

z =
dy

dx
− x − 2y −→ z = C1e

x −C2e
−x − x − 2C1e

x − 2C2e
−x

Al simplificar queda:

z = C1e
x −C2e

−x − x − 2C1e
x − 2C2e

−x

La solución final es:
y = C1e

x +C2e
−x

z = −x −C1e
x − 3C2e

−x
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2. Encontrar la integral general del sistema de ecuaciones diferencia-
les: 

dx
dt = y

dy
dt = z

dz
dt = x

Después de observar el sistema, se concluye que la operación deri-
var nos ayuda a resolver el sistema, se deriva la primera ecuación y
se reemplaza en la segunda: .

d2x
dt2

=
dy

dt
7−→ d2x

dt2
= z

La ultima ecuación se vuelve a derivar, se obtiene: .

d2x
dt2

= z −→ d3x
dt3

=
dz
dt

Al reemplazar se obtiene una ecuación diferencial de tercer orden
con coeficientes constantes:

d3x
dt3

=
dz
dt
−→ d3x

dt3
− dz
dt

= 0 −→ d3x
dt3
− x = 0

El método para resolver la ecuación obtenida es conocido, solo se
escribe la respuesta: .

x = C1e
t + e−

1
2 t

[
C2 cos

(√
3

2
t

)
+C3 sin

(√
3

2
t

)]
La variable y se la obtiene al derivar la ecuación obtenida para x, se
obtiene:

y = C1e
t − 1

2
e−

1
2 t

[
C2 cos

(√
3

2
t

)
+C3 sin

(√
3

2
t

)]
+

+e−
1
2 t

[
−
√

3
2
C2 sin

(√
3

2
t

)
+

√
3

2
C3 cos

(√
3

2
t

)]
La variable z se la obtiene al derivar, simplificar y asociar, se obtie-
ne:

z = C1e
t + e−

1
2 t

[(√
3

2
C2 −

1
2
C3

)
sin

(√
3

2
t

)
−

(
1
2
C2 +

√
3

2
C3

)
cos

(√
3

2
t

)]
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3. Encontrar la integral general del sistema de ecuaciones diferencia-
les: 

dy
dx = z+ 2y

dz
dx = y + sinx

De la primera ecuación se despeja z y se deriva con respecto a ´x ´:
.

z =
dy

dx
− 2y −→ dz

dx
=
d2y

dx2 − 2
dy

dx
Se reemplaza en la segunda ecuación del sistema, se obtiene: .

d2y

dx2 − 2
dy

dx
= y + sinx −→

d2y

dx2 − 2
dy

dx
− y = sinx

Se ha obtenido una ecuación diferencial de segundo orden con co-
eficientes constantes. El método para resolver este tipo de ecuacio-
nes ya se conoce. La solución a su parte homogénea es: .

yh = C1e
(1−
√

2x) +C2e
(1+
√

2x)

Se aplica el método de la adivinanza, lo que permite encontrar la
solución a su parte no-.homogénea: .

y∼h = −1
4

sinx+
1
4

cosx

La solución de y es: .

y = yh + y∼h = C1e
(1−
√

2x) +C2e
(1+
√

2x) +
1
4

cosx − 1
4

sinx

Con este valor es fácil obtener el valor de z: .

z =
dy

dx
− 2y =

.

= C1

(√
2− 1

)
e(1−

√
2)x −C2

(√
2 + 1

)
e(1−

√
2)x +

1
4

(sinx − 3cosx)

4. Encontrar la integral general del sistema de ecuaciones diferencia-
les: 

dy
dx = 1− 1

z

dz
dx =

1
y − z
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Por facilidad de resolver el ejercicio se escribe
dz
dx

= z′ ası́ mismo, se

lo hace para
dy

dx
. De la segunda ecuación se despeja ´ y ´ e se deriva:

.
y − x =

1
z′

−→ y ′ − 1 = − z
′′

z′2

De la primera , se escribe: .

y ′ − 1 = −1
z

Se iguala las dos ultimas ecuaciones: .

−1
z

= − z
′′

z′2
−→ 1

z
=
z′′

z′2
−→ z′

z
=
z′′

z′

Ahora se integra: .

lnz′ = lnz+ lnC1 −→ z′ = zC1

Se integra por segunda vez:

z′ = zC1 −→ z′

z
= C1 −→ lnz = C1x+ lnC2

Lo integrado se puede escribir: .

lnz = C1x+ lnC2 −→ z = C2e
C1x

Se reemplaza en la ecuación: .

y − x =
1
z′

−→ y = x+
1
C1
C2e

C1x

Las siguientes relaciones son las integrales generales: .

z = C2e
C1x −→ y = x+

1
C1C2eC1x

5. Encontrar la integral general del sistema de ecuaciones diferencia-
les: 

dx
dt = −x+ y + z

dy
dt = x − y + z

dz
dt = x+ y + z

Las condiciones iniciales: x(0) = 1, y(0) = 0, z(0) = 0
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De la primera ecuación se resta la segunda: .

dx
dt
−
dy

dt
= −2(x − y) −→ (x − y)′ = −2(x − y)

La ultima ecuación , se integra: .

(x − y)′

x − y
= −2

(x − y)′ = −2(x − y) −→
(x − y)′

x − y
= −2

Se integra la ultima ecuación: .

(x − y)′

x − y
= −2ln(x − y) = −2t + lnC1

Se obtiene: .

ln(x − y) = −2t + lnC1 −→ x − y = C1e
−2t

Ahora se suma las dos ecuaciones del sistema:

dx
dt

+
dy

dx
= 2z

Se utiliza la tercera ecuación del sistema derivando con respecto x:

dz
dt

= x+ y + z −→ d2z
dt2

=
dx
dt

+
dy

dt
+
dz
dt

En base a lo escrito , se puede obtener la ecuación:

d2z
dt2

=
dx
dt

+
dy

dt
+
dz
dt

−→ d2z
dt2

= 2z+
dz
dt

Finalmente, se tiene:
d2z
dt2
− dz
dt
− 2z = 0

Es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes
constantes. El método para resolver este tipo de ecuación diferencial es
conocido; por lo tanto, se escribe su solución:

z = C2e
−t +C3e

2t

Ya se tiene el valor de z, una de las variables, ahora toca ver en cual de las
ecuaciones diferenciales del sistema, se puede hacer algo para obtener
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el valor de las otras variables. En este caso, resulta que en la ecuación
tercera del sistema, se puede reemplazar su derivada y su función de ´z
´:

−C2e
−t + 2C3e

−2t = x+ y +C2e
−t +C3e

−2t

Se simplifica y se obtiene:

−2C2e
−t +C3e

−2t = x+ y

Se tiene dos ecuaciones diferenciales formamos un sistema:
x+ y = −2C2e

−t +C3e
−2t

x − y = C1e
−2y

De donde , fácilmente se obtiene los valores de x e y:

x =
1
2
C1e

−2t −C2e
−t +

1
2
C3e

−2t y = −1
2
C1e

−2t −C2e
−t +

1
2
C3e

−2t

La solución general al sistema de ecuaciones diferenciales seria:

x =
1
2
C1e

−2t −C2e
−t +

1
2
C3e

−2t

y = −1
2
C1e

−2t −C2e
−t +

1
2
C3e

−2t

z = C2e
−t +C3e

2t

Para encontrar la solución especifica del sistema de ecuaciones diferen-
ciales reemplazamos en estas ecuaciones el valor de t = 0:

1 =
1
2
C1 −C2 +

1
2
C3

0 = −1
2
C1 −C2 +

1
2
C3

0 = C2 +C3

Al resolver el sistema por cualquiera de los métodos conocidos, se obtie-

ne: C1 = 1, C2 = −1
3
, C3 =

1
3

. Al reemplazar los valores de las constantes

en la solución general, se obtiene la solución especifica del sistema de
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ecuaciones diferenciales que cumple con las condiciones iniciales.

x =
1
2
e−2t + e−t +

1
2
e−2t

y = −1
2
e−2t − 1

3
e−t +

1
6
e−2t

z = −1
3
e−t +

1
3
e2t

3.4.1. Ejercicios Propuestos de Sistemas de Ecuaciones Diferencia-
les Transformados a una Ecuación

1. Encuentre las integrales generales de los siguientes sistemas de ecua-
ciones diferenciales:

a)


dy

dx
= y + z

dz
dx

= x+ y + z

b)


dy

dx
= y + 3z

dz
dx

= y − z

a)


dy

dx
= y − 5z

dz
dx

= y − 3z

b)


dy

dx
= 1− z

dz
dx

= − 2
x2y − lnx

a)


dy

dx
+
dz
dx

= 2z

3dy
dx

+
dz
dx

= y + 9z

b)


dy

dx
= z

dz
dx

= y + ex + e−x

c)


dy

dx
+ 2y + z = sinx

dz
dx
− 4y − 2z = cosx

a)


dy

dx
= y + z

dz
dx

= −y + 3z+ sinx

b)


dy

dx
= z

dz
dx

= −y

c)


dy

dx
= 2z − 3y + ex

dz
dx

= y − 6z+ e−2x
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2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales encon-
trando sus integrales generales:

a)


dx
dt

= 3− 2y

dy

dt
= 2x − 2t

b)


dx
dt

= x − 2y

dy

dt
= x+ 3y

c)


dx
dt

= −3x − y

dy

dt
= x − y

d)


dx
dt

= 2x − 9y

dy

dt
= x+ 8yy

e)


dx
dt

= 2x − 9y

dy

dt
= x+ 8y

f )


dx
dt

= −7x − y

dy

dt
= 5y − 2x

g)


dy

dx
= y + z

dz
dx

= −5y − 5z

a)



dx
dt

= y + z

dy

dt
= 3x+ z

dz
dt

= 3x+ y

b)


dy

dx
= z

dz
dx

= −y

c)



dx
dt

= −x+ y + z

dy

dt
= x − y + z

dz
dt

= x+ y − z

d)


dy

dx
= 2z − 3y + ex

dz
dx

= y − 6z+ e−2x

e)


dy

dx
+ 2y + z = sinx

dz
dx
− 4y − 2z = cosx

f )



dx
dt

= 8y

dy

dt
= −z

dz
dt

= 2x+ 8y − 2z
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3. Resolver los sistemas de ecuaciones con las condiciones iniciales:

a)


dy

dx
= 4y + z − 36x

dy

dt
= −2x+ z − 2ex

Condicione: y(0) = 0, z(0) = 1

b)


dy

dxt
= −3y − 4z+ 2x

dz
dx

= x+ y + z

Condicione: y(0) = 0, z(0) = 0

c)


dx
dt

= −3y − z

dy

dt
= y − z

Condicione: y(0) = 1, z(0) = 1

d)


dx
dt

= 2x − 9y

dy

dt
= x+ 8y

Condicione: y(0) = 1, z(0) = 1

e)


dx
dt

= 3x+ 8y

dy

dt
= −3y − x

Condicione: y(0) = 6, z(0) = -2

f )


dx
dt

= −7x − y

dy

dt
= 5y − 2x

Condicione: y(0) = 1, z(0) = 1

g)


dy

dx
= y + z

dz
dx

= −5y − 5z

Condicione: y(0) = 1, z(0) = 1
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a)



dx
dt

= y + z

dy

dt
= 3x+ z

dz
dt

= 3x+ y

Condicione: y(0) = x(0) = 1, z(0) = 1

b)


dx
dt

= 4x − 5y

dy

dt
= x

Condicione: y(0) = x(0) = z(0) = 1

c)



dx
dt

= y + z

dy

dt
= x+ z

dz
dt

= x+ y

Condicione: y(0) = x(0) = 1, z(0) = 1

d)


dx
dt

= x+ y + t

dy

dt
= x − 2y + 2t

Condicione: y(0) = x(0) = t(0) = 1

e)


dx
dt

= 2x − 9y

dy

dt
= x+ 8y

Condicione: y(0) = x(0) = 1, z(0) = 1

f )



dx
dt

= 8y

dy

dt
= −z

dz
dt

= 2x+ 8y − 2z

Condicione: y(0) = z(0) = 0, x(0) = 1
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3.5. Método de las Primeras Integrales

El método de las primeras integrales consiste en transformar el sis-
tema de ecuaciones diferenciales dado (3.14) en un sistema de igual
estructura, del cual, la primera integral se puede obtener, fácilmente,
sin conocer la solución del primer sistema de ecuaciones diferenciales
(3.14). Se sabe que, el conocimiento de las ´ n ´ primeras integrales in-
dependientes de ´ n ´ ecuaciones diferenciales de primer orden (3.14),
se puede obtener la solución general del sistema de ecuaciones nos da la
integral general del sistema de ecuaciones diferenciales (3.14). Es bas-
tante común que, antes de encontrar las primeras integrales del sistema
de ecuaciones diferenciales dado (3.14), presentarlo en su forma simétri-
ca. La forma simétrica permite en alto grado encontrar rápidamente las
primeras integrales del sistema.
Matemáticamente, se puede demostrar que de un sistema de ( n - 1 )
ecuaciones diferenciales de ( n - 1 ) incógnitas : y1, y2, y3, y4, · · · , yn−1

de la forma: 

dy1

dx
= f1(x, y1, y2, · · · , y1n−1 )

dy2

dx
= f2(x, y1, y2, · · · , y1n−1 )

dy3

dx
= f3(x, y1, y2, · · · , y1n−1 )

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
dyn−1

dx
= fn−1(x, y1, y2, · · · , y1n−1 )

(3.14)

Lo cual, se la puede llevar a la forma:

dx1

X1
=
dx2

X2
=
dx3

X3
= · · · = dxn

Xn
Forma Simetrica (3.15)

Donde las letras pequeñas : x1, x2, x3, x4, · · · ,xn, son las respectivas
variables de (x,y1, y2, y3, · · ·yn−1, ) y donde :

Xi+1 = X1(x1, x2 x3 · · · xn) · f1(x1, x1, x2, · · ·xn) i = 1,2,3, · · · , (n− 1)
(3.16)

Pero ademas:X1(x1, x2 x3 x4 · · ·xn ) son cualquier tipo de función de las
variables (x1, x2 x3 x4 · · ·xn ) y no son iguales a cero.
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3.5.1. Ejercicios Resueltos de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Método de la Primera Integral

1. Encontrar la integral general de el sistema de ecuaciones diferen-
ciales por el método de la primera integral:

dy

dx
=

z
(z − y)2

dz
dx

=
y

(z − y)2

(3.17)

Para aplicar el método de la primera integral al sistema de ecuacio-
nes diferenciales, se lo debe transforma a su forma simétrica , en
este proceso se trata de encontrar algo en común, como es en este
caso:

dx
(z − y)2 =

dy

z
=
dz
y

Con el objetivo de encontrar la primera integral, se toma una parte
de la ecuación de la forma simétrica:

dy

z
=
dz
y
−→ y · dy = z · dz

∫
ydy =

∫
zdz −→

y2

2
=
z2

2
+
C1

2

Se obtiene:
y2 − z2 = C1 −→ La primera integral

Aplicando una de las propiedades de proporciones se se puede ob-
tener la identidad:

dy

z
=
dz
y
−→

dy

dz
=
z
y
−→

dy − dz
dz

=
z − y
y
−→

dy − dz
z − y

=
dz
y

De la forma simétrica, se obtiene:

dy − dz
z − y

=
dz
y
−→

dy − dz
z − y

=
dz
y

=
dx

(z − y)2

Al simplificar y aplicar la propiedad de calculo integral, se obtiene:

dy − dz
z − y

=
dz
y

=
dx

(z − y)2 −→ d(y − z) =
dx

(z − y)
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Al aplicar la propiedad de los paréntesis, se obtiene:

d(y − z) =
dx

(z − y)
−→ −(y − z)d(y − z) = dx

Se integra y se obtiene finalmente:

(y − z)d(y − z) = −dx −→
∫

(y − z)d(y − z) = −
∫
dx

∫
(y − z)d(y − z) = −

∫
dx −→

(y − z)2

2
= −x+

C2

2

Por lo tanto, la integral general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.17) tiene la forma:

(y − z)2

2
+ 2x = C2

y2 − z2 = C1

2. Por el método de las primeras integrales encontrar le integral gene-
ral del sistema de ecuaciones: Para aplicar el método de la primera
integral al sistema de ecuaciones diferenciales se lo debe transfor-
ma a su forma simétrica , en este ejercicio ya se presenta el sistema
en su forma simétrica:

dx
(y − z)

=
dy

z − x
=

dz
x − y

(3.18)

El ejercicio permite obtener una conclusión; la suma de los deno-
minadores es igual a cero; por lo tanto, la suma de sus numeradores
también tiene que ser igual a cero; es decir:

dx+ dy + dz = 0

Se puede integrar:

x+ y + z = C1 Es la primera integral (3.19)

Para encontrar la segunda primera integral multiplicamos al primer
quebrado por x al segundo por y al tercero por z: por lo tanto:

xdx
x(y − z)

=
ydy

y(z − x)
=

zdz
z(x − y)
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En esta forma, se logro que todos los denominadores al sumarles
sean igual a cero, lo que , permite escribir:

xdx+ydy+zdz = 0 → x2

2
+
y2

2
+
z2

2
= C2 La segunda primera integral

(3.20)
Por lo tanto, la integral general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.18) tiene la forma:

x+ y + z = C1

x2 + y2 + z2 = C2

3. Encontrar la integral general de el sistema de ecuaciones diferen-
ciales por el método de la primera integral:

dy

dx
=
x+ y
x − y

,
dz
dx

=
z

x − y
(3.21)

Para aplicar el método de la primera integral al sistema de ecua-
ciones diferenciales se lo debe transforma a su forma simétrica , en
este proceso, se trata de encontrar algo en común y fácilmente se lo
puede observar como es en este caso:

dx
x − y

=
dy

x+ y
=
dz
z

Entre las operaciones que mas se utilizan en la resolución de este
tipo de ejercicios en este método es: al primer quebrado multiplicar
por ´ x ´ y al segundo por ´ y ´:

xdx
x(x − y)

=
ydy

y(x+ y)
=
dz
z
→ xdx

x2 − xy
=

ydy

yx+ y2 =
dz
z

Ahora es propicio aplicar propiedades de proporciones:

xdx
x2 − xy

=
ydy

yx+ y2 =
dz
z
→

xdx+ ydy
x2 + y2 =

dz
z

Se observa , lo que se tiene en el denominador, la derivada de esta

expresión es (2x + 2y
dy

dx
)dx Ya con esto, se trata de que aparezca en

el numerador la derivada del denominador; se saca factor común
en el numerador:

dx

(
x+ y

dy

dx

)
x2 + y2 =

dz
z
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Lo que falta ahora, es multiplicar por 2 y dividir por 2:

1
2

dx

(
2x+ 2y

dy

dx

)
x2 + y2 =

dz
z

Al integrar, se obtiene:

lnC1 +
1
2

ln(x2 + y2) = lnz

Por lo tanto:
z√

x2 + y2
= C1 Es la primera integral.

Para encontrar la segunda primera integral, se pone atención en la
primera ecuación del sistema, el cual, esta en función de una so-
la y(x), por el método conocido se puede integrar, ya que es una

ecuación de la forma
dy

dx
= f

(y
x

)
; por lo tanto, su solución tendrı́a la

forma:
ln(

√
x2 + y2 − arctan

y

x
= C2 (3.22)

4. Encontrar la integral general de el sistema de ecuaciones diferen-
ciales por el método de la primera integral:

dx
xz

=
dy

yz
=

dz
−(x2 + y2 ,

dz
dx

=
z

x − y
Para aplicar el método de la primera integral al sistema de ecuacio-
nes diferenciales se toma en cuenta la primera parte del ejercicio:

dx
zx

=
dy

yz

Después de simplificar se integra:

dx
zx

=
dy

yz
→ lny = lnx+ lnC1

Finalmente:

lny = lnx+ lnC1 →
y

x
= C1 Es la primera integral

De la proporción inicial del ejercicio, se puede obtener:

dx
xz

=
dz

−(x2 + y2 →
(x2 + y2)

x
dx = −zdz
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Se reemplaza el valor de ´ y ´:

(x2 + y2)
x

dx = −zdz →
(x2 + x2C2

1)
x

dx = −zdz

La expresión algebraica tiene un factor común, al aplicar distribu-
tiva y simplificar, se tiene:

(x2 + x2C2
1)

x
dx = −zdz → x(1 +C2

1) = −zdz

Al integrar se tiene:∫
x(1 +C2

1)dx =
∫
−zdz → x2

2
(1 +C2

1) = −z
2

2
+
C2

2

Finalmente, se escribe:

x2

2
(1 +C2

1) = −z
2

2
+
C2

2
→ x2(1 +C2

1) + z2 = C2

La expresión obtenida no es una primera integral ya que contiene

C1 , al reemplazar
y

x
, se tiene:

x2 + y2 + z2 = 0 Es la segunda primera integral

La primera integral y la segunda primera integral son la solución al
sistema de ecuaciones diferenciales.

5. Encontrar la integral general de el sistema de ecuaciones diferen-
ciales por el método de la primera integral:

dx
x(y − z

=
dy

y(z − x)
=

dz
z(x − y)

,

Se observa que la suma de los denominadores es igual a cero; por
lo tanto, la suma de todos los numeradores tiene que ser es igual a
cero:

dx+ dy + dz = 0 → x+ y + z = C1 Es la primera integral

Para encontrar la segunda primera integral dividimos y multiplica-
mos a la primera fracción por ´ x ´, a la segunda por ´ y ´, y a la
tercera por ´ z ´, se obtiene:

dx
x

(y − z)
=

dy

y

(z − x)
=

dz
z

(x − y)
,
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Se observa que la suma de los denominadores es igual a cero; por lo
tanto, la suma de los numeradores tiene que ser igual a cero:

dx
x

+
dy

y
+
dz
z

= 0

Se integra:

dx
x

+
dy

y
+
dz
z

= 0 → lnx+ lny + lnz = lnC2

Se aplica propiedades de una función logarı́tmica:

lnx+lny+lnz = lnC2 → xyz = C2 Es la segunda primera integral.

3.5.2. Ejercicios Propuestos de Sistemas de Ecuaciones Diferencia-
les Método de la Primera Integral

1. Encuentre la integral general por el método de la primera derivada
de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales

a)
dx

xz − y
=

dy

yz − x
=

dz
1− z2

b)
dx
x

=
dy

y
=
dz
z

c)
dx
x

=
dy

y
=

dz
x+ y

d)
dx

x2(y3 − z3 =
dy

y2(z3 − x3)
=

dz
z2(x3 − y3)

e)
dx
x

=
dy

y
=
dz
1

f )
dx
x

=
dy

y
=
dz
yz2

g)
dx
x

=
dy

y
=
dz
1

h)
dx

x(y2 + z)
=

dy

−y(x2 + z)
=

dz
z(x2 − y2)

i)
dx
x

=
dy

−y
=
dz
z

j)
dx
1

=
dy

y + z
=

dz
−26y − z
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k)
dx
x

=
dy

y
=
dz
yz2

l)
dx

x(y2 − z2)
=

dy

y(z2 − x2)
=

dz
z(x2 − y2)

m)
dx
1

=
dy

3x2 =
dz
z

n)
dx
x2 =

dy

y2 =
dz

(x+ y)z

ñ)
dx

mz −ny
=

dy

nx − lz
=

dz
ly −mx

o)
dx

x(y3 − 2x3)
=

dy

y(2y3 − x3)
=

dz
3z(x3 − y3)

p)
dx
x − x0

=
dy

y − y0
=

dz
z − z0

q)
dx
xz

=
dy

yz
=

dz
x2 + y2 + z2

r)
dx
x

=
dy

y
=

dz√
x2 + y2

s)
dx

cosy
=

dy

cosx
=

dz
cosxcosy

t)
dx

y(x+ y) + az
=

dy

x(x+ y)− az
=

dz
z(x+ y)

u)
dx
x

=
dy

y
=
dz
−z

v)
dx
x

=
dy

y
=
dz
4

w)
dx
x

=
dy

y
=
dz
1

x)
dx
2

=
dy

y
=
dz
−z

y)
dx
x

=
dy

1
=
dz
z
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3.6. Sistema de Ecuaciones Diferenciales con Coeficien-
tes Constantes

Un sistema homogéneo de ´ n ´ ecuaciones diferenciales tiene la for-
ma (3.23): 

dx1

dt
+ a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1nxn = 0

dx2

dt
+ a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = 0

dx3

dt
+ a31x1 + a32x2 + a33x3 + · · ·+ a3nx = 0

dx4

dt
+ a41x1 + a42x2 + a43x3 + · · ·+ a4nxn = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

dxn
dt

+ an1x1 + an2x2 + an3x3 + · · ·+ annxn = 0

(3.23)

Con coeficientes constantes y reales. La ecuación caracterı́stica que co-
rresponde al sistema de ecuaciones diferenciales (3.23). se llama a la
ecuación de ´ n ´ orden (3.24):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + r a12 a13 a14 · · · a1n

a21 a22 + r a23 a24 · · · a2n

a31 a32 a33 + r a34 · · · a3n

a41 a42 a43 a44 + r · · · a4n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

an1 an2 an3 an4 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (3.24)

La solución a esta ecuación caracterı́stica de ´ n ´ orden tiene tres casos:

1. Caso en el cual, la ecuación caracterı́stica (3.24) tiene ´ n ´ diferen-
tes coeficientes ( raı́ces ) reales o imaginarios:

r1, r2, r3, r4, · · · rn, (3.25)
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En este caso la integral general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.23) tiene la forma:

x1 = A11e
r1t +A12e

r2t +A13e
r3t + · · ·+A1ne

rnt =
n∑
k=1
A1ke

rkt

x2 = A21e
r1t + a22e

r2t +A23e
r3t + · · ·+A2ne

rnt =
n∑
k=1
A2ke

rkt

x3 = A31e
r1t +A32e

r2t +A33e
r3t + · · ·+A3ne

rnt =
n∑
k=1
A3ke

rkt

x4 = A41e
r1t +A42e

r1t + a43e
r1t + · · ·+A4ne

rnt =
n∑
k=1
A4ke

rkt

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xn = An1e
r1t +An2e

r1t +An3e
r1t + · · ·+Annernt =

n∑
k=1
Anke

rkt

(3.26)

Las constantes:

A11, A12, A13, A14, · · ·A1n, (3.27)

Son constantes libres y las constantes:

Ak1, Ak2, Ak3, Ak4, · · ·Akn, k = 2,3, ,4,5, ·n (3.28)

Las constantes (3.28) son proporcionales a las primeras constantes
(3.27): 

Ak1 = pk1 ·A11 para k = 2,3,4, · · ·n
Ak2 = pk2 ·A12 para k = 2,3,4, · · ·n
Ak3 = pk3 ·A13 para k = 2,3,4, · · ·n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Akn = pkn ·A1n para k = 2,3,4, · · ·n

(3.29)

Las constantes (3.28) Ak1, Ak2, Ak3, Ak4, · · ·Akn, k = 2,3, ,4,5, ·n
son definidas por las formulasAkn = pkn·A1n para k = 2,3,4, · · ·n
y calculadas del siguiente sistema de ecuaciones:

(a11 + rk) ·A1k + a12 ·A2k + a13 ·A3k + · · ·+ a1n ·Ank = 0
a21A1k + (a22 + rk) ·A2k + a23A3k + · · · · · · · · ·+ a2nAnk = 0
a31 ·A1k + a32A2k + (a33 − rk)A3k + · · · · · · · · ·+ a3nA3n = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 ·A1k + an2A2k + a3n ·A3k + · · · · · · · · ·+ (amn − rk)Ank = 0

(3.30)

Donde k = 1,2,3, · · · ,n y rk es una de las raı́ces (3.25).
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2. El segundo caso, es cuando entre las raı́ces de la ecuación carac-
terı́stica aparecen raı́ces múltiples. Se puede suponer, que la ecua-
ción caracterı́stica (3.24) tiene raı́z r1 con una multiplicidad m ⩾ 1,
la raı́z r2 de multiplicidad m ⩾ 1 ; por lo tanto, si la raı́z rp de multi-
plicidad mp ⩾ 1 donde m1 +m2 +m3 +m4 +mp = n En ese momento,
la integral general del sistema de ecuaciones diferenciales tiene la
forma (3.31): 

x1 =
p∑
k=1
G1k(t)erkt

x2 =
p∑
k=1
G2k(t)erkt

x3 =
p∑
k=1
G3k(t)erkt

x4 =
p∑
k=1
G4k(t)erkt

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xn =
p∑
k=1
Gnk(t)erkt

(3.31)

Donde Gnk(t)(ν = 1,2,3, · · ·n) son polinomios que corresponde de
(mk − 1) orden y donde los coeficientes de los polinomios G1k(k =
1,2,3, · · ·p) se consideran como constantes libres (3.31). Estos núme-
ros de las constantes libres deben cumplir la condiciónm1+m2+m3+
· · ·+mp = n ; es decir, es igual al numero de ecuaciones del sistema
(3.1) y ası́ deberı́a ser. Los coeficientes de los restantes polinomios
Guk(t),dondeν = 2,3,4, · · ·n;k = 1,2,3, · · ·p dependen del caso anali-
zado de los respectivos coeficientes G1k y se expresan por los coefi-
cientes de estos últimos que deben ser lineal y .homogénea. . Esta

igualdad se obtiene reemplazando la expresión xn =
p∑
k=1
Gnk(t)erkt

en el sistema de ecuaciones diferenciales. En el caso en el cual, el
sistema dado es lineal y no-homogéneo con coeficientes constantes:

dxp
dt

+
n∑
k=1

apkxk = bk(t) donde p = 1,2,3, · · · ,n (3.32)

La integral general del sistema lo encontramos al aplicar el teore-
ma: La integral general de un sistema lineal y no-homogéneo de
coeficientes constantes es igual a la suma de dos integrales:
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a) La integral de un sistema homogéneo :

dxp
dy

+
n∑
k=1

apkxp = 0, p = 1,2,3, · · ·n (3.33)

b) La integral especifica de un sistema no-homogéneo, se aplica
generalmente el método de la constante

3.6.1. Ejercicios Resueltos de Sistemas de Ecuaciones Diferen-
ciales con Coeficientes Constantes

1.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales (3.34):

dx
dt

+ 3x − 4y + 5z = 0

dy

dt
+ 12x − 11y + 10z = 0

dz
dt
− 4x+ 2y − 4z = 0

(3.34)

La solución del sistema de ecuaciones diferenciales (3.34) signi-
fica encontrar las raı́ces de la ecuación caracterı́stica del sistema
de ecuaciones diferenciales (3.34), para lo cual, se escribe el de-
terminante del sistema de ecuaciones diferenciales (3.35):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3 + r) −4 5

12 (−11 + r) 10

−4 2 (−4 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (3.35)

Al resolver el determinante, lo mejor, es siempre aplicar propie-
dades de determinantes, que el estudiante debe conocer:∣∣∣∣∣∣∣∣

(3 + r) −4 5
12 (−11 + r) 10
−4 2 (−4 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣
f3(2) + f1−−−−−−−−→
f3(2) + f2−−−−−−−−→

∣∣∣∣∣∣∣∣
(−5 + r) 0 (−3 + 2r)

0 (−5 + r) (2 + 3r)
−4 2 (−4 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ya que se tiene la mayor cantidad de ceros en el determinante,
se desarrolla el determinante:

(−5 + r)

∣∣∣∣∣∣ (−5 + r) (−2 + 3r)
2 (−4 + r)

∣∣∣∣∣∣+ (−3 + 2r)

∣∣∣∣∣∣ 0 (−5 + r)
−4 2

∣∣∣∣∣∣
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(−5 + r)
[
20− 5r − 4r + r2 − 4− 6r

]
+ (−3 + r)(−1)(−4)(−5 + r)

(−5 + r)
[
r2 − 15r + 16

]
+ (−3 + 2r)(4)(−5 + r)

Se aplica la ley distributiva:

(−5 + r)
[
r2 − 15 + 16− 12 + 8r

]
(−5 + r)

[
r2 − 7r + 4

]
(3.36)

Las raı́ces de la ecuación caracterı́stica del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.34) son (3.37):

(−5 + r)(r − 4)(r − 3) = 0 → r1 = 3, r2 = 4, r3 = 5, (3.37)

En base a la teorı́a general, la solución especifica que correspon-
de a la raı́z r1 = 3, tiene la forma (3.38):

x = A1e
3t, y = B1e

3t, z = C1e
3t, (3.38)

Se necesita encontrar los valores de B1, C1 en función de A1,
para lo cual, reemplazamos la raı́z r = 3 en el determinante ca-
racterı́stico del sistema de ecuaciones:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3 + 3) −4 5

12 (−11 + 3) 10

−4 2 (−4 + 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6A1 −4B1 5C1

12A1 −8B1 10C1

−4A1 2B1 −1C1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Se desea encontrar la solución general del sistema, para lo cual,
se considera que, A1 es conocida y se debe obtener B1, C1 en
función de A1. Por lo tanto, se forma un sistema con la primera
y la tercera ecuación del sistema ecuaciones (parece el mas sen-
cillo, sino se busca otro determinante de segundo orden) y se lo
resuelve en función de A1. En este caso , se obtiene:{

4B1 + 5C1 = 6A1

2B1 − 1C1 = −4A1
(3.39)

Se obtiene los valores:

B1 =
7
3
A1, C1 =

2
3
A1, (3.40)
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Con lo cual , se obtiene una solución especifica-general corres-
pondiente a la primera raı́z (3.41)y tiene la forma:

x = A1e
3t, y =

7
3
A1e

3t, z =
2
3
A1e

3t, (3.41)

Donde A1 sera una constante cualquiera.
En forma similar , se lo resuelve para la segunda raı́z:

x = A2e
4t, y = B2e

4t, z = C2e
4t, (3.42)

Se necesita encontrar los valores de B2, C2 en función de A2,
para lo cual, reemplazamos la raı́z r = 4 en el determinante ca-
racterı́stico del sistema de ecuaciones:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3 + 4) −4 5

12 (−11 + 4) 10

−4 2 (−4 + 4)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7A2 −4B2 5C2

12A2 −7B2 10C2

−4A2 2B2 0C2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(3.43)
Se desea encontrar la solución general del sistema de ecuaciones
(3,43), para lo cual, se considera que A2 es conocida y se pueda
obtener B2, C2 en función de A2. Por lo tanto, se forma un siste-
ma con la segunda y la tercera ecuación del sistema ecuaciones
y se lo resuelve en función de A2. En este caso , se obtiene:

B2 = 2A2, C2 =
1
5
A2,

Con lo cual , se obtiene una solución especifica-general corres-
pondiente a la segunda raı́z y tiene la forma:

x = A2e
3t, y = 2A2e

3t, z =
1
5
A2e

3t,

Donde A2 sera una constante cualquiera.
En forma similar , se lo resuelve para la tercera raı́z (3.44):

x = A3e
5t, y = B3e

5t, z = C3e
5t, (3.44)

Se necesita encontrar los valores de B3, C3 en función de A3,
para lo cual, reemplazamos la raı́z r = 5 en el determinante ca-
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racterı́stico del sistema de ecuaciones:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3 + 5) −4 5

12 (−11 + 5) 10

−4 2 (−4 + 5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

8A3 −4B3 5C3

12A3 −6B3 10C3

−4A3 2B3 1C1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

(3.45)
Se desea encontrar la solución general del sistema de ecuaciones
(3.45), para lo cual, se considera que A3 es conocida y se pueda
obtener B3, C3 en función de A3. Por lo tanto, se forma un siste-
ma con la primera y la tercera ecuación del sistema ecuaciones
y se lo resuelve en función de A3. En este caso , se obtiene:

B3 = 2A3, C3 = 0A2, (3.46)

Con lo cual , se obtiene una solución especifica-general corres-
pondiente a la segunda raı́z y tiene la forma (3.47):

x = A3e
5t, y = 2A3e

5t, z = 0 (3.47)

Donde A3 sera una constante cualquiera.
De lo calculado, se obtiene la solución general (3.40) del sistema
de ecuaciones diferenciales y que tiene la forma (3.48):

x = A1e
3t +A2e

4t +A3e
5t

y =
7
3
A1e

3t + 2A2e
4t + 2A3e

5t

z =
2
3
A3e

3t +
1
3
A2e

4t

(3.48)

Donde A1, A2 A3 son constantes libres.

2.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales (3.49):

dx
dt
− 2x+ y + 3z = 0

dy

dt
+ 4x − 2y + 6z = 0

dz
dt
− 6x+ 5y − z = 0

(3.49)
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La solución del sistema significa encontrar la ecuación carac-
terı́stica del sistema de ecuaciones diferenciales (3.49), para lo
cual, se escribe el determinante caracterı́stico (3.50) del sistema
(3.49): ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(−2 + r) 1 3

4 (−2r + r) 10

−6 2 (−1 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (3.50)

Al resolver el determinante, lo mejor, es siempre aplicar sus pro-
piedades de determinantes, que el estudiante debe conocer:∣∣∣∣∣∣∣∣

(−2 + r) 1 3
4 (−2 + r) 6
−6 5 (−1 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣ f1(−2) + f2−−−−−−−−−−→

∣∣∣∣∣∣∣∣
(−2 + r) 1 3
8− 2r (−4 + r) 0
−6 5 (−1 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣
En la segunda fila se tiene un factor (-4 + r), el cual, sale delante
del determinante:

(−4 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(−2 + r) 1 3
2 −1 0
−6 5 (−1 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣ C2(2) +C1−−−−−−−−−−→

∣∣∣∣∣∣∣∣
r 1 3
0 1 0
4 5 (−1 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Se desarrolla el determinante con respecto la segunda fila, se
obtiene:

(−4 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣
r 3

4 (−1 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 → (−4 + r)(r2 − r − 12)

Finalmente, se obtiene las raı́ces de la ecuación caracterı́stica del
sistema de ecuaciones diferenciales:

r1 = r2 = 4, r3 = −3 (3.51)

Como r1 = 4 es una doble, por lo que , la solución al sistema
de ecuaciones diferenciales que corresponde a esta raı́z, tiene la
forma:

x = (A1 +A2 ·t)e4t, y = (B1 +B2 ·t)e4t, z = (C1 +C2 ·t)e4t, (3.52)

Con el fin de encontrar los coeficientes Ak, Bk ,Ck, donde k =
1,2. Estas respuestas se reemplazan en el sistema de ecuaciones
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diferenciales (3.49), se simplifica el elemento e4t que es elemen-
to común y se obtiene:

2A1 +A2 +B1 + 3C1 + (2A2 +B2 + 3C2) · t = 0
4A1 + 2B1 +B2 + 6C2 + (4A2 + 2B2 + 6C2) · t = 0
−62A1 + 5B1 + 3C1 +C2 + (−6A2 + 5B2 + 3C2) · t = 0

Al igualar los coeficientes libres y los coeficientes multiplicados
por ´ t ´ a cero, en ese caso , se obtiene seis ecuaciones:

2A1 +B1 + 3C1 +A2 = 0
4A1 + 2B1 + 6C1 +B2 = 0
−6A1 + 5B1 + 3C1 +C2 = 0


2A2 +B2 + 3C2 = 0
4A2 + 2B2 + 6C2 = 0
−6A2 + 5B2 + 3C2 = 0

Se toma en consideración las 3 primeras ecuaciones del sistema
de ecuaciones del lado derecho. Es un sistema homogéneo y su
determinante es igual a cero. Para encontrar su solución se toma
un determinante de segundo orden:∣∣∣∣∣∣∣∣

2 6

5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −24 , 0 (3.53)

Se toma en consideración la segunda y la tercera ecuación del
sistema del lado derecho, se considera ademas que, A2 es cono-
cida. Por lo que, en función de esto se puede obtener B2,C2 sus
valores son:

B2 = 2A2 C2 = −4
3
A2 (3.54)

Se reemplaza estos valores en el sistema del lado izquierdo, se
obtiene: 

B1 + 3C1 = −2A1 −A2

2B1 + 6C1 = −4A1 − 2A2

5B1 + 3C1 = 6A1 +
4
3
A2

En este ultimo sistema de ecuaciones, se considera que A1, A2

son conocidos y teniendo en cuanta que :∣∣∣∣∣∣∣∣
2 6

5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −24 , 0

De las dos ultimas ecuaciones del sistema, se encuentra B1, C1,
se obtiene:

B1 = 2A1 +
7

12
A2 C1 = −4

3
A1 −

19
36
A2 (3.55)

230 Sistema de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden



Sistema de Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 3.

Considerando las ultimas ecuaciones, se tiene la solución del
sistema que corresponden a la raı́z r1 = 4 (3.56)

x = (A1 +A2t)e4t

y =
(
2A1 +

7
12
A2 + 2A2t

)
e4t

z =
(
−4

3
A1 −

19
36
A2 −

4
3
A2t

)
e4t

(3.56)

Donde A1, A2 son constantes libres.
La solución con respecto a la raı́z r3 tiene la forma:

x = A3e
−3t, y = 2A3e

−3t, z = A3e
−3t (3.57)

Lo que permite encontrar la integral general del sistema y tiene
forma: 

x = (A1 +A2t)e4t +A3e
−3t

y =
(
2A1 +

7
12
A2 + 2A2t

)
e4t + 2A3e

−3t

z =
(
−4

3
A1 −

19
36
A2 −

4
3
A2t

)
e4t +A3e

−3t

(3.58)

Donde A1, A2 A3 son constantes libres.

3.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales:

dx
dt

+ 5x+ 4y + 2z = 0

dy

dt
+ 4x − y + z = 0

dz
dt
− 36x − 28y − 13z = 0

(3.59)

La solución del sistema significa encontrar las raı́ces de la ecua-
ción caracterı́stica del sistema, para lo cual, se escribe el deter-
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minante del sistema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(5 + r) 4 2

4 (−1 + r) 1

−36 −28 (−13 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (3.60)

Al resolver el determinante (3.60), lo mejor, es siempre aplicar
sus propiedades, que el estudiante debe conocer. La ecuación
caracterı́stica del sistema de ecuaciones tiene tres raı́ces r1 = r2 =
r3 = 3, como es una raı́z que se repite tres veces la solución que
corresponde a la raı́z, tiene la forma:

x = (A1 +A2t +A3t2)e3t

y = (B1 +B2t +B3t2)e3t

z = (C1 +C2t +C3t2)e3t
(3.61)

Con el objetivo de encontrar los coeficientes Ak,Bk,Ck donde K
= 1,2,3, Las ultimas expresiones reemplazamos en el sistema de
ecuaciones del ejercicio (3.59), realizando operaciones algebrai-
cas y al simplificar e3t se obtiene:
A2 + 8A1 + 4B1 + 2C1 + (2A3 + 8A2 + 4B2 + 2C2) · t + (8A3 + 4B3 + 2C3) · t2 = 0
B2 + 4A1 + 2B1 +C1 + (2B3 + 4A2 + 2B2 +C2) · t + (4A3 + 2B3 +C3)t2 = 0
C2− 36A1 − 28B1 − 10C1 + (2C3 − 36A2 − 28B2 − 10C2) · t + (−36A3−

−28B3 − 10C3) · t2 = 0

Al igualar los coeficientes libres y de ´ t ´ y t2, se consigue nueve
ecuaciones: 

A2 + 8A1 + 4B1 + 2C1 = 0
B2 + 4A1 + 2B1 +C1 = 0
C2 − 36A1 − 28B1 − 10C1 = 0

(3.62)


2A3 + 8A2 + 4B2 + 2C2 = 0
2B3 + 4A2 + 2B2 +C2 = 0
2C3 − 36A2 − 28B2 − 10C2 = 0

(3.63)


8A3 + 4B3 + 2C2 = 0
4A3 + 2B3 +C3 = 0
−36A3 − 28B3 − 10C3 = 0

(3.64)
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El ultimo sistema de los tres escritos (3.64), tiene su determinan-
te igual a cero. Para encontrar su solución , se busca un determi-
nante diferente de cero,y el cual debe ser de segundo orden:∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1

−28 −10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 8 , 0

Por lo tanto, de las dos ultimas ecuaciones del tercer sistema, se
encuentra B3,C3, se tiene:

B3 =
1
2
A3, C3 = −5A3 (3.65)

Los valores obtenidos, se reemplaza en el segundo sistema (3.63)
de los tres sistemas definidos, se obtiene:

4B2 + 2C2 = −2A3 − 8A2

2B2 +C2 = −A3 − 4A2

−28B2 − 10C2 = 10A3 + 36A2

(3.66)

En el ultimo sistema A2, y A3, se considera como datos conoci-
dos y se encuentra el determinante:∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1

−28 −10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 8 , 0

Por lo tanto, se encuentra B2, y C2, se tiene:

B2 =
1
2
A2, C2 = −5A2 −A3

Con estos valores, se reemplaza en el primer sistema (3.62)de
los tres escritos, se obtiene:

4B1 + 2C1 = −A2 − 8A1

2B1 +C1 = −1
2
A2 − 4A1

−28B1 − 10C1 = 5A2 + 36A1 +A3

En este ultimo sistema A1, A2, y A3 se considera como datos
conocidos, se tiene:

B1 =
1
2
A1 −

1
8
A3, C1 = −5A1 −

1
2
A2 +

1
4
A3
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Con los valores B3, C3, B2, C2, B1, C1. al reemplazarlo en la so-
lución general del ejercicio:

x = (A1 +A2t +A3t2)e3t

y =
(1
2
A1 −

1
8
A3 +

1
2
A2t +

1
2
t2
)
e3t

z =
[
−5A1 −

1
2
A2t +

1
4
A3 + (−5A2 −A3)t − 5A3t

2
]
e3t

(3.67)

Donde A1, A2, A3 son constantes libres.

4.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales: 

dx
dt

+ 4x+ 2y + 5z = 0

dy

dt
+ 2x+ 7y + 10z = 0

dz
dt
− 5x − 6y − 10z = 0

(3.68)

La solución del sistema de ecuaciones diferenciales significa, en-
contrar las raı́ces de la ecuación caracterı́stica del sistema de
ecuaciones diferenciales, para lo cual, se escribe el determinan-
te del sistema: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(4 + r) 2 5

2 (7 + r) 10

−5 −6 (−10 + r)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (3.69)

Se obtiene el resultado del determinante, se resuelve el deter-
minante aplicando las propiedades, se obtiene la ecuación ca-
racterı́stica del sistema:

r3 + r2 − r + 15 = 0

Las raı́ces de esta ecuación son:

r1 = −3, r2 = 1 + 2i, r3 = 1− 2i (3.70)

La solución especifica que corresponde a la raı́z r1 = −3 tiene la
forma:

x = A1e
−3t, y = B1e

−3t, z = C1e
−3t
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Estas expresiones reemplazamos en el sistema de ecuaciones
(3.68) del ejercicio y después de haber simplificado y transfor-
mado, se obtiene en función de A1, B1 ,C1 el sistema:

A1 + 2B1 + 5C1 = 0
2A1 + 4B1 + 10C1 = 0
−5A1 − 6B1 − 13C1 = 0

(3.71)

El ultimo sistema (3.71)es lineal homogéneo y por lo tanto, tie-
ne su determinante igual a cero. Para encontrar su solución , se
busca un determinante diferente de cero, el cual, debe ser de
segundo orden: ∣∣∣∣∣∣∣∣

4 10

−6 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 112 , 0

Por lo tanto, de las dos ultimas ecuaciones del sistema (3. 71), se
encuentra B1,C1, en función de A1 a la cual, se considera como
conocida y en ese caso , se tiene:

B1 = −3A1, C1 = A1 (3.72)

Estas expresiones (3.71 , 3.72) se reemplazan en la solución es-
pecifica del sistema que corresponde a la raı́z r1, se obtiene:

x = A1e
−3t, y = −3A1e

−3t, z = A1e
−3t (3.73)

La solución especifica que corresponde a la raı́z r2 = 1 + 2i tiene
la forma:

x = A2e
(1+2i)t, y = B2e

(1+2i)t, z = C2e
(1+2i)t (3.74)

Reemplazando estas expresiones en el sistema de ecuaciones di-
ferenciales (3.68) y después de haber simplificado y transforma-
do, se obtiene un sistema en función de: A2, B2, C2

(5 + 2i)A2 + 2B2 + 5C2 = 0
2A1 + (8 + 2i)B2 + 10C2 = 0
−5A2 − 6B1 − (−9 + 2i)C2 = 0

(3.75)

Se considera a A2 como elemento conocido y de la primera y
segunda ecuación de(3.75) , se obtiene:

B2 = 2A2, C2 = −
(9
5

+
2
5

)
A2 (3.76)
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Donde A2 es una constante libre
En forma muy similar encontramos la solución especifica de la
tercera raı́z r = (1− 2i)

x = A3e
(1−2i)t, y = 2B3e

(1−2i)t, z = −
(9
5
− 2

5

)
A3e

(1−2i)t (3.77)

Donde A3 es una constante libre
Considerando las soluciones especificas de las diferentes raı́ces,
se obtiene la integral general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.68), en la forma:


x = A1e

−3t +A2e
(1+2i)t +A3e

(1−2i)t

y = −3A1e
−3t + 2A2e

(1+2i)t + 2A3e
(1−2i)t

z = A1e
−3t −

[(9
5

+
2
5
i
)
A2e

(1+2i)t +
(9
5
− 2

5
i)t

)
A3e

(1−2i)t
]

Donde A1, A2, A3 son constantes cualesquiera.

5.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales:



dx
dt

+ 3x − 4y + 5z = t

dy

dt
+ 12x − 11y + 10z = 0

dz
dt
− 4x+ 2y − 4z = sin t

(3.78)

La solución del sistema de ecuaciones diferenciales (3.78) sig-
nifica encontrar la solución al sistema de ecuaciones diferencia-
les homogéneos y no-homogéneo. El primero lo resolvemos por
medio de su ecuación caracterı́stica del sistema, para lo cual,
se escribe el determinante del sistema, lo cual ya se hizo en el
primer ejemplo de esta sección:
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

dx
dt

+ 3x − 4y + 5z = 0

dy

dt
+ 12x − 11y + 10z = 0

dz
dt
− 4x+ 2y − 4z = 0

(3.79)

Su solución es:

x = A1e
3t +A2e

4t +A3e
5t

y =
7
3
A1e

3t + 2A2e
4t + 2A3e

5t

z =
2
3
A3e

3t +
1
3
A2e

4t

(3.80)

Donde A1, A2 A3 son constantes libres.
Ahora, se calcula la solución especifica del sistema de ecuacio-
nes no-homogéneo. En este caso las constantes A1, A2, A3 se
transforman en variables, es decir: A1(t), A2(t), A3(t) se tiene:

x = A1(t)e3t +A2(t)e4t +A3(t)e5t

y =
7
3
A1(t)e3t + 2A2(t)e4t + 2A3(t)e5t

z =
2
3
A3(t)e3t +

1
3
A2(t)e4t

(3.81)

Las funciones A1(t), A2(t), A3(t) se las calcula en tal forma que,
el sistema sea definido. Con este objetivo, se deriva con respecto
de ´ t ´ este ultimo sistema (3.81):

dx
dt

= A′1e
3t + 3A1e

3t +A′2e
4t + 4A2e

4t +A′3e
5t + 5A3e

5t

dy

dy
=

7
3
A3t

1 + 7A1e
3t + 2A2e

4t + 8A2e
4t + (2A3e

5t + 10A3e
5t

dz
dt

=
2
3
A1e

3t + 2A1e
3t +

1
5
A′2e

4t +
4
3
A2e

4t

Al reemplazar los valores de x, y, y z sus derivadas en el sistema
de ecuaciones diferenciales (3.78). Se realiza simplificaciones y
se obtiene el sistema:
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
A′1e

3t +A′2e
4t + 5A′3e

5t = t

7A′1e
3t + 6A′2e

4t + 6A′3e
5t = 0

10A′1e
3t + 3A′2e

4t = 15sin t

(3.82)

En este sistemaA′1, A
′
2 A

′
3 son las incógnitas del sistema de ecua-

ciones lineales. La solución por cualquier de los métodos cono-
cidos es: 

A′1 = −6te−3t

A′2 = 5e−4t sin t + 20te−4t

A′3 = −5e−5t sin t − 13te−5t

Después de integrar, se obtiene:
A1(t) = 2e−3t

(
t +

1
3

)
A2(t) = −5e−4t

(
t +

1
4

+
4

17
cos t

)
A3(t) = e−5t

(13
5
t +

13
25

+
25
26

sin t +
5

26
cos t

)
Finalmente, se reemplaza en el sistema de las soluciones especi-
ficas del sistema de ecuaciones diferenciales:

x = −2
5
t − 19

300
− 95

442
sin t − 45

442
cos t

y = − 2
15
t +

43
450
− 95

221
sin t − 45

221
cos t

z =
1
3
t +

7
36
− 4

17
sin t − 1

17
cos t

La integral general del sistema de ecuaciones diferenciales es la
suma de la integral general de su parte homogéneo mas la parte
no-homogéneo.
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3.6.2. Ejercicios Propuestos de Sistemas de Ecuaciones Diferencia-
les con Coeficientes Constantes

Encuentre la integral general de los siguientes ejercicios:

1.



dx
dt

+ x − y − z = 0

dy

dt
− x+ y − z = 0

dz
dt
− x − y + z = 0

2.



dx
dt

+ x − y = 0

dy

dt
+ y − 4z = 0

dz
dt

+ 4z − x = 0

3.



dx
dt

= y + z

dy

dt
= x+ z

dz
dt

= x+ y

4.



dx
dt

+ x − y − z = 0

dy

dt
− x − y − z = 0

dz
dt
− x − y − z = 0

5.


dx
dt

= x − y

dy

dt
= 4x − 3y

1.



dx
dt

= y − z

dy

dt
= z

dz
dt

= z − x

2.



dx
dt

= z − y

dy

dt
= z − 2x

dz
dt

= 2x − y

3.



dx
dt

= y + z

dy

dt
= 3x+ y = 0

dz
dt

= 3x+ z

4.



dx
dt

= 8y

dy

dt
= −2z

dz
dt

= 2x+ 8y − 2z

5.


dx
dt
− y − 4z = ex

dy

dt
+ 4y − 5z = 1
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1.



dx
dt

+ x+ y = t2

dy

dt
+ y + z = 2t

dz
dt

+ z = t

2.


dx
dt

+ 5x − 2y = et

dy

dt
− x+ 6y = e2t

3.


dx
dt
− 2x − 4y = cos t

dy

dt
+ x+ 2y = sin t

4.



dx
dt

= −4x+ 2y + 5z

dy

dt
= 6x − y − 6z

dz
dt

= −8x+ 3y + 9z

5.



dx
dt

= 21x − 8y − 19z

dy

dt
= 18x − 7y − 15z

dz
dt

= 16x − 6y − 15z

6.


dy

dx
= −y + z = cos t

dz
dx

= −y − 3z

1. 

dx
dt
− 3x − 4y + 5z = 0

dy

dt
+ 12x − 11y + 10z = 0

dz
dt
− 4x+ 2y − 4z = 0

2. 

dx
dt

= 10x − 3y − 9z

dy

dt
= −18x+ 7y + 18z

dz
dt

= 18x − 6y − 17z = 0

3.


dx
dt

= y

dy

dt
= −x

4.


dx
dt

= 2x − 9y

dy

dt
= x+ 8y

5.


dy

dx
= x+ y + t

dz
dx

= x − 1y + 2t

6.


dy

dx
= 4x − 5y

dz
dx

= x
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2. Propiedades de la Transformada Laplace.

3. Transformada Laplace de la Derivada

4. Ejercicios Resueltos de Transformada Laplace,

5. Ejercicios Propuestos de Transformada Laplace,

241



CAPITULO 4. Transformada Laplace

4.1. Caracterı́sticas Básicas de la Transformada Laplace

La Transformada de Laplace, es una técnica Matemática que forma
parte de ciertas transformadas integrales, como la transformada de Fou-
rier, la transformada de Hilbert y otras. Estas transformadas están de-
finidas por medio de una integral impropia y cambian una función de
una variable de entrada en otra función.

En muchos procesos técnicos, ası́ como, en la Fı́sica muy a menudo,
se aplica la transformación Laplace para resolver ecuaciones diferencia-
les lineales con coeficientes constantes y no-constantes, pero es más a
menudo que, se aplica para resolver una ecuación diferencial con coefi-
cientes constantes.

La transformación Laplace permite resolver ecuaciones diferenciales
utilizando fórmulas de una tabla ya lista, la cual permite obtener la so-
lución de la ecuación cumpliendo con las condiciones iniciales del pro-
blema y por lo tanto, nos libera de los problemas de integración, que
muchas veces son tediosas y largas; ası́ como, del calculo de las constan-
tes de integración.

La integral de Laplace de una función f(t), se llama a la integral im-
propia en la forma:

∞∫
0

f (t)e−stdt = F(s)

La metodologı́a consiste en aplicar la transformada a la ecuación di-
ferencial y posteriormente usar las propiedades de la transformada.

Los fundamentos de la transformación de la Laplace, son las propie-
dades de una función, es decir, la transformación es biyectiva. Lo que
nos indica esta propiedad es que, para cada elemento de un dominio de
una función tendrá uno y solamente un valor en el dominio de la trans-
formación Laplace.

Si se considera una función f(t) definida para todos los valores del
conjunto de los R en tal forma que:

1. La función f(t) cumple las condiciones:

f (t) =
{
f (t) ≥ 0 para todo t > 0
f (t) = 0 para todo t < 0

2. Y además:
lı́m
s−→∞

e−stf (t) = 0
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3. Para todos los valores del conjunto de los números imaginarios:

s = r + ip

De tal forma que :
re s = r > r0

Exista la integral impropia:
∞∫

0

f (t)e−stdt

La formula:

y(s) =

∞∫
0

f (t)e−stdt = F(s)

Define en la plano re s = r > r0 la función y(s) de la variable s.
De la función y(s) se dice, que se la obtuvo por sencillas transforma-

ciones de la Laplace de la función f(t); conocida como la transformación
del original de la función f(t) y se lo escribe L[f (t)]; es decir:

y(s) = L[f (t)] =

∞∫
0

f (t)e−stdt

La última formula representa el ordenamiento de la función variable
real f(t) en los valores de la función variable y(s).

Este ordenamiento, también permite en la dirección contraria; es de-
cir, conociendo los valores de y(s) se puede calcular f(t) con la ayuda de
la formula:

f (t) =
1

2πi
lı́m

u→inf ty

r+iu∫
r−iu

F(s)esids

Donde: r es un número real cualquiera mayor a r0; (r > r0). Se puede
demostrar que el lado derecho de la identidad escrita tiene sentido y no
depende de t.

En este momento, es cuando se utiliza la tabla de la transformación
Laplace. En este libro se adjunta una tabla elemental de estas transfor-
maciones, que es lo que más se utiliza en la practica.

Este cambio de la transformación (y(s)) para obtener el original ( f(t)),
definido en la última formula, se la conoce como la transformación in-
versa de Laplace y se la denota:

f (t) = L−1[F(s)]
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4.2. Propiedades de la Transformación Laplace

El estudiante debe tener en mente que, la transformación de Laplace
y su inversa son funciones basadas en una integral; por lo tanto, sus
propiedades deben ser en función de las propiedades de las integrales.

1. Si la transformación Laplace tiene una constante, la constante sale
delante del signo de la transformación Laplace.

L[c · f (t)] = c · L[f (t)]

2. La transformación Laplace de una suma de funciones es igual a la
transformación de Laplace de cada una de las funciones, sumandos:

L[f1(t) + f2(t)] = L[f1(t)] +L[f2(t)]

3. La transformación de Laplace de la transformación inversa de La-
place es igual a su argumento:

L[L−1[F(s)]] = L−1[L[F(s)]] = F(s)

Las mismas propiedades tiene la transformación inversa de Laplace:

1. Si la transformación inversa de Laplace tiene una constante, la cons-
tante sale delante del signo de la transformación inversa:

L−1[c ·F(s)] = c · L−1[F(s)]

2. La transformación inversa de Laplace de una suma de funciones
es igual a la transformación inversa de Laplace de cada una de las
funciones:

L−1[F1(s) +F2(s)] = L−1[F1(s)] +L−1[F2(s)]

3. La transformación inversa de Laplace de la transformación de La-
place es igual a su argumento:

L−1[L[f (t)]] = f (t)

En función de las propiedades y su definición, ya se esta en condiciones
de ir obteniendo la transformación de Laplace de cierta funciones, con
lo cual, se obtiene la tabla de transformaciones de Laplace y eso es lo
que se va hacer. Se comenzara con funciones básicas:
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1. Si la función f(t) = 0; es decir, su transformación de Laplace es:

F(s) =

∞∫
0

f (t)e−stdt =

∞∫
0

0 · e−stdt = 0

Por lo tanto, su transformada de cero es cero.

2. La función unidad, que esta definida:

f (t) =
{

1 para t > 0
0 para t < 0

La transformada de esta función:

F(s) = L[f (t)] =

∞∫
0

1 · e−stdt = lı́m
α→0
β→∞

[
−1
s
e−st

]β
α

=
1
s

[lı́m
α→0

e−sα − lı́m
β→∞

e−sβ]

=
1
s

[1− 0] =
1
s

3. Dada la función:

f (t) =
{

f (t) = eat para t ≥ 0
f (t) = eat = 0 para t < 0

Donde ’a’ es una constante, se tiene:

F(s) = L[f (t)] =

∞∫
0

eat · e−stdt =

∞∫
0

e(a−s)tdt = lı́m
α→0
β→∞

[ 1
a− s

e(a−s)t
]β
α

=

=
1
a− s

[lı́m
β→0

e(a−s)β − lı́m
α→0

e(a−s)α] =
1
a− s

[lı́m
β→0

e(a−s)β − 1] =

1
a− s

[0− 1] = − 1
a− s

=
1
s − a

Finalmente se puede escribir:

F(s) = L[eat] =
1
s − a

re s > a

Si a = 1, se obtiene:

L[et] =
1
s − 1

re s > 1

Si a = -1, se obtiene:

L[e−t] =
1

s+ 1
re s > −1

Transformada Laplace 245



CAPITULO 4. Transformada Laplace

4. Dada la función f (t) = sinh t

F(s) = L[f (t)] = L[sinh t] = L
[
et − e−t

2

]
=

1
2

[
L[et]−L[e−t]

]
=

=
1
2

[ 1
s − 1

− 1
s+ 1

]
=

1
2

[
s+ 1− (s − 1)

s2 − 1

]
=

1
2

[ 2
s2 − 1

]
=

1
s2 − 1

Finalmente se puede escribir:

F(s) = L[sinh t] =
1

s2 − 1
re s > 1

5. Dada la función f (t) = cosh t

F(s) = L[f (t)] = L[cosh t] = L
[
et + e−t

2

]
=

1
2

[
L[et] +L[e−t]

]
=

=
1
2

[ 1
s − 1

+
1

s+ 1

]
=

1
2

[
s+ 1 + (s − 1)

s2 − 1

]
=

1
2

[ 2s
s2 − 1

]
=

s
s2 − 1

Finalmente se puede escribir:

F(s) = L[cosh t] =
s

s2 − 1
re s > 1

4.3. Propiedades de la Transformada Laplace

Todas las propiedades de la transformada de Laplace están basadas
en la continuidad de la función a ser transformada, en un definido Do-
minio para cada función.

La continuidad permite definir que, tanto la función como la transfor-
mada, cumple con la propiedad de biyectiva; ası́ mismo, tiene la misma
propiedad de continuidad con la inversa de la transformada.

1. Propiedad de la Derivada de la Transformada Laplace. En la sec-
ción anterior, se presento la forma de obtener la transformada de
diferentes funciones. Al desear obtener la transformada de otras
funciones en muchas ocasiones son tediosas y largas, es por esto
que, se busco la marera de facilitar este proceso. El conocimiento
y la aplicación de las propiedades de la transformación de Laplace
facilita este proceso de transformación.
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En el caso de la propiedad de la derivada, se aplica el mismo proce-
dimiento, que en casos anteriores; es decir, se parte de su definición:

L[f (t)] −→L[f ′(t)] =

∞∫
0

e−stf ′(t)dt

La integral, se integra por partes, se aplica la formula, cuyos ele-
mentos son:

f (t) = e−st −→ f ′(t) = −se−stdt

g ′(t) = f ′(t)dt −→
∫
g ′(t) =

∫
f ′(t)dt −→ g(t) = f (t)

Se aplica la formula de integración por partes:∫
f (t)g(t)dt = f (t)g(t)−

∫
f ′(t)g(t)dt

Se obtiene:
∞∫

0

e−stf ′(t)dt = [e−stf (t)]∞0 + s

∞∫
0

e−stf (t)sdt

Se analiza independiente los dos términos obtenidos:

a) [e−stf (t)]∞0 = e−s∞f (t =∞)− e−s0f (t = 0) = 0−1 · f (t = 0) = −f (t =
0)

b) s
∞∫
0

se−stf (t)sdt = s

L[f (t)]︷         ︸︸         ︷
∞∫

0

e−stf (t)dt = sL[f (t)]

Finalmente, se puede escribir:

L[f ′(t)] =

∞∫
0

e−stf ′(t)dt = sL[f (t)]− f (t = 0)

En algunos libros, la trasformada de la derivada, se escribe:

L[f ′(t)] =

∞∫
0

e−stf ′(t)dt = sL[f (t)]− f (0)+
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En forma muy parecida, se puede obtener la transformada de la
segunda derivada:

L
[
d2y

dt2

]
= L

[
f
′′
(t)

]
= L

[
d
dt

(
dy

dt

)]
En este momento, se aplica el resultado de la transformada de la
primera derivada; es decir:

L
[
d
dt

(
dy

dt

)]
= sL

[
dy

dt

]
−
(
dy

dt

)
t=0

Se puede definir que: (
dy

dt

)
t=0

= t1

Y:

sL
[
dy

dt

]
= s (sL[f (t)]− f (0)+) = s2L[f (t)]− sf (0)+

Finalmente, se puede escribir:

L
[
d
dt

(
dy

dt

)]
= s2L[f (t)]− sf (0)+ − t1 = s2L[f (t)]− sf (0)+ − f ′1(t = 0+)

Si, se realiza un procedimiento parecido, se puede obtener la trans-
formada de la tercera derivada y en este caso se obtiene:

L
[
d3y

dt3

]
= s3L[f (t)]− s2t0 − st1 − t2

Donde:

y2 =
(
d2y

dt2

)
t=0

En forma general se puede escribir:

L
[
dny

dtn

]
= snL[f (t)]−

(
sn−1t0 + sn−2t1 + · · ·+ tn−1

)
Donde:

tk =
(
dky

dtk

)
t=0

2. La Propiedad del Teorema de Traslación.
En muchas de las transformaciones de Laplace, se tiene la siguiente
estructura:

L[eatf (t)]
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Donde: a es un número que pertenece a los reales, a ∈ R. La fun-
ción f(t) puede ser, cualquier función que, se este analizando; por lo
tanto, se tendrı́a al aplicar la propiedad de traslación:

L[eatf (t)] = L[f (t)]s−→(s−a).

Como, se puede observar, la parte eat ha desaparecido, con lo cual,
se facilita la transformación Laplace. Lo que, se debe tener en cuen-
ta, es que, en la transformación del lado izquierdo de la identidad
obtenida, se debe reemplazar ’s’ por ’(s - a)’.
Su demostración esta basado en la aplicación de la definición; es
decir:

L[eatf (t)] =

∞∫
0

e−steatf (t)dt =

∞∫
0

e−st+atf (t)dt =

=

∞∫
0

e−(s−a)tf (t)dt = F(s − a)

La estructura de la integral impropia, con un exponente ’-(s - a)’ es
la misma, que con un exponente ’-s’; por lo tanto, también sera una
transformación Laplace e igual a la inicial.

3. Segunda Propiedad de la Derivada de la Transformación Laplace.
Esta propiedad tiene su aplicación en el momento en el cual, su
estructura es:

L[tf (t)] = − d
ds

[L[f (t)]

Como se puede observar, en la transformada del lado derecho, no
aparece la variable ’ t ’ , pero aparece la primera derivada con el
signo negativo; con lo cual, se facilita el calculo de la transformada
Laplace.
Esta propiedad indica que, para obtener la transformada Laplace,
compuesta por el producto de t y f(t), se puede aplicar esta propie-
dad, que dice, obtén la transformada de Laplace de f(t) y después
se deriva este elemento en función de ’ s ’.

Su demostración consta de dos pasos, en el primero, se demuestra
un teorema, que se obtiene de su definición y en el segundo es una
aplicación de este teorema:
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1. Se toma en cuenta el siguiente teorema:

∞∫
s

L[f (t)]ds = L
[
f (t)
t

]
Se debe observar, que el limite inferior de la integral es el valor
cualquiera de ’ s ’.
Su demostración parte de la definición de la transformada La-
place:

L[f (t)] =

∞∫
0

f (t)e−stdt

A esta identidad, se toma la integral impropia desde ’s’ al infini-
to:

∞∫
s

L[f (t)]ds =

∞∫
s

∞∫
0

f (t)e−stdtds =

Se ordena el lado derecho de la identidad:

=

∞∫
0


∞∫
s

f (t)e−stds

dt =

∞∫
0

f (t)

∞∫
s

e−stds

dt =

Al integrar la parte interna en función de ’s’, se obtiene:

=

∞∫
0

[
f (t)

1
−t
e−ts

]∞
s
dt =

∞∫
0

[
f (t)
−t

(
e−ts

)∞
s

]
dt =

=

∞∫
0

[
f (t)
−t

(
lı́m
s→∞

e−ts − lı́m
s→s

e−ts
)]
dt =

∞∫
0

[
f (t)
−t

(
0− lı́m

s→s
e−ts

)]
dt =

=

∞∫
0

[
f (t)
t
e−st

]
dt = L

[
f (t)
t

]
De lo desarrollado, se puede escribir:

∞∫
s

L[f (t)]ds = L
[
f (t)
t

]
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2. El teorema anterior, se demostró que:

=

∞∫
s

L[f (t)]ds = L
[
f (t
t

]
Para nuestra demostración, se utiliza f(t) = t f(t), y se reemplaza :

=

∞∫
s

L[tf (t)]ds = L
[
tf (t)
t

]
= L [f (t)]

De calculo integral, se define que; al integrar una función, se ob-
tiene la función primitiva definida y en este caso, sus limites se-
rian de ’s’ a infinito; es decir:

∞∫
s

L[tf (t)]ds = F(s)|∞s

Como es una integral impropia, se puede escribir:
∞∫
s

L[tf (t)]ds = F(s)|∞s = lı́m
s→∞

F(s)−F(s = s)

El primer limite de lı́m
s→∞

F(s) es igual a cero. El segundo limite es

igual a un valor en función de ’ s ’; por lo tanto, se obtiene:
∞∫
s

L[tf (t)]ds = F(s)|∞s = lı́m
s→∞

F(s)−F(s) = 0−F(s)

Lo que, se puede escribir:
∞∫
s

L[tf (t)]ds = −F(s)

A lo obtenido, se puede aplicar la derivada en función de ’ s ’:

d
ds


∞∫
s

L[tf (t)]ds

 =
d
ds

[−F(s)]

Aplicando propiedades de integrales, se obtiene:

L[tf (t)] = − d
ds

[F(s)]
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Aplicando la definición de Laplace, se obtiene:

L[tf (t)] = − d
ds

[F(s)] = − d
ds

[L[f (t)]] =

Con lo cual se demuestra que:

L[tf (t)] = − d
ds

[L[f (t)]

4. Propiedad de la Integral con la transformada de Laplace

Esta propiedad esta definida como:

L


t∫

0

f (t)dt

 =
1
s
L[f (t)]

Su demostración esta basada en la definición de:

a) Calculo integral:

x∫
0

f (x)dx = F(x)←→ F′(x) = f (x)

b) Transformada Laplace:

L[f (t)] = F(s)

c) La propiedad de la derivada de la transformada Laplace:

L[f ′(t)] = sL[f (t)]− f (t = 0)

Se considera que, F(s) es la función primitiva, que por terminologı́a
se lo escribe con mayúscula; por lo tanto, se reemplaza:

L[f (t)] = sL


t∫

0

f (t)dt

−
t=0∫
0

f (t)dt

El segundo elemento por propiedad de integrales es igual a cero, se
obtiene:

L[f (t)] = sL


t∫

0

f (t)dt

− 0
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Por lo tanto:

L


t∫

0

f (t)dt

 =
1
s
L[f (t)]

El estudiante debe tener en cuenta, que la transformada Laplace
cumple la propiedad biyectiva; por lo tanto, las propiedades ana-
lizadas y demostradas, se las puede aplicar en la obtención de la
transformada Laplace inversa.

4.4. Ejercicios Resueltos de la Transformada Laplace.

1. Obtenga la transformada de la f (t) = sin t

y(s) = L[f (t)] = L[sin t] =

∞∫
0

f (t)e−stdt =

∞∫
0

sin(t)e−stdt

Se debe integrar la integral impropia, para lo cual, se aplica le méto-
do de integración por partes:

∞∫
0

sin(t)e−stdt = (−cos t · e−st)∞0 −
∞∫

0

(−se−st)cos tdt

∞∫
0

sin(t)e−stdt = (−cos t · e−st)∞0 + s

∞∫
0

(e−st)cos tdt

Se trabaja el primer termino:

(−cosx·e−st)∞0 = (−cos∞·e−s∞)−(−cos0·e−s0) =
(−cos∞

es∞

)
+(1·1) = 0+1 = 1

Se trabaja con el segundo elemento:

s

∞∫
0

(e−st)cos tdt = sL[y(s)]

Se trabaja con la integral que apareció y nuevamente se aplica el
método de integración por partes:

∞∫
0

(e−st)cos tdt = (sin t · e−st)−
∞∫

0

(−se−st)(−sin t)dt
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∞∫
0

(e−st)cos tdt = (sin t · e−st)∞0 − s
∞∫

0

(e−st)(sin t)dt

Se trabaja el primer termino:

(sin t · e−st)∞0 = (sin∞· e−s∞)− (sin0 · e−s0) =
(sin∞
es∞

)
+ (0 ·1) = 0 + 0 = 0

Se trabaja con el segundo elemento:

s

∞∫
0

(e−st)sin tdt =

Finalmente se obtiene:

∞∫
0

(e−st)cos tdt = o − s
∞∫

0

(e−st)(sin t)dt = −s
∞∫

0

(e−st)(sin t)dt

Se reemplaza en la integral y se obtiene la ecuación:

∞∫
0

sin(t)e−stdt = 1 + s

−s
∞∫

0

(e−st)sin tdt


∞∫

0

sin(t)e−stdt + s2


∞∫

0

(e−st)sin tdt

 = 1

∞∫
0

sin(t)e−stdt(1 + s2) = 1

∞∫
0

sin(t)e−stdt =
1

(1 + s2)

Si en el argumento de la función trigonométrica tuviese la estruc-
tura:

∞∫
0

sin(wt)e−stdt =
w

(s2 +w2)
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2. Obtenga la transformada de la función f (x) = cos t. En este ejerci-
cio se aplicara la propiedad de la derivada de la transformación de
Laplace:

y(s) = L[cos t] = L[(sin t)′] = sL[sin t]− t0 = s · 1
s2 + 1

− 0 =

L[(sin t)′] = sL[sin t]− t0 = s · 1
s2 + 1

− 0 =
s

s2 + 1
Finalmente:

L[cos t] =
s

s2 + 1
Se puede observar la facilidad de la transformada aplicando sus
propiedades.

Si el argumento tiene la forma: f (x) = cos(wt) en ese caso la trans-
formada es iguala a:

L[cos(wt)] =
s

s2 +w2

3. Encuentre la transformada de Laplace de:

L[e2t cos(wt)]

El ejercicio tiene la forma eatf (t) y se lo puede resolver por diferen-
tes métodos:

a) Aplicando la definición de la transformada de Laplace, pero co-
mo, se pueden imaginar, esto tomarı́a tiempo; ya que, se deberı́a
aplicar el método de integración por partes, tres veces.

b) Aplicar la tabla, esto facilita el trabajo, ya que, esta hecho:

L[e2t cos(wt)] =
s − 2

(s − 2)2 +w2

c) También, se podrı́a aplicar la propiedad de traslación, y esto se
va a hacer, para verificar esta propiedad, la cual es:

L[eatf (t)] = L[f (xt]s−→(s−a).

En este caso a = 2 y se escribirı́a:

L[f (t)]s−→(s−2).

Lo que significa que, se encuentra la transformada Laplace de:

L[cos(wt)].
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Que es igual a:
L[cos(wt)] =

s
s2 +w2

En esta transformada obtenida, se reemplaza s por s - 2, con lo
cual:

L[cos(wt)]s−→(s−2) =
s

s2 +w2 =
s − 2

(s − 2)2 +w2

4. Encuentre la transformada de Laplace de:

L[t sin(t)]

El ejercicio tiene la forma tf (t) y se lo puede resolver por diferentes
métodos:

a) Aplicando la definición de la transformada de Laplace, pero co-
mo, se pueden imaginar, esto tomarı́a tiempo; ya que, se deberı́a
aplicar el método de integración por partes, varias veces.

b) Aplicar la tabla, esto facilita el trabajo, ya que, la transformada
esta hecha:

L[t sin(t)] =
2s

(s2 + 1)2

c) También, se podrı́a aplicar la propiedad de la segunda deriva-
da, y esto se va a hacer, para verificar esta propiedad, la cual
es:

L[tf (t)] = − d
ds

[L[f (t)]].

En este caso el exponente de t es uno. Lo que significa que, se
encuentra primero la transformada y después se deriva.

L[sin(t)].

Que es igual a:

L[sin(t)] =
1

s2 + 1

L[t sin(t)] = − d
ds

[ 1
s2 + 1

]
=

2s
(s2 + 1)2

5. Encuentre la transformada de Laplace de:

L[t2 sin(t)]

El ejercicio tiene la forma tf (t) y se lo puede resolver por diferentes
métodos:
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a) Aplicando la definición de la transformada de Laplace, pero co-
mo, se pueden imaginar, esto tomarı́a tiempo; ya que, se deberı́a
aplicar el método de integración por partes, varias veces.

b) Aplicar la tabla, la tabla presentada en este libro, no dispone
este tipo de transformada. El estudiante deberı́a encontrar una
tabla mas completa.

c) También, se podrı́a aplicar la propiedad de la segunda deriva-
da, y esto se va a hacer, para verificar esta propiedad, la cual
es:

L[tf (t)] = − d
ds

[L[f (t)]].

En este caso el exponente de t es dos, por lo que, se deberı́a
escribir:

L[t2f (t)] = L[t[tf (t)]] = − d
ds

[L[tf (t)]] .

Se vuelve aplicar la propiedad:

− d
ds

[L[tf (t)]] = − d
ds

[
− d
ds

[L[f (t)]]
]

=

Por lo que, se puede escribir, en la siguiente forma:

− d
ds

[
− d
ds

[L[f (t)]]
]

=
d2

ds2 [[L[f (t)]]] =

Lo que significa que, se encuentra primero la transformada y
después se deriva dos veces.

L[sin(t)].

Que es igual a:

L[sin(t)] =
1

s2 + 1

L[t2 sin(t)] =
d2

ds2

[ 1
s2 + 1

]
=
d
ds

[
2s

(s2 + 1)2

]
Se vuelve a derivar y se obtiene la transformada:

L[t2 sin(t)] =
−2(3s2 − 1)

(s2 + 1)3
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6. Resuelva la ecuación diferencial:

dy

dt
− 2y = 0 si y(0) = y0

Es una ecuación diferencial de primer orden con coeficientes cons-
tantes homogénea.

Como es una ecuación, es una identidad y por lo tanto, se puede
aplicar la transformación de Laplace y se hace a ambos lados:

L
[
dy

dt
− 2y

]
= L[0]

Se aplica propiedades de la Transformación Laplace:

L
[
dy

dt

]
−L[2y] = 0

L
[
dy

dt

]
− 2L[y] = 0

sL[y]− y0 − 2L[y] = 0

L[y](s − 2) = y0

L[y] =
y0

s − 2

L−1 [L[y]] = L−1
[ y0

s − 2

]
L−1 [L[y]] = y0L−1

[ 1
s − 2

]
Se aplica las formulas de la tabla:

y = y0e
−2t

Que es la integral especifica de la ecuación diferencial, que cumple
la condición y = y0

7. Resolver la ecuación diferencial:

d2x
dt2

+w2x = sin(wt)

Donde: w es una constante; su condición inicial x(0) = a, x’(0) = 0.

Es una ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes cons-
tantes no-homogénea, con respecto la variable x.
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Como es una ecuación, es una identidad y por lo tanto, se puede
aplicar la transformada de Laplace y se lo hace a ambos lados:

L
[
d2x
dt2

+w2x

]
= L[sin(wt)]

Se aplica propiedades de la Transformada la Place:

L
[
d2x
dt2

]
+L[w2x] = L[sin(wt)]

L
[
d2x
dt2

]
+w2L[x] = L[sin(wt)]

Se analiza cada elemento de la transformada:

L
[
d2x
dt2

]
= s2L[x]− sx0 donde : x0 = a

L
[
d2x
dt2

]
= s2L[x]− sa

De la tabla se obtiene el valor:

L[sin(wt)] =
w

s2 +w2

Se reemplaza en la ecuación y se realiza operaciones algebraicas:

s2L[x]− sa+w2L[x] =
w

s2 +w2

L[x](s2 +w2)− sa =
w

s2 +w2

L[x](s2 +w2) =
w

s2 +w2 − sa

L[x] =
(

1
(s2 +w2)

)( w
s2 +w2 − sa

)
L[x] =

(
w

(s2 +w2)2 −
sa

s2 +w2

)
Se observa las expresiones obtenidos y se los compara con las ex-
presiones de la tabla de transformación y si es necesario, se realiza
operaciones para que estas expresiones sean idénticos a los de la
tabla.

L[x] =
1
w
· w2

(s2 +w2)2 − a ·
s

s2 +w2
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En este momento, ya se esta en condiciones de aplicar la inversa de
la transformación de Laplace:

L−1[L[x]] = L−1

[
1
w
· w2

(s2 +w2)2 − a ·
s

s2 +w2

]

x = L−1

[
1
w
· w2

(s2 +w2)2

]
−L−1

[
a · s
s2 +w2

]
Se recuerda que, a y w son constantes:

x =
1
w
L−1

[
w2

(s2 +w2)2

]
− aL−1

[ s
s2 +w2

]
Los elementos de la tabla permite obtener:

x =
1

2w2 (sin(wx)− cos(wx)) + acos(wx)

Que es la solución especifica de la ecuación diferencial del ejercicio.

8. Obtenga la transformada de f (t) = tn. Para obtener esta formula, se
comienza:

a) Cuando n = 0; es decir, f (t) = t0 = 1. Para lo cual, se aplica la
propiedad de la derivada.

f (t) = 1 −→ f ′(t) = 0;f (t = 0) = 1

L[f (t) = 1] = L[f ′(t) = 0] = sL[f (t) = 1]− f (0)

0 = sL[f (t) = 1]− 1

L[f (t)] =
1
s

b) Cuando n = 1; es decir, f(t) = t.

f (x) = t −→ f ′(t) = 1;f (t = 0) = 0

L[f (t) = t] = L[f ′(t) = 1] = sL[f (t)]− f (0)

L[1] =
1
s

= sL[f (t)]

L[f (t) = t] =
1
s2
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c) Cuando n = 2; es decir, f (t) = t2.

f (x) = t2 −→ f ′(t) = 2t;f (t = 0) = 0

L[f (t) = t2] = L[f ′(t) = 2t] = sL[f (t) = t2]− f (0)

L[2t] =
1
s

= sL[f (t)]

2L[f (t) = t] = 2
1
s2 = sL[f (t) = t2]

L[f (t) = t2] = 2
1
s3 =

2
s3

En función de los ejercicios realizados, se puede escribir:

L[f (t) = tn] =
n!
sn+1

Se ha obtenido una formula que representa la solución del ejercicio,
la forma para verificar, si la formula es correcta, seria aplicando el
método de inducción matemática.

9. Resolver la ecuación diferencial:

dy

dt
+ 3y = 5e2t si y(0) = 4

Se observa que, es una ecuación diferencial de primer orden con
coeficientes constantes no-homogénea, por lo cual, se puede aplicar
la transformación de Laplace:

L
[
dy

dt
+ 3y

]
= L[5e2t]

L
[
dy

dt

]
+L [3y] = L[5e2t]

L
[
dy

dt

]
+ 3L [y] = 5L[e2t]

sL[y]− f (0) + 3L[y] = 5L[e2t]

sL[y]− 4 + 3L[y] = 5L[e2t]

sL[y]− 4 + 3L[y] =
5
s − 2

L[y](s+ 3)− 4 =
5
s − 2
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L[y](s+ 3) =
5
s − 2

+ 4

L[y](s+ 3) =
5 + 4(s − 2)

s − 2

L[y](s+ 3) =
5 + 4s − 8
s − 2

L[y](s+ 3) =
4s − 3
s − 2

L[y] =
4s − 3

(s − 2)(s+ 3)
Lo obtenido al lado derecho de la identidad, no es en nada pareci-
do a ningún de los elementos de la tabla; por lo tanto, lo mejor es
aplicar fracciones parciales.

Y lo que se tiene, es una fracción propia y para cada factor una
fracción; es decir:

4s − 3
(s − 2)(s+ 3)

=
A
s − 2

+
B
s+ 3

4s − 3
(s − 2)(s+ 3)

=
A(s+ 3) +B(s − 2)

(s − 2)(s+ 3)

4s − 3 = A(s+ 3) +B(s − 2)

Se aplica el método de relaciones:
Si s = 2

4(2)− 3 = A(2 + 3) +B(2− 2) −→ 5 = 5A −→ A = 1

Si s = -3

4(−3)− 3 = A(−3 + 3) +B(−3− 2) −→ −15 = −5B −→ B = 3

L[y] =
4s − 3

(s − 2)(s+ 3)
=

1
s − 2

+
3

s+ 3
Se aplica la inversa de la transformada:

L−1[L[y]] = L−1
[ 1
s − 2

+
3

s+ 3

]
y = L−1

[ 1
s − 2

]
+L−1

[ 3
s+ 3

]
y = L−1

[ 1
s − 2

]
+ 3L−1

[ 1
s+ 3

]
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Se busca expresiones iguales que en la tabla, se obtiene:

y = e2t + 3e−3t

Que es la integral especifica de la ecuación diferencial, que cumple
las condiciones iniciales dadas.

Las aplicaciones de la Transformación de Laplace son muchas, entre
ellas, se debe recalcar la solución de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales

10. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales.
3
dy

dt
− 2

dz
dt

= 2y + 3z
dy

dt
+ 4

dz
dt

= −4y + z
Si y(0) = 0; z(0) = 1

Para cada una de las ecuaciones se aplica la transformación de La-
place:

L
[
3
dy

dt
− 2

dz
dt

]
= L[2y + 3z]

L
[
3
dy

dt

]
−L

[
2
dz
dt

]
= L[2y] +L[3z]

3L
[
dy

dt

]
− 2L

[
dz
dt

]
= 2L[y] + 3L[z]

3(sL[y]− f (y = 0))− 2(sL[z]− f (z = 0)) = 2L[y] + 3L[z]

3(sL[y]− 0)− 2(sL[z]− 1) = 2L[y] + 3L[z]

3sL[y]− 2sL[z] + 2 = 2L[y] + 3L[z]

3sL[y]− 2L[y]− 2sL[z]− 3L[z] = −2

L[y](3s − 2)−L[z](2s+ 3) = −2

El mismo procedimiento para la segunda ecuación:

L
[
dy

dt
+ 4

dz
dt

]
= L[−4y + z]

L
[
dy

dt

]
+L

[
4
dz
dt

]
= L[−4y] +L[z]

L
[
dy

dt

]
+ 4L

[
dz
dt

]
= −4L[y] +L[z]
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sL[y]− f (y = 0) + 4(sL[z]− f (z = 0)) = −4L[y] +L[z]

sL[y]− 0 + 4(sL[z]− 1) = −4L[y] +L[z]

sL[y] + 4sL[z]− 4 = −4L[y] +L[z]

sL[y] + 4sL[z] + 4L[y]−L[z] = 4

L[y](s+ 4) +L[z](4s − 1) = 4

Se forma un sistema con lo que se obtuvo:{
L[y](3s − 2)−L[z](2s+ 3) = −2
L[y](s+ 4) +L[z](4s − 1) = 4

Un sistema donde: L[y] y L[z] son las variables a calcular. Para fa-
cilidad de cálculo, se puede escribir el sistema, con un cambio de
variable; es decir, L[y] = a;L[z] = b : se obtendrı́a:{

a(3s − 2)− b(2s+ 3) = −2
a(s+ 4) + b(4s − 1) = 4

Se puede resolver por cualquier método, pero el mas aconsejable es
Cramer:

a =
−2(4s − 1) + 4(2s+ 3)

(3s − 2)(4s − 1) + (s+ 4)(2s+ 3)
=

14
14s2 + 14

=
1

s2 + 1

b =
4(3s − 2) + 2(s+ 4)

(3s − 2)(4s − 1) + (s+ 4)(2s+ 3)
=

14s
14s2 + 14

=
s

s2 + 1

a = L[y] =
1

s2 + 1
; b = L[z] =

s
s2 + 1

Se aplica la inversa de la transformada y se obtiene:

y = L−1
[ 1
s2 + 1

]
; z = L−1

[ s
s2 + 1

]
Al observar la tabla se obtiene:

y = sin(t); z = cos(t)

Que representa la integral especifica del ejercicio y que cumple con
las condiciones iniciales.

Como, se puede observar, en los ejercicios resueltos presentados, el
proceso de resolver los ejercicios de la transformada Laplace, es el
mismo:
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a) Se aplica la transforma de Laplace a la expresión dada,

b) Se aplica propiedades de la transformada Laplace,

c) Se despeja un el elemento de la forma L[f (y)]

d) En la mayorı́a de ejercicios, se aplica fracciones parciales; con
lo cual, facilita la aplicación de la inversa de la transformada
Laplace L−1[L[f (y)]], con lo cual, se obtiene la solución de la
expresión dada.

En algunas ocasiones el proceso de la inversa de Laplace, se com-
plica y en esos casos, se debe aplicar las propiedades de la transfor-
mada Laplace.

11. Obtenga la inversa de la transformada Laplace de:

L−1
[
ln

(s+ 2
s

)]
,

En este caso y en casos parecidos, lo mejor es aplicar propiedades
que anteriormente, se analizo:

L[tf (t)] = − d
ds
L[f (t)]

Se aplica a ambos lados la inversa de la transformada de Laplace:

L−1 [L[tf (t)]] = L−1

[
− d
ds
L[f (t)]

]
Se puede escribir:

tf (t) = L−1

[
− d
ds
L[f (t)]

]
Se recuerda la definición de la transformada de Laplace:

L [f (t)] = F(s)

Se aplica la inversa de Laplace a la definición:

L−1 [L[f (t)]] = L−1 [F(s)]

Se obtiene:
f (t) = L−1 [F(s)]

Se reemplaza en la propiedad:

xL−1 [F(s)] = L−1

[
− d
ds
L[f (t)]

]
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L−1 [F(s)] =
1
t
L−1

[
− d
ds
F(s)

]
Lo último escrito nos indica que, para encontrar la inversa de La-
place de una transformada de Laplace (F(s)), se debe:

a) Encontrar la derivada de F(s),

b) Encontrar la inversa de Laplace de la derivada.

En este ejercicio, F(s) = ln
(s+ 2
s

)
:

L−1
[
ln

(s+ 2
s

)]
=

1
t
L−1

[
− d
ds
F(s)

]
=

1
t
L−1

[
− d
ds

(
ln

(s+ 2
s

))]
=

=
1
t
L−1

[
− d
ds

(ln(s+ 2)− ln(s))
]

=
1
t
L−1

[
−
( 1
s+ 2

− 1
s

)]
=

=
1
t
L−1

[
− d
ds

(ln(s+ 2)− ln(s))
]

=
1
t
L−1

[1
s
− 1
s+ 2

]
=

Se aplica propiedades de la transformada de Laplace y se obtiene:

=
1
t
L−1

[1
s
− 1
s+ 2

]
=

1
t

[
L−1

[1
s

]
−L−1

[ 1
s+ 2

]]
Al revisar la tabla de transformaciones se obtiene:

L−1
[
ln

(s+ 2
s

)]
=

1
t

(
1− e−2t

)
12. Obtenga la inversa de la transformada Laplace de:

L−1

[
1

s(s2 − 2)

]
En este caso y en casos parecidos , lo mejor es aplicar propiedades
que anteriormente, se analizo y un elemento que nos indica que se

debe aplicar la transformada de Laplace con integrales, es
1
s

.

La propiedad de la transformada de Laplace con integrales es:

L
[∫ t

0
f (t)dt

]
=

1
s
L[f (t)]

Se aplica a ambos lados la inversa de la transformada de Laplace:

L−1

[
L
[∫ t

0
f (t)dt

]]
= L−1

[1
s
L[f (t)]

]
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Se puede escribir: ∫ t

0
f (t)dt = L−1

[1
s
L[f (t)]

]
Se recuerda la definición de la transformada Laplace:

L [f (t)] = F(s)

Se aplica la inversa de Laplace a la definición:

L−1 [L[f (t)]] = L−1 [F(s)]

Se obtiene:
f (t) = L−1 [F(s)]

Se reemplaza en la propiedad:∫ t

0
L−1 [F(s)]dt = L−1

[1
s
F(s)

]
Por lo tanto, se obtiene:

L−1
[1
s
F(s)

]
=

∫ t

0
L−1 [F(s)]dx

Lo último escrito nos indica, que para encontrar la inversa de La-
place de una transformada de Laplace (F(s)), se debe:

a) Encontrar la inversa de la transformada Laplace de F(s),

b) Encontrar la integral de esa inversa de Laplace.

c) En el caso de que, el componente
1
s

estuviese al exponente ’n’,

en ese caso, se deberá integrar ’n’ veces.

En este ejercicio, F(s) =
1

(s2 − 2)
, se debe encontrar su inversa Lapla-

ce; es decir:

L−1 [F(s)] = L−1
[ 1
s2 − 2

]
= L−1

[
1
√

2

[ √
2

s2 − 2

]]
Se aplica propiedades de Laplace:

L−1

[
1
√

2

[ √
2

s2 − 2

]]
=

1
√

2
L−1

[ √
2

s2 − 2

]
=

1
√

2
sinh

(√
2x

)
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Se encuentra la integral:∫ t

0

1
√

2
sinh

(√
2t

)
dt =

1
√

2

∫ t

0
sinh

(√
2t

)
dt =

Se realiza un cambio de variable
√

2t = k, se deriva
√

2dt = dk, se
reemplaza :

=
1
√

2

∫ t

0
sinh(k)

dk
√

2
=

1
2

∫ t

0
sinh(k)dk =

1
2

coshk|t0 =
1
2

cosh(
√

2t|t0

Por lo tanto, se reemplaza los limites:

1
2

cosh t|t0 =
1
2

[cosh t − 1]

L−1
[1
s

( 1
s2 − 2

)]
=

∫ t

0
L−1

[ 1
s2 − 2

]
dt =

1
2

[cosh t − 1]

13. Resuelva la ecuación diferencial aplicando solamente propiedades
de Laplace:

y ′′ + 4y ′ + 4y = (cos t + 2sin t)e−2t si y(0) = −1, y ′(0) = 1 (4.1)

La ecuación (1.1) es una identidad y se aplica propiedades de álge-
bra, a ambos lados aplica la operación de Laplace:

L{y ′′ + 4y ′ + 4y} = L
{
(cos t + 2sin t)e−2t

}
(4.2)

A cada lado de la ecuación (1.2)se aplica propiedades de Laplace:

L{y ′′}+ 4L{y ′}+ 4L{y} = L
{
e−2t cos t

}
+ 2L

{
e−2t sin t

}
(4.3)

L{y ′′} = s2L{y} − s(f (t = 0)− y ′(t = 0) = s2L+ s(1)− 1 (4.4)

L{y ′} = sL{y}+ 1 (4.5)

Se aplica propiedades de Laplace al lado derecho de la ecuación
(1.2):

L
{
e−2t cos t

}
= L{cos t}s→s+2 =

( s
s2 + 1

)
s→s+2

=
s+ 2

(s+ 2)2 + 1
(4.6)

L
{
e−2t sin t

}
= L{sin t}s→s+2 =

( 1
s2 + 1

)
s→s+2

=
1

(s+ 2)2 + 1
(4.7)
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De las expresiones (4.4) a (4.7) se reemplaza en la ecuación (4.3):

s2L{y}+ s − 1 + 4sL{y}+ 4 + 4L{y} =
s+ 2

(s+ 2)2 + 1
+

1
(s+ 2)2 + 1

(4.8)

Se aplica asociativa y distributiva:

L{y}
[
s2 + 4s+ 4

]
+ s+ 3 =

s+ 2
(s+ 2)2 + 1

+
1

(s+ 2)2 + 1
(4.9)

L{y}
[
s2 + 4s+ 4

]
=

s+ 2
(s+ 2)2 + 1

+
2

(s+ 2)2 + 1
− (s+ 3) (4.10)

Se despeja L{y}:

L{y} =
[

s+ 2
(s+ 2)2 + 1

+
2

(s+ 2)2 + 1
− (s+ 3)

][ 1
s2 + 4s+ 4

]
(4.11)

L{y} =
[

s+ 4
(s+ 2)2 + 1

− (s+ 3)
][

1
[(s+ 2)2]

]
(4.12)

L{y} =
[

s+ 4
[(s+ 2)2 + 1](s+ 2)2

]
−
[
s+ 3

(s+ 2)2

]
(4.13)

Ahora, se aplica la inversa de Laplace a ambos lados de (4.13) y
aplicamos las propiedades de la inversa:

L−1 {L{y}} = L−1

{[
s+ 4

[(s+ 2)2 + 1](s+ 2)2

]
−
[
s+ 3

(s+ 2)2

]}

y = L−1

{[
s+ 4

[(s+ 2)2 + 1](s+ 2)2

]}
−L−1

{[
s+ 3

(s+ 2)2

]}
Se tiene dos inversas que resolver, se lo hará independientemente y
se aplicará sus propiedades:

L−1

{[
s+ 3

(s+ 2)2

]}
= e−2tL−1

{[
s+ 3

(s+ 2)2

]}
s+ 2→ s
s→ s − 2

= e−2tL−1

{[
s − 2 + 3

(s)2

]}

= e−2tL−1

{[
s+ 1
(s)2

]}
Se divide en dos fracciones y se aplica propiedades:

= e−2t

[
L−1

{
s

(s)2

}
+L−1

{ 1
s2

}]
= e−2t

[
L−1

{1
s

}
+L−1

{ 1
s2

}]
= (4.14)
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Se utiliza la tabla de Laplace básica:

= e−2t [1 + t] = e−2t + te−2t (4.15)

En forma similar se trabaja con el segundo elemento:

L−1 {L{y}} = L−1

{
s+ 4

[(s+ 2)2 + 1](s+ 2)2

}
s+ 2→ s
s→ s − 2

= e−2tL−1

{
s+ 2

[(s)2 + 1](s)2

}

La última parte de la expresión (4.13) se la puede comparar con la
propiedad de la inversa:

L−1
{1
s
F(s)

}
=

t∫
0

L−1 {F(s)}dt

En el ejercicio se tiene
1
s2 ; por lo tanto, se tendrá la doble integral:

L−1
{ 1
s2F(s)

}
=

t∫
0

t∫
0

L−1
{ s+ 2
s2 + 1

}
dt

Se encuentra la inversa, para lo cual, se separa en dos fracciones:

L−1
{ s+ 2
s2 + 1

}
= L−1

{ s
s2 + 1

}
+L−1

{ 2
s2 + 1

}
= cos t + 2sin t

Se integra:

t∫
0

(cos t + 2sin t) =

t∫
0

cos t+2

t∫
0

sin t = sin t|t0−2cos t|t0 = sin t−2(cos t−1)

La segunda integral:

t∫
0

(sin t − 2(cos t − 1))dt =

t∫
0

sin tdt − 2

t∫
0

cos tdt + 2

t∫
0

dt =

= e−2t(−cos t|t0 − 2(sin t|t0) + 2t|t0 = −(cos t − 1)− 2sin t + 2t)

La respuesta seria:

= e−2t + te−2t +e−2t(−cos t|t0−2(sin t|t0)+2t|t0 = −(cos t−1)−2sin t+2t))

e−2t(3t − cos t − sin t + 2)
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4.5. Ejercicios Propuestos de la Transformada de Lapla-
ce.

1. Encontrar las transformadas de:

a) f (t) = cosh(t) + cos(t)

b) f (t) = cosh(t)− cos(t)

c) f (t) = sin2(t)

d) f (t) = cos(at)cos(bt)

e) f (t) = t sinh(at)

f ) f (t) = e−t cosh(t)

g) f (t) = t cos(at)

a) f (t) = sinh(t) + sin(t)

b) f (t) = sinh(t)− sin(t)

c) f (t) = cos2(t)

d) f (t) = sin(at)cos(bt)

e) f (t) = t2 sin(at)

f ) f (t) = sinh(t)− t

2. Aplicando la transformada de Laplace resolver las siguientes ecua-
ciones diferenciales, dadas la condiciones iniciales:

a) y ′ + 2y = 6 y(0) = 0

b) y ′ − y = xe2x y(0) = 0

c) y ′′ − 2y ′ = (x2 + x − 3)ex y(0) = 0; y ′(0) = 2

d) y ′′ + 2y ′ + 2y = 2e−x sin(x) y(0) = 1 y ′(0) = 1

e) y ′′ − 4y ′ + 4y = x2 − 8 y(0) = 0 y ′(0) = 0

f ) y ′′ + y ′ = cos(t) y(0) = 1 y ′(0) = 0

g) 2y ′′ + y = 0 y(0) = 0 y ′(0) = 0

h) y ′′′ − y ′′ − 4y ′ + 4y = 8xe−x y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 1

i) y ′′′ −3y ′ + 2y = 8e−x y(0) = 0 y ′(0) = 0 y ′′(0) = 0

j) y ′′ +w2y = cos(wt) y(0) = a y ′(0) = 1

k) x′′ + a2x = ce−bt x(0) = 0 x′(0) = 1

l) y ′′ + 4y = x sin(2x) y(0) = 0 y ′(0) = 0

m) y ′′′ − y = x4 y(0) = 1 y ′(0) = 1

n) y ′′′ − y ′ = sin(x) y(1) = 0 y ′(0) = 1

ñ) y ′′′ − 2y ′ + y = sin(x) y(0) = 0 y ′(0) = 0

o) y ′′ +
5
2
y ′ =

5
2
x2 − x − 1

2
y(0) = 1 y ′(0) = 2

p) y ′′ + 2y = x2 + 2 y(0) = 0 y ′(1) = 3
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q) y ′′ − 3y ′ + 2y = ex y(0) = 2 y ′(0) = 1

r) y ′′ − 4y ′ + 3y = e2x sin(x) y(1) = 0 y ′(0) = 2

s) y ′′ + 4y = x2 + e2x sin(x) y(0) = 0 y ′(0) = 0

t) y ′′ + 4y = x sin(x) y(0) = 1 y ′(0) = 0

u) y ′′ − 3y ′ + 2y = 3x+ 5sin(2x) y(0) = 2 y ′(0) = 0

v) y ′′ + 3y ′ + 2y = sin(2x) + cos(x) y(0) = 0 y ′(0) = 0

w) y ′′ + 5y ′ + 6y = e−x + 3sin(2x) + 1 y(0) = 2 y ′(0) = 1

TABLA DE TRANSFORMACIONES LAPLACE

N ◦ Núcleo f(x); x > 0 Transformada L[f (x)]

1 1
1
s

; re s > 0

2 eax
1
s − a

re s > re a > 0

3 cos(wx)
s

s2 +w2 re s > 0

4 sin(wx)
w

s2 +w2 re s > 0

5 sinh(wx)
w

s2 −w2 re s > |w|

6 cosh(wx)
s

s2 −w2 re s > |w|

7 xeax
1

(s − a)2 re s > re a

8
xn

n!
1

(sn+1 (n = 1,2, · · · )
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9 xneax
n!

(s − a)n+1 (n = 1,2, · · · )re s > 0

10
t

2w
sin(wx)

s
(s2 +w2)2 re s > 0

11 eax cos(wx)
s − a

(s − a)2 +w2 re s > 0

12 eax sin(wx)
w

(s − a)2 +w2 re s > 0

13 eax cosh(wx)
s − a

(s − a)2 −w2

14 eax sinh(wx)
w

(s − a)2 −w2
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editorial Técnico-cientı́fico, Polonia, Varsovia,2015.

[27] Edwin Dimitri Nieto Guerrero Cálculo de Proposiciones y de Predi-
cados Editorial Casadelpolo, Ecuador, Manabi, 2016.

[28] Edwin Dimitri Nieto GuerreroCompendio de Matemáticas Volumen
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