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Prefacio

Presentar esta segunda edicién es, para nosotros, un gran motivo de orgullo y pro-
funda satisfacciéon. Desde la publicaciéon de la primera edicién, el objetivo ha sido
claro: presentar conceptos matemadticos con claridad, asi como también fomentar el
pensamiento critico y el gusto por el razonamiento l6gico, ademas de ofrecer un mate-
rial de estudio que conjugue rigor matemadtico, claridad expositiva y un camino guia-
conductor que permita al lector avanzar con confianza desde los fundamentos hasta
los conceptos mds avanzados. También, se han incluido un nuevo capitulo y secciones
que abordan temas contemporaneos y enfoques pedagogicos actualizados, respondien-
do a las necesidades de un aprendizaje mds interactivo y contextualizado. En aquella
primera version, concebida con dedicacién y paciencia, se buscé que cada capitulo tu-
viera una estructura coherente: introduccién teérica, ejemplos resueltos paso a pasoy
una seleccién de ejercicios cuidadosamente graduados. A lo largo de los afios desde su
publicacién se ha recibido una valiosa retroalimentacién de profesores, estudiantes y
colegas de diversas instituciones, mds la experiencia en el aula, revelaron que siempre
se debe mejorar, enriquecer y actualizar. Los comentarios, observaciones y sugerencias
han sido una guia fundamental para esta nueva edicién, porque se ha podido detec-
tar puntos que podian explicarse con mayor detalle, ejercicios que requerian ajustes y
ejemplos que pueden enriquecer las aplicaciones mds cercanas a la realidad del lector.

El objetivo sigue siendo el mismo: ofrecer un recurso sélido y comprensible, que
sirva tanto para el estudio autébnomo como para el trabajo en el aula. Estas mejoras
haran de esta segunda edicién una herramienta atin mas util para todos aquellos que,
por vocacién, curiosidad o exigencia académica, se adentran en el fascinante mundo
de la matematica.

Por otro lado, no solo se ha limitado a corregir errores tipograficos o aclarar ciertos
pasajes, sino que se también se realiz6 una revisién exhaustiva de todo el libro de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, con la reestructuracioén de capitulos para mejorar
la progresion légica de los temas, ampliado las explicaciones en conceptos clave y se
incorpord nuevos ejemplos resueltos paso a paso, con el fin de facilitar el aprendizaje
auténomo. Asimismo, se ha afiadido ejercicios de aplicacién que vinculan la teoria
con problemas reales de ingenieria, ciencias naturales y tecnologia, con la finalidad de
mostrar la utilidad practica de la matemadtica en distintos campos del conocimiento.

Uno de los cambios mas significativos ha sido la incorporacién del capitulo de Siste-
mas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden, el cual fomenta el razo-
namiento critico y la resolucién creativa de problemas. Porque, aprender matematica
no consiste inicamente en memorizar férmulas, sino en desarrollar la capacidad de
analizar, deducir y encontrar caminos alternativos para llegar a una soluciéon

Agradecemos profundamente, a todos los docentes que han confiado en este libro
como herramienta de ensefianza, a los estudiantes que lo han estudiado con perseve-
rancia y a los colegas que han compartido observaciones valiosas. Cada sugerencia,



cada correccién y cada comentario han dejado huella en estas paginas. Esta obra no so-
lo es el fruto de los autores, sino el resultado de un didlogo constante con quienes viven
y ensefian la matematica dia a dia. Esperamos que a medida que el lector recorra estas
paginas, no solo se encuentra frente a un simple manual, sino frente a un compafero
de estudio que guia, reta y motiva. Porque la matematica, mds alla de los nameros
y simbolos, son un lenguaje que permite comprender el mundo, resolver problemas
complejos y desarrollar un pensamiento preciso y creativo. Deseamos que esta segun-
da edicién logre que mds personas se acerquen a la matematica con interés, confianza
y admiracién, asi habremos cumplido con creces nuestro propdsito.

Los Autores
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CAPITULO 1. Ecuaciones Diferenciales

1.1. Caracteristicas Basicas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Primer Orden.

Una ecuacién diferencial ordinaria de n-orden es toda aquella ecuacién, en la cual,
se tiene una relacién entre la variable independiente, la variable dependiente y las
derivadas hasta n-orden, se lo escribe:

F(x,,v,9",---,9")=0

Por lo tanto, una ecuacién diferencial de primer orden, se lo representa:

F(x,y,v)=0

Donde: F es una funcién definida y continua de las tres variables x, y, 1’ en un dominio
dado V de tres variables. Ademas, y’ es el elemento que debe estar en la ecuacién dife-
rencial, los otros dos elementos x e y pueden estar como no, en la ecuacién diferencial
de primer orden.

Toda funcién y = ¢(x), que cumpla con la ecuacién diferencial, se denomina so-
lucién especifica de la ecuacién diferencial, también se la puede denominar como la
integral especifica de la ecuacién diferencial.

Si la funcidén esta definida en la forma y = ¢(x,C) se la conoce como, la solucién
general de la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden y debe cumplir con:

1. Para todo valor definido de C, que pertenece a un dominio V, cumple con la
ecuacion diferencial.

2. Todo grafico de y=(x,C), donde: a < x < b pertenece al dominio V.

Para todo par (x,y) del plano cartesiano OXY, que sea parte de la solucién de la
ecuacion diferencial, se lo denomina grafico integral de la ecuacién diferencial.

La solucién general de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden, también
se la puede representar en la forma:

O(x,y,C=0

Que en ese caso, se lo denomina como la solucién general de una ecuacién diferencial
de primer orden en su forma implicita.

El paso de la forma ©(x,y,C) = 0 a la forma ©(x,y,) = 0, que es pasar de la solucién
general a la solucién especifica de la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden,
se requiere de la condicién de frontera, un punto, (xy,yy) o también conocidas, como
condiciones iniciales del proceso que se investiga.

Para estar seguros, que la solucién de una ecuacién diferencial de primer orden,
pase por el punto (xg,y) se aplica el teorema de existencia de una solucién de Cuachy,
el cual indica:

Si el lado derecho de v’ = f(x,v), es funcién continua en un dominio V y ademas,
9fixy)
Jy
minio, pasa exactamente un solo grafico integral de la ecuacién diferencial de primer

orden.

tiene en este dominio, su derivada parcial , por cada punto (xg,yg) de este do-

8 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 1.

1.2. Ecuaciones diferenciales de Variables Separables

La ecuacidn diferencial de variables separables son aquellas ecuaciones que tienen
la forma:

d
L= f-20)

Donde: la funcién f(x) y g(y) son definidas, continuas y en su estructura consta de una
sola variable, en los intervalos a<x<byc<y<d. respectivamente.

Las ecuaciones diferenciales de variables separables, se las resuelve separando las
variables, para que, cada variable este por un lado de la igualdad; es decir:

a4y o
g(y)_ﬂx) ax

La altima igualdad se la integra en funcién de cada una de las variables, que aparece,
con la condicién de que, g(y) # 0. Por lo tanto:

chi—;:jf(x)-dx+C

Donde: C es la constante de integracidn.

Las ecuaciones diferenciales de variables separables se pueden presentar de dife-
rente forma, pero son una combinacién posible de las funciones que, intervengan en
la ecuacion diferencial, como:

dy _fx)

dx  g(y) gWw)-dy=f(x)-dx —> fg(y)-dy:ff(x)-dmc

dy _gly) _ dy _ dx . . dy _ [ dx
ixf) gy fay SWFHSE=0 j 2] f f e

Las funciones son definidas, continuas y constan en su estructura de una sola
variable, en sus respectivos intervalos.

3. En la practica también, en muchas ocasiones, aparece en la forma:
f(x)-&1(y)-dx+g(v)- fi(x)-dy=0

En estos casos, se multiplica a ambos lados de la igual por el elemento:

u(x,) =

A1)

Con lo cual se obtiene la ecuacion diferencial:

f(x) g()
A0 )

La altima expresion, ya es una ecuacién diferencial de variables separables.

dy=0

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden 9



CAPITULO 1. Ecuaciones Diferenciales

1.2.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones diferenciales de Variables
Separables.

1. Resolver la ecuacion diferencial:

Como se puede observar, es una ecuacién diferencial de primer orden de varia-
bles separables; ya que, facilmente se logra separar las variables y en ese caso se

obtiene: p p p
24Y y X
L =_ < = 1.1
=y — =5 (L.1)
Se integral a ambos lados de la ecuacién (1.1 ):
In(y) = ! +C
75

Donde: C, es una constante cualquiera; por lo que, también, se lo puede escribir:
1 1 1 p\ 1
l = — l = - l - = — l Z |=—
n(y) x+C — In(y) x+ n(C) — In(y)—In(C) " — n(C) ”

Al aplicar la definicién de una funcién logaritmica, se obtiene:

Donde: C es la constante de integracién. La solucién representa la soluciéon gene-
ral del ejercicio.

2. Resolver la ecuacién diferencial:
(xy® +9?)dx + (x> —x*p)dy = 0

La ecuacién a simple vista, no permite definir que tipo de ecuacién diferencial
es, por lo que, se realiza transformaciones:

(xp? +92)dx+ (x> —x*p)dy =0 — p*(x+1Ddx+x*(1-p)dy=0 (1.2

1
Se multiplica a la identidad ( 1.2) por: u(x,y) = —— con lo que, se obtiene:
X7y

2 2(1 _
ya+l) X (1-y)

v (x+1)dx+x*(1-y)dy =0 o o

dy

(x+1) (1-9)
2 dx + 2

dy=0 (1.3)

Integrando a ambos lados de la identidad ( 1.3 ) se obtiene:

f(x;l)dx+f(1};y)dyzc
J%dx+fg+J(§l}—§)—f%:C

10 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 1.

1 1
ln(x)—;—;—ln(y)_C
ln(f)—x-l_y =
y Xy

Donde : C es la constante de la integracién. La solucién obtenida es la solucién
general de la ecuacién diferencial de variables separables.
d x-1
3. Resolver la ecuacién diferencial: =2 = 5
dx y
Se observa que los elementos de la ecuacidn, se los puede separar; por lo tanto, es
una ecuacién diferencial de variables separables.

; donde: yp =0

d_y_x—l
dx — p2

— pldy=(x-1)dx — Jyzdy:f(x—l)dx

y? _(x-1)?
3 2
Donde: C es la constante de integracion. La solucién obtenida es la solucién ge-
neral implicita de la ecuacién diferencial.

+C — 2p°-3(x-1)>=6C

4. Resolver la ecuacién diferencial:

dy _
a(x +1)=9-3

Se observa que los elementos de la ecuacién se los puede separar; por lo tanto, es
una ecuacion diferencial de variables separables:

dy  dx
-3 x2+1

Donde:y#3

d
y—y?):j zdj_cl — In(y—3) =arctan(x)+ C
- X

In(y —3) = arctan(x) +In(C) — In(y—3)—In(C) = arctan(x)

-3 -3
ln(yc ) =arctan(x) — _?C = gArctan(x)

-3 = Cedretan(x) p=3+ Ceretan(x)

Donde: C es la constante de integracion. La solucién obtenida es la solucién ge-
neral de la ecuacién diferencial. Esta solucién esta en la forma explicita.

5. Resolver la ecuacién diferencial:

dy — ,2x+Y . _
i e si 9(0)=0

Primero se encuentre la solucidon general de la ecuaciéon diferencial, ademas se
observa que, se puede separar sus variables:

d
d_i — 62x+y N d}) — 62x+ydx
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d
dy =e*eVdx — e—f =X dx (1.4)
Integrando ambos lados de la ecuacién ( 1.4 ):

1
Je‘ydy = Jezxdx — —e¥= 562" +C

Se ha obtenido la solucién general de la ecuacién diferencial, en este momento se
puede reemplazar la condicién inicial, y(x = 0)= 0.

1 1
—eV=—e¥+C — —e'==¢4C
2 2

1 1
-0 20
—-e == +C -1==+C

e 5e o 5
3
C=—=
2

Se reemplaza el valor de C en la solucién general de la ecuacién diferencial.
_e_y — lezx + C — _e_y — lezx - E — e_y — é — lezx
2 2 2 2 2

La ha obtenido la solucién especifica de la ecuacién diferencial.

. Resolver la ecuacion diferencial:

—Z 49?2 =0; ' =1
1Y 0, Si y(0)

Primero se encuentre la solucién general de la ecuaciéon diferencial, se puede
observa que, se puede separar sus variables:

—d—gzdx; Donde:y =0 (1.5)
y

Se integra a ambos lados de la igualdad ( 1.5 ):

d
j——};:fdx — l:x+C — y= !
Y {7 x+C

Se ha obtenido la solucién general de la ecuacién diferencial, en este momento se
puede reemplazar la condicién inicial, y(x = 0)= 1.

— C=1

= 1:
y x+C — 0+C

Se reemplaza el valor de C en la solucién general de la ecuacién diferencial, con

lo cual se obtiene: .

Y x+1
Que es la solucién especifica de la ecuaciéon diferencial.

12
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1.2.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Varia-
bles separables

1. Resolver las ecuaciones diferenciales:
a) (2y—-1)dx+dy =0

b) Z_)VC:E d
y 1 1+—y:ey

dy dx
C) —— =XV

o 2 ng—y:2y
d) ydx—(xz—l)dyzo X

dy
2 2 = —_— = X+y
e) (1+y%)dx+(1+x%)dy=0 3. e
dy B dy

/) (1+X)ya+x(1+y)—0 4 xaw(l—y):o

sin(x)sin(y)dx + cos(x)cos(y)dy = 0
g) sin(x)sin(y) (x)cos(y)dy : (x2+x)%:2y+1

dy
Q"7 _ 2

h) xy(1+x)dx 1+y 6 d_y+ -
i) (X4—y2)dx+xydy:0 dx 1+e*
Sy 1 7y (14p7) =0
7) E—% .
k) xydx+V1-x2dy =0 8. E=ytan(x)

dy xsin(x) _
D ax yeosty) "

2. Encontrar la integral general y la integral especifica de las ecuaciones diferencia-
les si la condicién inicial es dada:

dy
b) (1+v?)dx —xpdy = 0; y(2)=1 2. j—zz%/?; y(0)=1
dy
¢) == = 2\/Fln(x); y(e)=1 dy 1+y? =
Y ye
d) =< = ; 0)=2
) dx 1+e* v(0) 4. Z—z:(y—l)(y_z); (0)=0
dy
e) =dx; p(0)=0 x y dy .
\/ﬁy2 5'1+y_1+x%:0' pi) =1
.4y T
f) sin(x)== = yln(y); ?(E):e 6. x+/1 +y2+y‘/1+xzfl—z=0i?(0>:1
g) d—y+ytan(x)=0; y(m) =2 7 d—y:ZV 3; y(0)=1
dx " dx ’

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden 13
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3. Encuentre la integral general:

2 2y
a) 3e*tan(y)dx+(2—e¥)sec’(y) =0 L. 2x ax 7
b) v’sin(x) = yln
) v'sin(x) = yln(y) 5 va_yJ,y_a:o
c) yln(dx)+xdy =0 *
dy
2 - = dx
d) (1+y2)dx+xydy =0 3. xy =(a+x)(bry)ge
1+v2) (24X _ o¥dv)— (1 +v)dv = 0
&) (1+y2)(e>% —eVdy) — (1 +)dy x-y 2y =
f) (1+v?)dx =xdy g
Yy 3_ 4y
S5. x——+1=x"—-—=
8) (1+e}’)yd—y=e’C Cdx L
dx
6. 1 _ by + ab
h) 1+ =¢ gy yrexTuyTa
i) (1+v3)dx+(1+x%)dy=0 ?
)( y) ( )y 7 x2+(j—y) :1
j) 21+92 499’ V1422 =0 )
2
k) v'=a*"Y@a>0,a=1) 8. x[1+(d—y) ]Zl
dx
l) x ll_yde+y\/1_x2dy:O
0. W o1
dy cax T T ax
m) eVV1+x2ﬁ+1=0 *

dy _
10. (1+x)y+(1—y)xa =0

d
n) d—iwﬂ

11. ye*dx—(1+e*)dy =0
i) xdy = (y° +p)dx

12. (xp?+x)dy + (x*y—p)dx =0

d
0) —y:cos(x—i-y) dy
dx 13. Etan(x):y
4y == _ 2
p) Tx l1-x*=1+y " d—y:ex”l’
(1+e%) dx
q) 2e*tan(y)dx + dy=0 d
cos?(y) 15. xz—y+y+a:0
dx
dy y
1) == dy 2x%y
dx \ 2 16, - = —— 2
XVI+x dx x%2+x-12
dy 2x
4y d 1+¢"
) dx x2+5x+6 17. %Z 1 —e2x
dy 2xy 2
7 1
Z dx x>+5x+6 18. y’:yx+ V1 +x?
dy 1+¢*
7 d
W xS Toe 19. d—isin(x):y
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4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

)dy ¥ Ix 1. eyV1+x2d—y+1:
dx vy 1+v dx
b) dy _tan(y) 2. 2xVax - xzdy =a’+y°?
dx x dx
dy 42 d_y:
c) I =cos(y) 3 1-x *Vix 0
dy
d) dl:sin(y) 4 1+y2+xp—==0
dx
T 1 dy 2 d_y 2 = —
e) sm(x)sm(y)a:cos(x)cos(y) 5. x (dx"‘y ) a(xy—1)
i _ () Y — )V 24y _ 2)3
f) sin(x)cos(y) cos(x)sm(y)dx 6. (¥—x)V1+x o (1+7y2)
dy N
VY — eV L =
Q) x(1+¢€?) e 0 7. 2 +xyp +(xyx)dx 0
dy dy 11 1
AN % R e A N _
) dx  V©TY 8 dx 1+x 2+2  x(y?+2)
. dy
s A 9. x(1+y2)+y(1+x2)%:0
. dy
i) ?ZZxEW 10. (2+y)\/1+x2:\/1+y2;l—y
k 2 4 dy 2 _ dy dy
)y(x - )E+x(y _1)_0 11. x dx -y = I \/1+x2+\/1+})
dy vy 1+x%y? dy
l)—x"‘;— > 12. Vl—x2a+ 1-92=0
dy 1 3’ 2,4y 2
m) vl S 13. xy(1+x)a—1+y
n) e‘%y3+x2y2d—y=0 14. tan(x)sin?(y) + cos?(x) cot( )d—y:O
dx ' Y Yax
g dy _ 24y dy _
i) v X =1+x P 15. %—cos(x)
dy dy
— 2 —_— - 2: _— = i
0) (1-x )dx+1 =0 16. P sin(x)
dy 24y dy _
p) Ix x=1-x P 17. d—x_cot(x)
dy dy 1-p2
1—X2—X —~ =0 _y: y
q) U 18. == —
r) xy?dx+(y—x*y)dy = 0 19. tan(x)dy = yln(y)dx
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d
1.3. Ecuaciones diferenciales Homogéneas de Forma d—i =f (%)

Las ecuaciones diferenciales homogéneas son aquellas que se las llama a las ecua-
ciones del tipo:

dy (v .
%—f(;) Donde:x =0

La funcién f (z) es una funcién continua en un intervalo dado y depende de la relacién
x

y

A la ecuacioén diferencial homogénea, se la resuelve introduciendo una variable de

y

la forma = = u(x), esta variable permite transformar la ecuacién diferencial homogénea
X

a una ecuacién diferencial de variables separables. La cual, el estudiante ya esta en
capacidad de resolver.

y =u(x) — p=x-u(x)
X
La expresién obtenida nos indica, que se tiene el producto de dos elementos en funcién

de x. A esta expresion se la deriva con respecto a x; por lo tanto:

dy du
il u(x)+x- P
Esta ultima expresion, se la reemplaza en la ecuaciéon diferencial homogénea:
du
u(x)+x-a = f(u)
Lo cual, permite obtener una ecuacién diferencia de variables separables:
x-j—z = f(u)—u(x)
du flu)=u(x)
dx x
du dx

Jm:7 Donde: f(u)—u(x)=0

Alintegrar la tltima identidad, se obtiene la solucién general de la ecuacién diferencial
de variables separables con respecto a u(x), lo cual, se puede escribir:

O(x,u(x),C)=0
y

Al reemplazar u(x) = = se obtiene:
X

G(x,z,C):O
X

La expresién obtenida representa la solucién general de la ecuacién diferencial ho-
mogénea de la forma:

1 _ ()
dx X
En el caso de que: f(u)—u(x) = 0 la ecuacién diferencial toma la forma :
a_y
dx «x
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1.3.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones diferenciales Homogéneas

deForma——f( )

1. Resuelva la ecuacion diferencial:

2, .2
dy _x*+y (1.6)
dx Xy
El lado derecho de la ecuacién diferencial dada ( 1.6 ), se la multiplica y divide
para x2
2 + 2 y? y
dy _ dy _ 1+ F ;)
dx Xy dx Y dx Y
x2 X X

Se reemplaza: Y_u — y = x - u. Se debe tener en mente que, " u ” esta en

funcién de “ x ’, y al derivar con respectoa " x “ se obtiene:

Se reemplaza en la ecuacién diferencial ( 1.6 ) en funcién de la nueva variable ’

u’:
v\2
dy 1+(;) . u+xdu 1+u
dx Y dx  u
X
du 1+u? du 1+u?
X— = U — x— = —u
dx u dx u
du 1 dx
= du = — 1.7
dx u T wea X (1.7)

Se integra a ambos lados de la identidad ( 1.7 ):

dx u?
Judu_J7 —> T_In(x)+C

Se regresa a las variables de iniciales:

2

y 2 _ 52
2—x2—ln(x)+C — p° =2x"(In(x)+C)

La expresion obtenida representa la solucién general de la ecuacién diferencial
homogénea.

2. Resuelva la ecuacion diferencial:

d_y_x+y

dx 3x-7p (18)
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El lado derecho de la ecuacién diferencial dada (1.8 ), se la multiplica y divide

para x:
X+ Y
i 142
dy_ o dy Mt
dx 3x-y dx 3_2
X X

y

Sereemplaza: = =u — 7y =x-u.Se debe tener en mente que, u esta en funcién
X
de x, y al derivar con respecto a x se obtiene:
dy du

yZX'u — Y~ =Uu+x—

dx dx

Se reemplaza en la ecuacién diferencial, para que la ecuacién diferencial este en
funciéon de “u ":

Y
B a1
dx 5_7Y dx 3-u
'
du 1+u du 1+u-u(3-u)
X— = -uUu — X— =
dx 3-u dx 3—u
xd_u_1+u—3u+u2 N Xd_u_1—2u+u2
dx 3—u dx  3-u
—_1)2 _
xd—u:(u 1) e —(3 u)du:@ u=l (19)
dx  3-u (u—1)? X

Se integra a ambos lados de la identidad (1.9 ):

(B-u)du  (dx N 2du ~ du @
J(”‘l)z ) x J‘(u—l)2 Ju—l_ x

2
u-—1

—In(u-1)=In(x)+C

Reemplazando u, se tiene:

x
y_x+ln(y—x)—C Donde:x#y

La expresion obtenida representa la solucién general de la ecuacién diferencial
homogénea.

3. Resuelva la ecuacién diferencial:

xZ—Z:y(1+ln(%)) Si y(1)=e 2. (1.10)

Se transforma la ecuacién diferencial (1.20 ), en una ecuacién diferencial ho-
mogénea, y ademads, se debe encontrar la solucién general de la ecuacién diferen-

cial: p p
ay _ Y @ _Y y
de_y(1+ln(x)) 0 dx x(1+ln(x))

18 Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden




Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 1.

Se reemplaza: You — v = x - u. Se debe tener en mente que, "~ u * esta en
funcién de " x , y al derivar con respecto a “ x “ se obtiene:
dy du

Y=X-U — ——=U+X—

dx dx

Se reemplaza en la ecuacién diferencial, para que la ecuacién diferencial este en
funcién de u:

dy Y(rem(Y) — u+x;l—u:u(1+ln(u))

dxx

X X
du du
a_u(1+ln(u))—u — x%_u+uln(u)—u
du du dx
x%_uln(u) — uln(u)_7 (1.11)

Se integra a ambos lados de la igualdad (1.11 ):

Juln J — In(ln(u)) = In(x)+C

n(In(u)) = In(x) + In(C)

Aplicando propiedades de una funcién logaritmica se obtiene:

In(In(u)) =In(x)+In(C) — In(In(u)) =In(xC)

In(u)=Cx — u=e""

Se regresa a las variables iniciales:

u:er N z:er N y:xer
X

La expresion obtenida representa la solucién general de la ecuacién diferencial
homogénea. En este momento se reemplaza la condicién inicial ( o de frontera)
del ejercicio, para obtener el valor de C:

1 1
p=xe* — e2=11 — C=-2

Se remplaza el valor de C, en la solucién general de la ecuacién diferencial ho-
mogénea:
1
p=xet* — yp=xe2*
La expresion obtenida representa la solucién especifica de la ecuacién diferencial
homogénea.

4. Resolver la ecuacién diferencial:

2xyj—y:y2—x2 si: p(1)=V3 (1.12)

X
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Primero, se encuentra la solucién general de la ecuacién diferencial; por lo tanto,
se realiza transformaciones en la ecuacién para obtener una ecuacién diferencial
homogénea:

2_,2
2xyd—y:y2—x2 — d_y:l y-x d_y:l y_x
dx dx 2\ «xy x 2\x v

Donde: x # 0,y # 0
Y

Se reemplaza: = =u — 1y = x-u. Se debe tener en mente, que "~ u “ esta en
X

funcién de " x “ y al derivar con respectoa “ x  se obtiene:

Se reemplaza en la ecuacién diferencial, para que, la ecuacién diferencial este en
funciéon de “u ":

. du 1( 1) du 1({u*-1

u X— = — - — _ X/ = — —-Uu

dx 2 u dx 2 u
du_uz—l—Zu2 du_—l—u2
dx 2u dx  2u
2udu _ dx J‘2udu a dx
u2+1  x u2+1 X

In(u?+1)=-In(x)+C — In(u?®+1)+In(x)=In(C)
ln[(u2+1)x]:ln(C) — (u*+1)x=C

Se regresa a las variables iniciales:

G-

La expresion obtenida representa la solucién general de la ecuacién diferencial
homogénea ( 1.12 ). En este momento, se reemplaza la condicién inicia I( o de
frontera ) del ejercicio, para obtener el valor de C:

yZ + x2
x2

x=C — x=C — y2+x2:Cx

p’+x’=Cx — (V3)’+(1)’=C(1) — 3+1=C — C=4
Se remplaza el valor de C, en la solucién general de la ecuacién diferencial ho-
mogénea:
x>+ y2 =4x

La expresién obtenida, representa la solucién especifica de la ecuacién diferen-
cial homogénea.

20
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1.3.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Forma

EX._(Z)

dx \x

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

dy x%+7yp? dy
) dx 2x2 ! ydx—Zy *
d
b) d—ycos(z)zzcos(z)—l 2. —y:e%+z
dx x) x X dx X
21,2
c) xd—yzyln(f) 3 W _p, NHY
dx Y dx x x
dy v 4 d_y__x+y
4) dx ~ x 1 dx X
dy _y(x-y) 5 4y y
¢) dx x? dx  x—24/xy
He_vEy 6. W _Xty
dx  x|x-2y dx x-y
dy _y dy  y?
.= - 7. ===
8) 7, = Uny)-In(x)+1) ix xy—x)
0 d_y:_x22+3xy+?22 g d_y:ngf
dx 4y +3xy +x dx x y
2.2
A 0. % -2 tan ()
dx  2xy dx x X
Ldy X +xy+y? 10 d_y:xz_yz
/) dx x2 " dx Xy

2. Encontrar la solucidon de la ecuacidon diferencial si se conoce su condicién inicial:

dy y) (y)

a) [==—-%|arctan|Z ) =1 (1)=0 dy  2xy B
(dx % X ’ LTy y(1)=2
d

b) d—z=§+§ p(1)=V2 2. y3dy+(3xp?+2x3)dx = 0;p(1) = V3

dy dy
dy_x+y _ 3. x2—+y2:xy— y(3):4
C) dx = x 3?(1)—1 dx dx
dy (v\_¥ (¥ n
d 4 oslZ) =Y cos(Z )= _T

d) —y:z(ln(}—))+1) p(1)=e 4 dxcos(x) xcos(x) L y(l)=+

dx x X

3. Resolver la ecuacién diferencial dada:

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden 21



CAPITULO 1. Ecuaciones Diferenciales

9 _ dy _y (¥
a) XE—X‘F}) 1. d—x_;+tan(;)
d
b) x+y+xd—z:0 2. xj—i— :xtan(%)
v dy y
C) (3’ 2x)dx _2y+x 3. Xﬁ :yln(;)
dy
d) 8y+10x+(5y+7x)E:0 n (x2—y2)%—2xy:o
dy J
- — y .
6) (X+3/)dx+32 0 5. (3x2_y2)a_2xy_o
dy J
L= Y B
P 9=y =0 6. (x*=xp)—=+y* =0
dy J
7 _ — Y
g) (x+y)5--2y=0 7. (x2+2x}’)ﬂ:y2
dy
h) (e+y)g +x-y=0 &awg£+x2+y2:o
i dy_ 2.2 d d
i) xa—y+\/x +7p 9. y2+x2d_z:xyd_i
NN [x2 _ )2 dy
)X Ty N Y 10. p>—=+3xp?+2x> =0
dx
dy . .
k) 2\xy -y +x-m=0 11. xyey+y2—xze?Z—Z:O
dy
D y+2yxy-x)7:=0 12, xy%:yu(xw)ze—i
m) x—\/@—y+\/@d—y:0 2 2 dy
dx 13. xy+p°—(2x +xy)azo
dy  29°-xy d
) ax X2 —xy+p2 14. x—ycos(§)+xcos(§)-d—i:0
1.4. Ecuaciones diferenciales de Forma % - f(—“x”’?’” )
dx ajx+by+c;

La ecuacién diferencial de forma: ay = _axtbytc
dx ax+ bly +C

continua en todo su dominio. El método de solucién de este tipo de ecuacién dife-
rencial consiste en aplicar un cambio de variable, que permita obtener una ecuaciéon
diferencial de tipo homogéneo o del tipo de ecuacién diferencial de variables separa-
bles, son tres casos posibles y que dependen del valor del determinante de la matriz de

segundo orden:
a b c
ap by o
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1. Todos los determinantes, que se puede obtener de la matriz son diferente de cero,
2. Uno de los determinantes, es igual a cero,

3. Todos los determinantes, son igual a cero.

1. Primer caso:

a b
a1 by =0
Se realiza el cambio:
{ x = {+a
vy = n+p

Donde: a y f son soluciones del sistema de ecuaciones:

ac+bp+c =0
a1a+b1/3+cl =0

El sistema de ecuaciones escrito, se lo obtiene rapidamente al reemplazar las va-
riables x,y por a v f, en la ecuacién diferencial analizada y se lo iguala a cero.

2. Segundo caso:
a b

a; b =0

Y por lo menos, uno de los determinantes de la matriz de segundo orden es dife-
rente de cero, en ese caso se realiza el reemplazo:

ax+by=u(x) o a;jx+by=u(x)

Cada uno de estos reemplazos permite cambiar la ecuacién diferencial a una
ecuacion diferencial de variables separables.

3. Tercer caso: Si todos los determinantes de la matriz son igual a cero, en ese caso
sereemplazaax + by +c=Voax; +by; +c; =V

1.4.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de la forma

dy _ ax+by+c
dx a a1x+b1y+cl

1. Resuelva la ecuacion diferencial:

d 4x-5p+11
4y _EmoyT (1.13)
dx 3x—4y+7

Primero se debe encontrar el valor del determinante, conocido como determinan-
te bésico:

4 -5
3 -4

':—16+15:—1¢0

Se utiliza el cambio de variable:

x=&+a, v=n+p
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Los valores de a,  se la obtiene del siguiente sistema de ecuaciones:

{

La solucién al sistema es:

4a—58+11
3a—4B+7 =0

=0

a=-9, p=-

El método de resolver el sistema se deja al lector, quien debe resolverlo, pero se
aconseja que aplique el método de Cramer.

Se reemplaza en las ecuaciones:

x=¢(-9, y=n-5
Por lo cual, se puede obtener:
dy _ dy
dx d&
Las dos ultimas expresiones , se reemplaza en la ecuacién diferencial (1.13 ):
dn _4&-57
dE  3& -4y
El lado derecho de la igualdad se multiplica y dividi para &:
1
4-5-=
d
an & Donde: & #0
A&  5_41
3-4
¢
Esta expresion es una ecuacion diferencial homogénea, la cual se esta en condi-
ciones de resolverla. "
z =u(l) — n=&-u
Se deriva ambos lados de la ecuacién en funcion de &
. an _ e
n=&u — i u+éd5
_g5
d_17 : 55 — u+cfd—u— 4-ou
d& 5 _ 4l A& 3—4u
3
5d_u_4—5u_ E_u_4—5u—u(3—4u)
A& 3-4u g 3-4u
du 4-8u+4u? 3-4u d&
— = ——du=— 1.14
‘a5 T 3-au i-su+au? & (1-14)
Se integra a ambos lados de la identidad ( 1.14 ):
J 3—4u dé 1 J' 3—-4u J‘
—_— — —+C
4—-8u +4u? & 4 ) (u?2-2u+ 1
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En este tipo de integrales se analiza el discriminante del polinomio de segundo
orden, que se encuentra en el denominar de la fraccién:

A=b’—dac — A=64-4(4)(4)=0

Por lo tanto, el polinomio de segundo orden tiene una raiz doble real, idénticas.
Se encuentra sus raices aplicando cualquiera de los métodos conocidos por el
estudiante:

4u? —8u+4=4u-1)>

Con esta informacién, se descompone a la fraccién propia en sus fracciones par-

ciales:
3—4u  3-4u A . B
—2u+1 (u-12 (u-1)2 u-1
3-4u  A+B(u-1)
—2u+1  (u-1)?
3-4u=A+B(u-1)
Siu=1:
3-4(1)=A+B(1-1) — A=-1
Siu=0:

3-4(0)=A+B(0-1) — 3=A-B — B=-4
Se reemplazan los valores de A y B. Por lo tanto:

3-4u  3-4u A N B -1 N —4 (1.15)
2u+1 (u-12 (u-12 wu-1 (u-12 u-1 '

Se integra a ambos lados de la igualdad ( 1.15):

3 4u 1 4 1 4
A du= | =L
Jlﬂ—2u+114 J(W—1V+u—l)u N[uwﬂﬁdu+fu—ldu

Se integra cada una de las integrales:

- du — u—-1=t — du=dt — - ﬂ:—(—l): !
(u—1) 12

u-—1

Jﬂ_4du—eu—l:t—edu:dt—e—AJY?:—MMﬂ:—MMu—D

Después de integrar se obtiene:

if( 32i”+1 f—+c %(ulj—élln(u—l)):ln(é)—i-C

Se regresa a las variables 77, &:

1 1 ]
Z —17 1—4[7’1(g

3

) —In(&)+C
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L < n-&\\ _
Z(——4ln( 5 )—ln(£)+C

n—=¢&

& 1. (n-¢
—4117’1(

; )) In(&)+C

(4(17—5)

¢ _
(g~ =0+ (&) = ()

—(In(n=&))+In(&) =In(&)+C

4(n-¢&) —(In(n=-&)+In(&)-In(&)=C

—(In(n=£&))=C
Se regresa a las variables x,y:

x=&-9 — £=x+9

y:17—5 — ﬂ:y+5

x+9
—(In(n-&)=C — —(In(y+5-(x+9)))=C
i (= 9) 5oy s+ 9)
x+9
Hy+5-x-9)) —(In(y+5-x-9)))=C
x+9

— —In(y-x-4)=C

Erry R
La expresion es la soluciéon implicita general de la ecuacion diferencial.

2. Resolver la ecuacién diferencial:
d_y_ x-2y+9 (1.16)

dx  3x-6y+19

Primero, se calcula el valor del determinante:
1 -2
‘ 3 e ‘_—6+6_O

Se verifica el valor para otro determinante:

1 9
(3 19 ’—19—277:0

Se aplica el cambio de variable:

X—=2y=u
Se deriva la identidad:
| oy _du
dx dx

26
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o d
Sedespe]ad—z:
1%y _du L4y _du
dx dx dx dx
du du
dy _dx dyzl_az
dx -2 dx 2

Ademas, se observa que:

3x -6y =3(x—-2y) =3u

Todos estos elementos se reemplaza en la ecuacién diferencial ( 1.16 ); por lo que,

se obtiene:
] du
d_y: x—-2y+9 N dx _ u+9
dx 3x-6y+19 2 3u+19
du  2(u+9) du  2(u+9)
dx  3u+19 dx  3u+19
du 2(u+9) N du 3u+9-2(u+9)
dx  3u+19 dx 3u+19
du  3u+19-2u-18 du  u+1
dx 3u+19 dx  3u+19
Se separa las variables:
du  u+1 3u+19

— = —
dx 3u+19 u+1

Se integra a ambos lados de la identidad ( 1.17 ):

J-3u+19du:fdx+C Donde:u =1

u+1

Se integra la integral:

u+1 u+

du=dx

(1.17)

J3u+19du:J‘(3+ 161)du —> 3u+16ln(u+1)

Se reemplaza:
Bu+l6ln(u+1)=x+C

Se regresa a las variables x,y:

Bu+l6ln(u+1)=x+C — 3(x-2y)+16ln(x-2y+1)=C

La expresion obtenida es la solucioén implicita general de la ecuacién diferencial.

3. Resolver la ecuacién diferencial:

dy 6x—-2y+2
dx 3x-yp+1

(1.18)

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden

27



CAPITULO 1. Ecuaciones Diferenciales

Se calcula el valor del determinante:

6 -2
‘ s ‘_—6+6_O
Se verifica el valor para otro determinante:
-2 2
' 11 ‘ =-2+2=%0

Los demas determinantes de la matriz también tiene el valor cero; por lo tanto:
3x-y+1=u
Se reemplaza en la ecuacion diferencial ( 1.18 ):

dy _6x-2p+2  dy 2(3x-p+2)

dx  3x-y+1 dx  3x-y+1
dy  2(u) dy _ B
= N ﬁ_2—>dy—2dx
Se integra:
y=2x+C

Se ha obtenido la solucién implicita general de la ecuacién diferencial.

4. Resolver la ecuacidn diferencial:

d_y_x+y+1

dx _x+y——1 Si y(—l):2 (119)

Se calcula el valor del determinante:
1 1
H R

Se verifica el valor para otro determinante:

1 1
‘ 1 —1 ‘_—1—1:«:0
Se aplica el cambio de variable:
X+y=u

Se deriva ambos lados de la identidad con respecto a x:

dy du dy du

Se reemplaza en la ecuacién diferencial ( 1.19 ):

dy _x+y+1 N du 1_u+1 du u+1

= — 1= - = +1
dx x+y-1 dx -1 dx u-1
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du u+1l+u-1 du 2u u—1
“r -y 27 — du=d 1.2
dx u-—1 dx u-1 2u " x (1.20)

Se integra ambos lados de la igualdad ( 1.20 ):

J‘u_lduzjdx+c
2u

Se integra el lado izquierdo de la identidad:
u-1 1 du\ 1
J 2 du—z(fdu—fj)—z(u—ln(u))

u In(u)
2 2

Se tiene:

=x+C

Se reemplaza en la expresion, para que este en funcién de x, y:

x+y In(x+y)

> > =x+C
x+y Inlx+y)
2 7 *=¢
x+y—-2x In(x+y) _c
2 2
y—x_ln(x+y) 3
2 7 ¢

Esto representa la solucién general de la ecuaciéon diferencial. En este momento,
se reemplaza la condicién inicial, para obtener la solucién especifica:

y—x_ln(x+y):C N 2—(—1)_ln(—1+2):§

2 2 2 2 2

v-x In(x+y) 3

2 2 2

La expresion obtenida es la solucién especifica de la ecuaciéon diferencial.

1.4.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de 1a Forma

dy _ ax+by+c
dx ' \ayx+biy+c

1. Resolver las ecuaciones diferenciales:
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dy  x+3y+7 L 4y 2Ax+y-2)
a) dx~ 2x+y+3 dx ~ 5x-yp-4
dy -7x+3y+4 2 d_y:M
b) = =—o— " d 7y —3x+3
dx  3x-7y-7 X AYmox+
d -x+3y-2
Ot 3
dx 2x—4y+5 X X=y-
d
dy vi2 |2 4. x—2p+9-(3x—6y+19)22 = 0
d) —=2 dx
dx x+y-1
5 dy -2x+y-1
e)d_?:w Tdx 2y-x+1
dx x+y-3 p
dy 2x-2y-8 6. (2x—}’—1)d—z:9€—23’+1
f) dx  3x+5p+7 p
) 7. 3x+3y—1+(x+y+1)—y:0
)d_y_ x-y-1 dx
8 dx \x—2p+1 dy
8. 2x+2y-1)—==—-x-p-1
5 dx
h)d—y— ? a#0 d
dx  (x+y)? 9.x+y—2—(x—y+4)d—Z:O
i d_y:_x—i-y—z dy
dx x-y+4 10. x—2y+5+(2x—y+4)%:o

1.5. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden

Una ecuacién diferencial lineal de primer orden, se llama a una ecuacién de la
forma: p

2 py = g) (1.21)

Donde: p(x) y g(x) son funciones continuas en un intervalo comun (a,b), de tal forma
que, por cada punto de su dominio:

D:{ (a,b): a<x<b }

—oo<y<oo

Pasa exactamente una curva integral de la ecuacidn diferencial. En el caso de que: g(x)
= 0, la ecuacién diferencial toma la forma:

dy
Ix +p(x)y=0

A este ecuacion, se la conoce como: ecuacién diferencial lineal homogénea ( 1.21 ), que
es parte de la ecuacién diferencial lineal de primer orden, en el caso de que: g(x) # 0
es la parte no-homogénea de la ecuaciéon diferencial lineal de primer orden ( 1.21 ). Lo
que permite definir que:

La solucion general de la ecuacion diferencial lineal (1.21 ) es suma de dos solucio-
nes
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1. La solucién general de la ecuacién diferencial de su parte homogénea (p"),
2. Lasolucién especifica de la ecuacién diferencial de su parte no-homogénea (y~").

La solucién general homogénea, se la encuentra facilmente; ya que, es una ecuacién
diferencial de variables separables:

dy

Ir +p(x)y=0 — —=—p(x)dx

ln(y):—fp(x)dx+C — In(y f x)dx+In(C

In(y) = 1n(C) = [ pt)dx — ln(%):—Jm)

y = })h = Ce_fp(x)dx

De la solucién general de la ecuaciéon diferencial lineal homogénea, se puede observar
que: siy = 0, esto nos indica que C = 0.
Para encontrar la solucién a la ecuacién diferencial no-homogénea, existe dos méto-

dos:

1. Primer Método: A este método, se lo conoce como: el método de la variacién de
la constante. Consta de los siguientes fases:

a) Se encuentra la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea:
Y= CeJP™4x  Donde: C es la constante de integracion.
b) Se considera que: C es funcién de x; por lo tanto, C(x):
y=Clx)e )Pt

c) Por el momento, C(x) no es conocida y se supone que cumple la ecuacién
diferencial lineal de primer orden. Se la calcula derivando la identidad en
funcién de x:

d
di C’(x)e S PDIx _c(x)e~fP)
Se reemplaza estas identidades en la ecuacién diferencial de primer orden (
1.21):
dy

Iy TPy =28
C'(x)e P C(x)e P p(x) 4 plr)Cl)e TP = g(x)
e—f P = g(x)
C'(x) = g(x)el PLovtx

Se integra la ultima identidad:

= fg(x)ejp(x)dxdx
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Se reemplaza la funciéon C(x) en la solucién general de la ecuacién diferen-
cial homogénea; con lo cual, se obtiene la solucién especifica de la ecuacién
no-homogénea:

() =y = eI [ gl

La solucién a la ecuacién diferencial lineal de primer orden ( 1.21 ), es la
suma de las dos soluciones; es decir, la solucién general de la ecuacién di-
ferencial homogénea mds la solucién especifica de la ecuacién diferencial
no-homogénea (y = y" +y~").

2. Segundo Método: A este método, se lo conoce como: el método de la adivinanza,
al inicio de su aplicacién, o error acierto actualmente. Este método se lo puede
aplicar, cuando:

a) El elemento de la ecuacién diferencial lineal de primer orden p(x) es una
constante,

b) Cuando se puede visualizar la forma de la ecuacién especifica de la ecuacion
diferencial no-homogénea.

Los casos en los cuales se identifica facilmente, la forma de la ecuacion diferencial
no-homogénea son:

a) Siellado derecho de la ecuacién diferencial de primer orden, g(x), es un po-
linomio de n-orden; entonces, la forma de la ecuacién no-homogénea sera
un polinomio del mismo orden, donde se debe calcular sus coeficientes.

dy

+p(x)y =g(x) — T +p(x)y =a,x" + an_lx”_1 +-+apx+ag

vy =byx" + by x" 4+ by x + by

dy
dx

b) Si, g(x) = e**P(x), donde: P(x) es un polinomio de n-orden, la parte no-
homogénea y; tendria la forma de:

(x) = e Q,(x): cuando las raices p+a
yix) = xe®™*Q,(x) cuando las raices p=a

Donde los coeficiente del polinomio Q(x), hay que calcularlos.

c) Si g(x) = ke**, entonces y;(x), tiene la forma:

(x) = me* : cuando las raices p#a
VW= mxe™  cuando las raices p=a

Donde: m se lo debe calcular.

d) Sig(x) = kcos(bx) + Isin(bx), se adivina que, la parte no-homogénea tendria
la forma:

v1(x) = mcos(bx) + nsin(bx)
Donde los coeficientes m y n se debe calcular.

e) Si g(x)=e"(kcos(bx)+Isin(bx) la parte no-homogénea p;(x) tiene la forma:
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y1(x) = e**(mcos(bx) + nsin(bx))
Donde: m y n son coeficientes que se debe calcular.

f) Sig(x)=P,(x)cos(bx)+ Q,(x)sin(bx) . Donde: P,(x) v Q,(x) son polinomios
donde uno de ellos es por lo menos de n-orden, y el otro es a lo mucho de
n-orden, la parte no-homogénea y;(x) tiene la forma:

v1(x) = R, (x)cos(bx) + S, (x)sin(bx)

Donde: los polinomios R, (x) v S,,(x) tienen las mismas propiedades de los
polinomios P, (x) vy Q,(x) y sus coeficientes se deben calcular.

El método de la adivinanza; aunque, se lo debe aplicar cumpliendo ciertas caracteristi-
cas, es un método, que se utiliza bastante en la ingenieria, ademas, se elimina la inte-
gracion; lo cual, en muchos casos facilita la resolucién de la ecuacién diferencial. En
la basqueda de la solucién especifica de una ecuacién diferencial lineal, donde su lado
derecho es complicada, es bueno tener en mente, el método de la adivinanza:

1. Siyi(x) v v2(x) son la parte no-homogénea de las ecuaciones:

d d
Lipy =) v Tpy =l

La funcién y = y;(x) + v,(x), es la parte no-homogénea de la ecuacién:

d
L plx)y = 1 (x)+ (%)

2. Algunas veces, la ecuacién diferencial lineal de primer orden, es mucho mas agra-
dable expresarla, en funcién de y:

1.5.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales lineales de
Primer Orden

1. Resuelva la ecuacion diferencial:

dy 2 2
< +2xy =2x"e " 1.22
Iy T2V (1.22)
La ecuacidén, es una ecuacion diferencial lineal no-homogénea. Su solucién, es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy dy

+2xp=0 2 B _ o
_ = _ == _— — =
T T2 Tx Xy . xdx

Se integra ambos lados:

d_y =-2xdx — Jdl :j—Zxdx+C
v Y
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x2

In(p)=-2+C — In(y) = —x> +1n(C)

In(y) - 1n(C) = —x* —> m(%):-ﬁ

y=y"=Ce™ (1.23)

Se ha obtenido la solucién general de la ecuacién homogénea.

Su parte no-homogénea:

Se parte, de la solucion general de la parte homogénea; en la cual, se considera a la
constante, como una funcién en x:

y=C(x)e™ (1.24)

Se deriva ambos lados en funcién de x:

d
L _ e —2xC(x)e ™ (1.25)
dx

Los dos altimos elementos, ( 1. 23 )y (1.24 ) se reemplaza en la ecuacién diferencial
lineal ( 1.22):

C’(x)e‘"2 - 2xC(x)e‘"2 + 2xC(x)e_"z = 2x2e™
C'(x)e_"2 = 2x2e™
C’(x) = 2x> (1.26)

Se integra a ambos lados de la identidad ( 1.26 ):

2
C'(x)=2x> — C(x)= §x3
Se reemplaza en la parte no-homogénea, lo que permite obtener, es la ecuacion es-
pecifica de la parte no-homogénea de la ecuacién diferencial lineal:

N 2 2 .2
h:_x?)ex

Y1(x) =7y 3

La solucién general de la ecuacién diferencial linea tiene la forma (y = y" +y~")

2 2
y:Ce‘"z—i-—x%_"2 — y:e‘xz(C+—x3)
3 3
Donde: C es una constante cualquiera.
2. Resolver la ecuacién diferencial:
W Y _ i) =
oro=e Si p(1)=1 (1.27)
Su parte homogénea:
y vy _o ., v _y _ dy_ dx
X X dx  x Y X
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Se integra ambos lados de identidad:

de_y:_ %m — In(y) = =In(x) +In(C) — l”@’:l”(%)
_n_C
y=y ==

Que representa, la solucién general de la parte homogénea.
Su parte no-homogénea:

El coeficiente p(x) = —, en la ecuacién diferencial, es diferente a una constante; por
X

lo tanto, el método a aplicar, es la variacién de la constante.
C(x)

V== (1.28)

Derivamos, la identidad en funcién de x:

dy ., 1 1

Se reemplaza ( 1.28 ) y ( 1.29 ) en la ecuacién diferencial lineal ( 1.27 ):

dy vy ,, 1 1 Cx)1 N
dx+x_e — C(x)x C(x)x2+ " x_e — C(x)x—e

Se integra la ambos lados de la identidad:

C(x) = J-xex

Se realiza la integracién por partes de:

jxex:xex—fexdx:xex—ex:ex(x—l)

Se reemplaza:
- _ C(x) o eN(x—1
yi(x) =y h:_i — ()= h:—x )
La parte homogénea y la parte no-homogénea, se reemplaza en la ecuacién diferen-
cial lineal, y = p" +p~"
C éef(x-1) 1
h ~h x
= ==t — =—(C -1
y=y+y T =_+t—— — y=_(C+{x-1))
Se reemplaza la condicién inicial o de frontera en la solucién general de la ecuacién
diferencial lineal:

1 1
y:;(C+(x—1)ex) —— 1:T(C+(1—1)ex) — C=1
Se reemplaza en la solucién general:
y:%(C+(x—1)ex) —> y:§(1+(x—1)ex)

Se ha obtenido la solucién especifica de la ecuacién diferencial lineal, que ademas,
cumple con la condicién inicial dada.
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3. Resuelva la ecuacidn diferencial lineal:

dy _ 1
dx  xcos(y)+asin(2y)

La ecuacién dada no es una ecuacién diferencial con respectoa "y ; ya que, la varia-
ble, se encuentra en el argumento trigonométrico de las funciones trigonométricas,
pero, se la puede tratar como una ecuacién en funcién de " x ’, si se la transforma:

dx . dx :
@ =xcos(y) +asin(2y) — @ —xcos(y) = asin(2y) (1.30)

Su parte homogénea:

dx -xcos(y)=0 — Z—; =xcos(y) — % =dycos(y)

dy
Se integra ambos lados de la identidad:
f% = fcos(y)dy +C — In(x)=sin(y)+C — In(x)=sin(y)+In(C)
In(x)—In(C)=sin(y) — ln(%) =sin(y) — x=x"=Ce"NV

Se encontro la solucién general de la parte homogénea.
Su parte no-homogénea:

x=CeSinly) 5 yx= C(y)esin(y)

Se deriva ambos lados en funcién de y:

dx_

e C'(v)es™) + C(p)esn¥) cos(p) (1.31)

Se reemplaza ( 1.31 ) y ( 1.32 ) en la ecuacién diferencial lineal ( 1.30 ):
;l—;—xcos(y) = asin(2y) — C'(y)e"™V+C(y)es™?) cos(y)—-C(y)e* ¥ cos(y) = asin(2y)

C/(y)esin(}’) =asin(2y) — C/(}}) _ asin(2y)e_sm(y)

Se integra a ambos lados de la identidad con respecto a y:

C(y) = Jasin(Zy)e_Sin(V)dy — C(y) = ZaJSiny cosy-e "Wy

Se integra, la integral del lado derecho:

Jsinycosy-e‘sm(y)dy — si sin(y)=t — fte_tdt

fte‘tdt =—te ' - f(—e_tdt) =—tet—et =—e7H(t+1) = —e S "W)(sin(y) + 1)
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Finalmente: .
C(y) = —2ae” ") (sin(y) + 1)

Se reemplaza:
x1(y)=x= C(y)esin(y) — x(y) = _Zae—sin(y)(sin(y) n 1)€sin(y)

x1(y) = x™" = ~2a(sin(y) + 1)

La solucién general de la ecuacién diferencial lineal es:

x=x"+x" = CeS™Y) — 24(sin(y) + 1)

4. Resuelva la ecuacion diferencial lineal:

d—y+3y:15x2+4x+4 (1.32)
dx
La solucién a esta ecuacion diferencial, sera la suma de la solucién a la parte ho-
mogénea y la solucién a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy dy

a+3y:0 — a:—33}

J dy_y:‘ f 3dx+C —> In(y)=-3x+1n(C) —> In(y)~In(C)=3x

ln(%):—&c — p=yl=Ce™* (1.33)

La ultima expresion es la solucion general a la parte homogénea de la ecuacién di-
ferencial.

Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que, el elemento p(x) = 3, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza. Al aplicar este méto-
do, se debe poner mucha atencién a la estructura de la parte derecha de la ecuaciéon
diferencial. En este caso, se tiene un polinomio de segundo orden; por lo que, la
forma de la parte no-homogénea sera un polinomio de segundo orden, donde sus
coeficientes, se debe calcular.

yl(x):ax2+bx+c Donde a, b y ¢ se debe encontrar. (1.34)
Esta forma, se reemplaza ( 1.35 ) en la ecuacién diferencial ( 1.33 ):

d
ﬂ:2ax+b

yl(x):ax2+bx+c — =

Se reemplaza en la ecuacién:

d
d—z+3y:15x2+4x+4 —> 2ax+b+3(ax® +bx+c)=15x> + 4x + 4

Se simplifica, se ordena el lado izquierdo de la ecuacién:

2ax+b+3(ax> +bx+c)=15x> +4x+ 4
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3ax® +x(3b+2a)+ (b+3c) = 15x* + 4x + 4

Lo que se tiene, es una identidad compuesta de dos polinomios de segundo orden,
pero uno de cada lado de la identidad; por lo que, para que cumpla la identidad, los
coeficientes del polinomio del lado derecho, tiene que ser iguales a los coeficientes
del polinomio del lado izquierdo, con lo cual, se forma ecuaciones simples, que
permiten el calculo de los coeficientes:

3a2=15 — a=5 Coeficientes de x?
3b+2a=4 — 3b+2-5=4 — 3b=4-10 — b=-2
b+3c=4 — -243c=4 — 3c=6 — =2

Por lo tanto, la forma no-homogénea es:

~h

vi(x) =y " =ax’+bx+c — p(x)=5x"—2x+2 (1.35)

La solucién general de la ecuacidn diferencial es la suma de las soluciones ( 1.34 y

1.35):

-3x

y:yh+y~h:Ce +5x% - 2x+2

. Resuelva la ecuacion diferencial:

d—y—2y:e

e M (x+1) (1.36)

La solucién a esta ecuacion diferencial, sera la suma de la solucién a la parte ho-
mogénea y la solucién a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy B dy dy _
E_Zy_() - E_Zy — < =2dx

Se integral a ambos lados de la identidad:

):Zx — y:yh:Cezx
(1.37)

Qle

f%zzfdﬂc s In(y) = 2x+1n(C) —> ln(

Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que, el elemento p(x) = 2, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza 6 error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atencién a la estructura de la parte de-
recha de la ecuacién diferencial. En este caso, se tiene un producto de una funcién
de base e y un polinomio de primer orden; por lo que, la forma de la parte no-
homogénea, sera un polinomio de primer orden multiplicada por ¢**, donde sus
coeficientes se debe calcular. Ademads, p#a (p =-2;a = 3).

dy 3x

Nax+b) — =< =ae®* + (ax +b)e

y=e 33

Se reemplaza en el ecuacién diferencial:

ae®* + (ax +b)e>*3 - 2e3*(ax + b) = ¥ (x + 1)
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Se simplifica e3*:
a+(ax+0b)3-2(ax+b)=(x+1)

Se simplifica y ordena ambos lados de la identidad:
a+3(ax+b)-2(ax+b)=(x+1) — ax+b+a=x+1
Igualamos los coeficientes de los polinomios de ambos lados de la identidad:
a=1 — a+b=1 — b=0
Por lo tanto, la forma no-homogénea es:
v1(x) =y = (ax+b) — pi(x)=ex (1.38)
La solucién general de la ecuacién diferencial es la suma de las soluciones 1.37 y

1.38:

=9+ = Ce™ + ¥

6. Resuelva la ecuacién diferencial:
d
2V gy =¥ (2x2 4 1) (1.39)

La solucién a esta ecuacion diferencial sera la suma de la solucién a la parte ho-
mogénea y la solucién a la parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

dy _ dy dy _
%_4})_0 N ﬁ_lly — =4dx

Se integral a ambos lados de la identidad:

e4x

J%:4de+c — In(y) = 4x+1n(C) —> ln( ):4x L y=yh=C

(1.40)

Al

Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 4, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza 6 error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atencién a la estructura de la parte de-
recha de la ecuacion diferencial. En este caso, se tiene un producto de una funcién
de base e y un polinomio de segundo orden; por lo que, la forma de la parte no-
homogénea, sera un polinomio de segundo orden multiplicada por e**, donde sus
coeficientes se debe calcular. Ademas, p = —a. (p =-4; a = 4).

v=ePx(ax® +bx+c) — p=e(ax®+bx*+cx)
dy 4x( 3 2 2 4x
I 4™ (ax” + bx” + cx) + (3ax” + 2bx + c)e
Se reemplaza en el ecuacién diferencial:
d

_})_ — 4x 2
P 4y =™ (2x°+1)
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4™ (ax® + bx? + cx) + (2ax? + bx + c)e* — 4(e**(ax® + bx? + cx)) = e*(2x% + 1)
Se simplifica el elemento e**:
4(ax> + bx? + cx) + (3ax? + 2bx + ¢) — 4((ax® + bx* + ¢cx)) = (2x* + 1)
Se simplifica y ordena con respecto a x:
4ax® + 4bx* + dex + 3ax? + 2bx + c — dax® — 4bx* —4dex = 2x% + 1

3ax? +2bx+c=2x*+1

Para que, estos polinomios mantengan la identidad, los coeficientes de las variables
respectivas tienen que ser identidades:

2
30=2; 2b=0: c=1 — azg; b=0; c=1

Los valores de a, b y c se reemplazan en la solucién no-homogéneo 1:
4x 2 4x 2 2 simh 4x 2 2
(ax“+bx+c) — y=xe 3% +0x+1) — Y=y = xe (gx +1
(1.41)
La solucién general de la ecuacién diferencial es la suma de las soluciones 1.40 y
1.41:

y =xe

2
Y= yh + yNh = Ce** ¢+ xe4x(§x2 +1)

7. Resolver la ecuacién diferencial:

d}) 4x
— -5y = 1.42
-5y =3¢ (1.42)

La solucién a esta ecuacion diferencial, sera la suma de la solucién a la parte ho-
mogénea y la solucién a la parte no-homogénea.

Su parte homogénea:
d d
-~ -5y=0 — —~=5y — < =5dx

Se integra a ambos lados de la identidad:

eSx

ji}lZSde+c — In(y) =5x+In(C) — ln( ):Sx — y:yh:C

(1.43)

Ol

Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = -5, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza 6 error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atencién a la estructura de la parte de-
recha de la ecuacion diferencial. En este caso, se tiene un producto de una funcién
de base e y una constante; por lo que, la forma de la parte no-homogénea, sera una
constante multiplicada por e**, donde sus coeficientes, se debe calcular. Ademas,
p=—a(p=-5a=4).

y = me* Donde : m hay que calcularlo.
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Se deriva con respecto a x, ambos lados de la identidad:

d
Y= me®* — 4y 4dme**

dx

Se reemplaza en la ecuacién diferencial:

d
&y _ 5y =3e™ — 4me™ — 5me** = 364

dx

Se simplifica e** :
4dm-5m=3 — -m=3 — m=-3

La solucién especifica a la parte no-homogénea es:
y:y~h:me4x SN }):—3€4x (1.44)

La solucién a la ecuacién diferencial, es la suma de las dos partes: homogénea ( 1.43
) y no-homogénea ( 1.44 ):

y:yh+y~h: CeSx_3e4x

8. Resuelva la ecuacién diferencial:

dy _ 3x
——— 3y =6e (1.45)

La solucién a esta ecuacion diferencial, sera la suma de la solucién a la parte ho-
mogénea y la solucién a la parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

dy _ dy dy _
%_3})_0 N dx_3y — ) =3dx

Se integra a ambos lados de la identidad:

e3x

J%:3de+€ — In(y)=3x+In(C) — ln( ):3x — y=y"=C

(1.46)

Ol

Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = -3, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza 6 error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atencién a la estructura de la parte de-
recha de la ecuacién diferencial. En este caso, se tiene un producto de una funcién
de base e y una constante; por lo que, la forma de la parte no-homogénea sera una
constante multiplicada por e3* donde sus coeficientes se debe calcular. Ademas,
p=-a(p=-3;a=3).

v = mxe>* Donde : m hay que obtenerlo.

Se deriva con respecto a x, ambos lados de la identidad:

d
y =mxe’® — 2 3mxe® + me

dx

3x
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Se reemplaza en la ecuacién diferencial:

d
d_yyc -3y =6e> — 3mxe

3% L me3* — 3mxe3™ = 6e3*

Se simplifica 3 :
dmx+m-3mx=6 — m=6
La solucién especifica a la parte no-homogénea es:

3x

Y= ywh =me™ — y= yNh = 6xe>* (1.47)

La solucién a la ecuacién diferencial, es la suma de las dos partes: homogénea ( 1.46
) y no-homogénea ( 1.47 ):

Y= yh + y“‘h = Ce3* + 6xe3*

. Resolver la ecuacidon diferencial:

d
% —y = 5cos(x) — 3sin(x) (1.48)
La solucién a esta ecuacion diferencial, sera la suma de la solucién a la parte ho-
mogénea y la solucién a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:
dy dy _ dy

%—y:O — =y = 7:dx

Se integra a ambos lados de la identidad:

Ji}l:fdx+c s In(y) = x+In(C) — ln( ):x L y=yh=Ce* (1.49)

Ol

Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = -1, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza 6 error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atencién a la estructura de la parte dere-
cha de la ecuacién diferencial. En este caso, se tiene funciones trigonométricas; por
lo que, la forma de la parte no-homogénea sera una funcién trigonométrica, donde
sus coeficientes se debe calcular.

Y = mcos(x) + nsin(x) Donde : m,n se debe calcular.

Se deriva la identidad con respecto a x:

d_y = —msin(x) + ncos(x)

dx

Se reemplaza en la ecuacién diferencial:

dy :
I y = 5cos(x) — 3sin(x)
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10.

—msin(x) + ncos(x) — (mcos(x) + nsin(x)) = 5cos(x) — 3sin(x)

Se aplica propiedades de algebra al lado derecho de la identidad: Asociativa y dis-
tributiva:
(n—m)cos(x)— (n+m)sin(x) = 5cos(x) — 3sin(x)

Para que la identidad se mantenga, los coeficientes de las funciones trigonométricas
del lado derecho tienen que ser iguales a los coeficientes del lado izquierdo de las
mismas funciones trigonométricas:

n—-m=5y—(n+m)=-3

Se resuelve el sistema y se obtiene los valores de n, m, que son:n=4ym =-1.

Se reemplaza en la ecuacién de la parte no-homogénea:
Y= ywh =mcos(x)+nsin(x) — y= ywh = —cos(x) + 4sin(x) (1.50)

Que representa la solucién especifica de la parte no-homogénea.

Ahora se reemplaza en la ecuacién diferencial que es la parte homogénea ( 1.49 )y
la no-homogénea (1.50 ):

p ="+ p = Ce* - cos(x) + 4sin(x)
Que es la solucién general de la ecuacién diferencial.

Resuelva la ecuacién diferencial:

d
d—§+2y — ¢3%(cos(x) + 2sin(x)) (1.51)
La solucién a esta ecuacion diferencial, sera la suma de la solucién a la parte ho-
mogénea y la solucién a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

dy dy

d—x+2y:0 — d—x:—Zy — — =-2dx

Se integra a ambos lados de la identidad:

d—y:—2de+C s In(y) = —2x + In(C) —> ln( 2

) ):—2x—>y:yh:Ce

(1.52)

Ol

Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 2, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza 6 error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atencion a la estructura de la parte de-
recha de la ecuacién diferencial. En este caso, se tiene dos funciones: funciones
trigonométricas y una funcién exponencial. Por lo que, la forma de la parte no-
homogénea, sera una funcién trigonométrica y una funcién exponencial, donde sus
coeficientes se debe calcular.

p = e>*(mcos(x) + nsin(x))
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Donde: m,n se debe calcular.

Se deriva la identidad con respecto a x:

dy _ 3x
Z{; = 3e

Se reemplaza en la ecuacién diferencial:

(mcos(x) + nsin(x)) + e>* (—msin(x) + ncos(x))

Z_z +2y = e3x(cos(x) + 2sin(x))

3e>*(mcos(x) + nsin(x)) + e>*(—msin(x) + ncos(x)) + 2(e>*(mcos(x) + nsin(x))) =
= ¢¥*(cos(x) + 2sin(x))

Se aplica propiedades de algebra al lado derecho de la identidad: Asociativa, distri-
butiva. Se ordena y se simplifica el polinomio:

3(mcos(x)+nsin(x))+(—msin(x)+ncos(x))+2((mcos(x)+nsin(x))) = (cos(x)+ 2 sin(x))

cos(x)(3m+n+2m)+sin(x)(3n—m+ 2n) = (cos(x) + 2sin(x))

Para que la identidad, de los polinomios, se mantenga, los coeficientes de las fun-
ciones trigonométricas del lado derecho tienen que ser iguales a los coeficientes del
lado izquierdo de las mismas funciones trigonométricas:

S5m+n=1;, 5bn-m=2

Se ha obtenido un sistema de 2 x 2 aplicando cualquiera de los métodos conocidos

I lect bti —3 —11
r T, iene: m = ; n=
poe ector, se o ene 26 26

Se reemplaza estos valores en la parte no-homogénea:
3 11

mcos(x) +nsin(x)) — y=y= e3x(—cos(x) + —sin(x)) (1.53)

~h 3x<
26 26

y=%y =e
Que representa la solucién especifica de la parte no-homogénea.

Ahora, con la parte homogénea ( 1.52 ) y la no-homogénea (1.53 ), que es la solucién
a la ecuacion diferencial:

Y= yh + yNh = Ce 2 4¢3 (i cos(x) + E sin(x))

Que es la solucién general de la ecuacién diferencial.

11. Resolver la ecuacién diferencial:

d
dl 1y = (x+1)cos(x) + (2x + 3)sin(x) (1.54)
X
La solucién a esta ecuacion diferencial, sera la suma de la solucién a la parte ho-
mogénea y la solucién a la parte no-homogénea.
Su parte homogénea:
dy

-+ —O—>d——— — L =-d
dx = dx y y_ x
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Se integra a ambos lados de la identidad:

—X

Ji—y:—fdx+C — In(y) =—x+In(C) — Zn( ):—x o y:yh:Ce

(1.55)

Ol

Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 1, es una cons-
tante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza 6 error/acierto. Al
aplicar este método, se debe poner mucha atencién a la estructura de la parte de-
recha de la ecuacién diferencial. En este caso, se tiene dos funciones: funciones tri-
gonométricas y una funcién de polinomios . Por lo que, la forma de la parte no-
homogénea, sera el producto de una funcién trigonométrica y una funcién polino-
mial, donde sus coeficientes se deben calcular.

Y = (a;x + by)cos(x) + (arx + by) sin(x)

Donde : los coeficientes ay,a,,b; v b,. son constantes. Se deriva la identidad con
respecto a x:

d _

i ay(cos(x)) — (a;x + by)sin(x) + a; sin(x) + (a,x + by) cos(x)

Se reemplaza en la ecuacién diferencial:

% +9 = (x+1)cos(x)+ (2 + 3)sin(x)

ay(cos(x))—(ay x+by)sin(x)+ay sin(x)+(ax+by) cos(x)+(a; x+by ) cos(x)+(ax+b,) sin(x) =
= (x+ 1)cos(x) + (2x + 3) sin(x)

Se aplica propiedades de dlgebra al lado derecho de la identidad: Asociativa, distri-
butiva. Se ordena y se simplifica el polinomio:

cos(x)[a; + by + by ]+ xcos(x)[ay + ay] +sin(x)[ay + by — by ]+ xsin(x)[a; —a; ] =

= xcos(x) + cos(x) + 2xsin(x) + 3sin(x)

Para que la identidad se mantenga, los coeficientes de las funciones trigonométricas
del lado derecho tienen que ser iguales a los coeficientes del lado izquierdo de las
mismas funciones trigonométricas; por lo tanto, se obtiene las ecuaciones:

a + bz + bl = 1
ap+ bz - bl = 3
a—da; = 2
a,+a; = 1
De la tercera y cuarta ecuacion, se obtiene:

3 1

aAn = —5 A1 = ——

2 2; 1 P
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Con estos dos valores se reemplaza en la primera y segunda ecuacién:

1 1 3
——+by+b; =1 by+b; = 1+=-==
5 o2t 2+ 0y 553
—
3 3 3
by b —b = b —b = _—_ = —
7 tba—b 3 2— Dy 3 )
Del ultimo sistema, se obtiene:

3

by=07vy b,=—

1 v 03 >

Los valores calculados, se reemplaza en la parte no-homogénea de la ecuacion dife-
rencial: . 3

Y= y~h = —Excos(x) + E(x+ 1)sin(x) (1.56)
Lo que representa, la solucién especifica de la parte no-homogénea de la ecuacién
diferencial. Con lo cual, se obtiene:

—X

Y= }’h +}’~h =Ce " - Excos(x) + %(X-ﬁ- 1)sin(x)

Que representa la solucién general de la ecuaciéon diferencial, que es la suma de su
parte homogénea (1.55 ) y la no-homogénea ( 1.56 ).

1.5.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Primer

Orden
1. Encuentre la integral general de las siguientes ecuaciones diferenciales:
a)j—i+§y:x3 1.%—x2+—yl:(x+1)3
d) % +xy = x> 4, j—i —yptan(x) = 2sin(x)
e)d—y+z:xsin(x) S,d—y—L:3x+3
X x dx x+1
f) %+2xy:xex sin(x) 6. Z_Z 373}_
9) Z—z -1 jyxz =1+ x2 7. Z—z +pcos(x) = e SN
h) %—i =™ 8 Z—z—y:xzsm(x)
i) Z—z - sirf(x) = ! ;i;(()asc()X) 9. Z—Z +ptan(x) = sin(2x)
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2. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

dy

a) E+2y:x2+2x
b) %— = xsin(x)
c)%%—y=ex
d) %— = ¥
e) Z—z - gy = gsin(x) + 2cos(x)
f) ZI—Z+2y:25xZe3x
g)§£—4y=(x+lk“
h) % —p =e*(cos(x) + 3sin(x))
i) Z—z+ay:cebx

dy 2 -
J) e YTXe X
k) (x2+1)Z—Z+xy:1
I) (x2+1)2—§+2xy:2x2

24y 2 -
m) E—y:x e X
n) (x2+1)%+xy:(x2+l)x
i) (y2—6x)%+2y:0
o) % x-l—ly2

dy

p) (2xy3+y)==+2y?-4=0

dx

q) xln(x)Z—z —y=x33In(x)-1)

dy
2x—2 —p = 3x2
a) xdx y =3x

b) x(x— I)Z—z+y =x%(2x-1)

c) (1—x2)j—i+xy:a

g) — —vytan(x) = 2cos?(x)

dy  xy 1
h) = =
) dx T x2+1 x(1 + x2)

d_y+ ay b
dx  x2+1  (1+x2?)

dy Xy Va? + x?

) ax x2ral X2
dy v X
k) dx  sin(x) _ta“(i)

D d_y+ xy  sin(x)
dx  x2+1  \14x2

i) x—y—Zy:xe

dx

1
x

0) (1—x2)%+xy:4

dy

p) == cot(x)—p = 2cos?(x)cot(x)

dx
dy

q) ——cos(x)—ypsin(x) = sin(2x)

dx
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3. Encontrar la integral general y la especifica de las ecuaciones diferenciales:

a)%+27y:3 y(0)=0
b P ycostn = Ty g2y
c) %+x2y:x2 y(2)=1
d)Z—z—g_zxz (1) =3
o P Y < xsing) y(1) =3
N ot Ty = o)=3
8) % 1iyx2 1—1x2 y(0)=1
W sy =sin() ym)=
i) Z—z+y:2x y(1)=¢?
P2 sy=een y(1) =3
l) %—y:Scos(x)—%in(x) y(0)=1

1.6. Ecuaciones Diferenciales No-lineales de Primer Orden. Ecua-
cion de Bernoulli

La ecuacién diferencial de Bernoulli, se la conoce a la ecuacién que tiene la forma:

d

d—i +p(x)y = q(x)y®

Donde: las funciones p(x) y q(x) son funciones continuas, que tienen un intervalo
comun (a,b), y (o € R). Se observa que, si « =0 6 a =1 es respectivamente, le ecua-
cién diferencial homogénea y la no-homogénea de una ecuacién diferencial de primer
orden. Por lo tanto, el analisis se lo realiza paraa #0 y a # 1.

La solucién de una ecuacién diferencial de Bernoulli, se lo hace por medio de un
cambio de variable, para transformarle a una ecuacién diferencial lineal de primer
orden.

El cambio de variable tiene la forma:

u=yl=@ (1.57)
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A la ecuacién diferencial lineal se multiplica por (1 -a)y™:

d _ad _ _
Zply =gy’ — (1—aly ™=+ (L—apyy™ = gy (1 -a)y™
-« dy 1-a
(I-a)y™ =+ (1 -a)plx)y ™ =q(x)(1-a)
Se tiene:
U= yl—a
Se deriva con respecto a x:
du _a Y
= (l-a)y =2 1.
e —ay (1.58)
Se reemplaza las ecuaciones 1,57 y 1.58 en la ecuacién diferencial de Bernoulli:
du
7 T —a)p(x)u =(1-a)g(x)

Si: (1-a)p(x)=h(x) vy (1-a)g(x)=k(x)se puede escribir:

Z—Z + h(x)u = k(x)

Por lo tanto, lo que se ha obtenido es una ecuacién diferencial lineal de primer orden
entre las variables u y x.

1.6.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones diferenciales de Bernoulli
1. Resolver la ecuacién diferencial:

d}) _ 3 —x2
dx Xy=-ye

El elemento v~ del lado derecho de la ecuacién diferencial permite concluir que,
es una ecuacion de Bernoulli. Donde: p(x) =-x; g(x) = —e¥’ ya=3

Primero, se la transforma a su forma lineal, para lo cual, la ecuacién se divide

para y‘3 : i
dy 3,7 d_ayc Y —ple
a —Xy=-ye E— y3 = y3
dy 2 _ dy _ .2
3 _ _ X 3%7 2 _ _,x
v (dx xy) e — Yy e
La nueva variable : u =y!™* — u=9!% — u=y72

Se deriva la ecuacién con respecto a x y recordando que y esta en funcién de x:

_ du _ad 1du . d

reemplazando en la ecuacién diferencial con respecto a u:

d 1d 1d
V_3_y—xy_2:—e‘x2 L VR N __u+xu:e‘2

dx
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Se ha obtenido una ecuacién diferencial lineal y se la resuelve por uno de los
métodos conocidos.

La ecuacién es una ecuacién diferencial lineal no-homogénea. Su solucién es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

Se integra ambos lados:

2
d—u:—2xdx — Jd_u :J—2xdx+C — ln(u):—2x—+C
u u 2
In(u) = —x* +In(C) — In(u)—In(C) = —x>
ln(%) = > u=ul=ce™
Se ha obtenido la solucién general de la ecuacién diferencial, en su parte ho-

mogénea.
Su parte no-homogénea:

Se parte de la solucién genera de la parte homogénea, en la cual, se considera a
la constante como, un funcién en x:

u=_C(x)e™”
Se deriva ambos lados en funcién de x:

du , 2 x
i C'(x)e™ —2xC(x)e

2

Los dos ultimos elementos se reemplaza en la ecuacién diferencial lineal:

2

1
5 [C’(x)e‘x2 —~ 2xC(x)e_x2] + xC(x)e‘x2 =¥

2

C'(x)e™ =2 C'x)=2 — JC'(x):Zfdx — C(x) =2x

Se reemplaza en su parte no-homogénea:

2

2
u=u=C(x)e™ — u=2xe*

La solucién general de la ecuacién diferencial lineal es:

u=ul+u = Ce™ +2xe™ — u= e_xz(C + 2x)
Se regresa en funcién de y:
C+2 1
u=y? — e_xz(C+2x) =y — (C+2%) =— — p*(C+2x) = e

2
ex y2

Que represente la solucién general de la ecuacién diferencial.
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2. Resuelva la ecuacién diferencial:

ity =xp (1.59)

1
El elemento y~° del lado derecho de la ecuacién diferencial permite concluir que,

2 1
es una ecuacion de Bernoulli. Donde: p(x) = g;q(x) =xya=-5
Primero se la transforma a su forma lineal, para lo cual la ecuacién se divide para
y‘%
dy N 232 )
de 37 w4y 2 N
y—% B y—% —Y [dx+3y AT L
La nueva variable :
1_[_1] 3
u=y™ — u=y 2/ — y=y2 (1.60)

Se deriva la ecuacién con respecto a x, recordando que y esta en funcién de x:

3 1
u=y2 — W3 3.4y 2du_

2 2du dy
dx 277 dx 3dx

1

2.~ 1.61
ve oL (1.61)
Se reemplaza 1.60 y 1.61 en la ecuacién diferencial de bernoulli 1.59 y se obtiene

otra ecuacion diferencial lineal con respecto a u:

Se ha obtenido una ecuacién diferencial lineal y se la resuelve por uno de los
métodos conocidos, en este caso, como p(x) = 1; es decir una constante, se aplicara
el método de la adivinanza.

La ecuacién es una ecuacién diferencial lineal no-homogénea. Su solucién es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

In(u)=-x+1In(C) — ln(%):—x — u=u"=Ce™

Se ha obtenido la solucién general de la ecuacién diferencial en su parte ho-
mogénea.
Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 1, es una
constante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza ¢ error/acierto.
Al aplicar este método, se debe poner mucha atencién a la estructura de la parte
derecha de la ecuacion diferencial. En este caso, se tiene una funcién polinomial.
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Por lo que, la forma de la parte no-homogénea, sera el producto de una funcién
polinomial, donde sus coeficientes se deben calcular.

d
u=Ax+B — ZL-4
dx
d 3 3
d—1;+u:§x — A+Ax+B:§x
3 3
A== A+B=0 B=--
2 — 2
Los valores calculados, se reemplaza en la parte no-homogénea de la ecuacién
diferencial:
u=u"= Ex 3
2T 2
La solucién general de la ecuacién diferencial es:
3 3
h ~h —X
=u + =Ce " +=x——
u=u"+u e )
Se regresa a la variable:
> 33 3. 3y
u=y92 — Ce*+=x--=92 — y3:(Ce_x+—x——)
2 2 2 2

La ultima expresion represente la solucién general de la ecuacién diferencial.

3. Resuelva la ecuacién diferencial:

dy 2

= 1.62
I Y=Y (1.62)
El elemento y? del lado derecho de la ecuacién diferencial permite concluir que,

es una ecuacién de Bernoulli. Donde: p(x) =1; g(x) =xy a = 2.

Primero, la ecuacién se la transforma a su forma lineal, para lo cual la ecuaciéon
se divide para y?:

d}?
! X 2 d d
dx Y -2 Y 24y -1

La nueva variable :
u=p'"* — u=y"? — u=y! (1.63)
Se deriva la ecuacién con respecto a x, recordando que y esta en funcién de x:

du dy du dy
-1 -2 -2
= —=(-1)- A —_— = L
BTV U =1y dx  dx 7 dx
Se reemplaza las ecuaciones 1.63 y 1.64 en la ecuacién diferencial 1.62 y se ob-
tiene una ecuacion con respecto a u:

(1.64)

_2d—y+ Toxy — —d—u+u—x — d—u—u——x
Y oax Y T dx dx
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Se ha obtenido una ecuacién diferencial lineal y se la resuelve por uno de los
métodos conocidos, en este caso, como p(x) = 1; es decir, una constante, se apli-
cara el método de la adivinanza.

La ecuacién es una ecuacién diferencial lineal no-homogénea. Su solucién es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.

Su parte homogénea:

d—u—u:O — d—u:u —> d—u:dx — J‘dlzjdx+C
dx dx u u

In(u)=x+In(C) — ln(%):x — u=u"=Ce

Se ha obtenido la solucién general de la ecuacién diferencial en su parte ho-
mogénea.
Su parte no-homogénea:

En la ecuacién diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = 1, es una
constante; por lo que, permite utilizar el método de la adivinanza 6 error/acierto.
Al aplicar este método, se debe poner mucha atencién a la estructura de la parte
derecha de la ecuacién diferencial. En este caso, se tiene una funcién polinomial.
Por lo que, la forma de la parte no-homogénea, sera el producto de una funciéon
polinomial, donde sus coeficientes se deben calcular.

u=Ax+B — d—u:A
dx
d
d—:l—u:—x — A-(Ax+B)=—x

A=1;, A-B=0 — B=1

Los valores calculados se reemplaza en la parte no-homogénea de la ecuaciéon

diferencial:

h—x41

u=u"
La solucién general de la ecuacién diferencial es:

u=u"+u=Ce*+x+1

Se regresa a la variable:

u=y! — pl=Cef+x+1= — p=(Ce¥+x+1)"

La ultima expresion represente la solucién general de la ecuacion diferencial.

4. Resolver la ecuacion diferencial:

dy 1 ,ln(x)

Con la condicién inicial: y(1) = 4.

El elemento y? del lado derecho de la ecuacién diferencial permite concluir que,
In(x)
X

es una ecuaciéon de Bernoulli. Donde: p(x) = e q(x) = y a=2
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Primero, la ecuacién se la transforma a su forma lineal, para lo cual la ecuaciéon
se divide para y?:

dy+ L, 5 In(x)
LHldy 1 In(x)
Y yzld_i+5y]: x
_,dy 1 In(x)
24y Lo HY)
y dx+xy X

La nueva variable :
u=p* — u=yp? — u=y! (1.66)

Se deriva la ecuacién con respecto a x, recordando que y esta en funcién de x:

_ du 5 d
du 2 4y
dx 7 dx

Se reemplaza las ecuaciones 1.66 y 1.67 en la ecuacién diferencial de Bernoulli (
1.65 )y se obtiene una ecuacién diferencial con respecto a u:

Hdy 1 _; In(x) du 1 In(x)
24y L1 _au L
y dx+xy X - dx+xu X
du 1 In(x)
—_— Y = —
dx «x X

Se ha obtenido una ecuacién diferencial lineal y se la resuelve por uno de los

, . 1 . . )
métodos conocidos, en este caso, como p(x) = —; es decir, una variable, se aplicara
X
el método de la constante.

La ecuacién es una ecuacién diferencial lineal no-homogénea. Su solucién es la
suma de la parte homogénea y de su parte no-homogénea.

Su parte homogénea:
du 1 du 1

d—u:d—x — fdu J—+C
u X
In(u)=In(x)+In(C) — ln(c) In(x) — u=u"=C-x

Se ha obtenido la solucién general de la ecuacién diferencial en su parte ho-
mogénea.
Su parte no-homogénea:

. . . 1
En la ecuaciéon diferencial, se debe observar que el elemento p(x) = —, es una

variable; por lo que, permite utilizar el método de la constante. Se parte de la
solucién general de la parte homogénea, pero ahora, se considera que la constante
esta en funcién de x:

u==C(x)-x
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Se deriva la identidad con respecto a x:

u=C(x)-x — Z—Z:C’(x)-x—i—C(x)

Se remplaza en la ecuacién diferencial lineal:
du 1 l n(x)

T C'(x)-x+C(x) - e C'(x)-x=- "
! l
C(x) = - ’;(,f) R f f ()dx+C S Cx)= J ’;(f)dx
Se integra :

_Jln(x)dx In(x) N 1

Se reemplaza en la identidad:

n(x) + llx — u=u""=Inx)+1
x x

u=C(x)-x — u:l

Se obtuvo la solucién general de la ecuacién diferencial en su parte no-homogénea:
La solucidén de la ecuacién diferencial es la suma de su parte homogénea mas su
parte no-homogénea:

u:uh+u~h:C-x+ln(x)+1

Se regresa a la variable inicial:
u=y"1 — = !
k4 y_C-x+ln(x)+1

La altima expresion representa la solucién general de la ecuacién diferencial.

1.6.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales. Ecuacion
Bernoulli

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) Z—Z+xy_xy 1. ;l—z+2ytan(x):ay2cot(x)
b) % +2xy = 2x°y> 2. % —~ (% ~p%)ysin(x) = 0
c) %+ liyxz =Xy 3. Z—z+%:ayzln(x)

d) x%—ély =x%\7 4. (1 —xz)fl—i—xy = axy?

e) xg_i_ =2 5. ny;ly+x:y2

f) xj—i+y:yzln(x) 6. x2y2%+xy3 =a®

g) xj—i+y = xy2In(x) 7. (x—2xy—y2)j—z+y2 =0
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2. Encontrar la integral general de las siguientes ecuaciones diferenciales y si el
ejercicio esta acompanado de su condicidn inicial su integral especifica:

dy 2d_3’

2,3 i A —ay3 =
a) (x7y +xy)dx 1=0 1. 3y I Y x+1
dy 3 d
b) d—i—%:—x%}z 2. xd—i—ély:xz\/?
dy vy _ (x+1)° 3 d_y_ —
R Y ax Y=
dy 1 . 4 dy _ sin(x) cos?(x)
d) E—gysm(x)——y sin(x) 4. e }11:8111(96)——3}2
e) (1 +x2)d—y—xy:x2y2 5. Z—z—’;’»xy:xyz
dy 'y v dy
f) dx 2x 2\/1_x2_ 6 dx -
d
Q) Zyj—y—x—y2:0 7. 3xd_z_}’ (3xIn(x))y*
x
x? d dy 4
h) (;_f)dz:x 8. dxcos( x)—ysin(x) =y
dy 1 In(x)
’ 9. L 4+ —p = 2 1)=1
l) %+4\/})_x:2xe X dx  x Y X }’( )
, 0. W )=
NP oty 3 )y =0 T2
dy v x+1 _
" dy+ 2x . 2y 11. dx 3 32 p(0)=1
dx  x?+a? x3
d 12 d—y+xy:xy3 (0)=2
) —y+y:—xy2 " dx y
dx ,
dy x
d . - — = — =
m) di xy = X332 13 3xdx 2y 7 y(l)=2
d
) Z? ¥ _ N 14. x zdy+2xy p2(1+2x%) yp(1)=2
x
d v _, _ 3 2 —
i) x dery V2 In(x) 15. 3xdx 2y=x°y y(0)=1
dy 16. 2% 1+2x2)  p(1)=1
0) ==+ 2xy = 2x3y3 : d"‘xl-’ p2(1+2x%)  p(1)

dx

d
p) (1—x2)%—xy:axy2 17. (1+x2)d—};:xy+x2y2 y(1)=1
dy 5 18 e oL 0)=1
Q) Xa-i-y—y ZTZ(X) dx y3\/m ZJ( )
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1.7. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden. Ecuacion
Exacta

La ecuacién diferencial exacta tiene la forma:
P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0 (1.68)

El lado izquierdo de la ecuacién ( 1.68 ), se la compara con un diferencial de una
funcién de dos variables F(x,y), el cual tiene la forma:

Fxp)dx+ f)(x,9)dy = Az (1.69)

La ecuacion ( 1.69 ) se la puede comparar con la ecuaciéon ( 1.68 ), en el momento
en el cual, A = 0. Esto es posible ya que, las ecuaciones diferenciales ordinarias, se
encuentran en el plano Oxy, lo que significa que, en el eje “ z " no se tiene resultado
alguno de una ecuacién diferencial ordinaria. De lo escrito se puede obtener:

P(x,y)dx + Q(x,9)dy = f{(x,y)dx + £, (x,y)dy = 0 (1.70)

La solucién general de esta ecuacién ( 1.70 ), que es una funcién primitiva F(x, y) y
seria igual a una constante, ya que al derivarla daria igual a cero; es decir:

F(x,y)=C (1.71)

Donde C es una constante cualquiera. La funcién F(x,y) es cualquier funcién primitiva
del sistema de dos funciones P(x,y) y Q(x,y). Lo que permite igualar las dos ecuaciones
y se tiene; es decir:

JoF(x,y) B
0 - P(x,y) v NE Qx,y)

De la teoria de integrales de superficie, se conoce que, la condicién suficiente y nece-
saria para la existencia de la funcién primitiva F(x,y) del sistema de funciones P(x,y)
Si JP  JQ

oy ¥ ox

o Q(x,y) es la condicién de continuidad de las funciones P(x,y), Q(x,y).

estan en un plano uniforme esta condicién se lo define con la ecuacién:

IP(x,y) _9Q(xy)
dy ox

Para encontrar la integral general de la ecuacién exacta, es suficiente encontrar una
funcién primitiva cualquiera del sistema de funciones P(x,,y) o Q(x,y) integrando cual-
quiera de ellas y su constante, esta en funcién del diferencial de la otra variable.. La
funcién primitiva F(x,y) se encuentra del sistema de ecuaciones:

JdF(x,v) JdF(x,v)

- = P ’ - = s

e (xy) v 7y Q(x,)

Este sistema se lo encuentra al igualar la forma de una ecuacién diferencial exacta con
el diferencial de una funcién de dos variables F(x,y); es decir:

JF(x,) dF(x,p)
o dx + 7y

Para que esta identidad se cumpla, los elementos de los mismos diferenciales de la
identidad se igualan:

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = dy

JF (x, JF(x,
P(x,y) = Fg;y) v Qxy) = Pg;y)
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1.7.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones diferenciales Exactas

1. Resuelva la ecuacion diferencial:

eYdx+(1-xe?)dy=0
En la ecuacién se tiene que:
P(x,y)=e¢? vy Qxy)=1-x¢
Se obtiene las derivadas parciales de:

op_ ., dQ__

gy~ ° ox

Por lo tanto:
o _30
dy  dx

Lo que nos indica que, la ecuacién diferencial es una ecuacién diferencial exacta
y ademads, significa que existe una funcién primitiva F(x,y); tal que:

JF oF
=Y = — -y
o ¢ Y 9 1—xe

De estas ecuaciones se obtiene F(x,y). Para lo cual, se integra una de ellas, se trata
de escoger la mas simple en su estructura, por ejemplo, la de la izquierda, la cual
se integra con respecto x y se mantiene constante y:

OF OF
= _p7Y - -y — o
w- ¢ | % Je +@(y) — F(x,y)=xe? +¢(v)

Donde: ¢(y) es una funcién derivable, que juega como una constante de integra-
cién, ahora derivamos la tltima ecuacién con respecto a y:

OF
T _xpY Y
7y xe ™ +¢@’(y)

: i % :
Se tiene dos elementos idénticos de —— los cuales igualamos:

9y
l-xeV=—xe?+¢'(y) — 1=9(y) — ¢@)=y+C
Se reemplaza en F(x,y):
F(x,y)=xe?+¢(y) — F(x,y)=xe?+p+C;

En consecuencia, la integral general de la ecuacién diferencial exacta tiene la
forma:
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xe?+y+C;=C; — xe?+y=C,-C; — xeV+yp=C

Donde: C = C, — C; es una constante cualquiera.

2. Resuelva la ecuacidon diferencial:
2xcos?(y)dx + (2y — x)sin(2y)dy = 0 si p(0)=1
En la ecuacién se tiene que:
P(x,y)=2xcos?(y) v Q(x,v)=(2y—x?)sin(2y)

Se obtiene las derivadas parciales de:

JoP : B : ) Q .
a_y = —4xcos(ysin(y)) = —2xsin(2y); o —2xsin(2y)
Por lo tanto:
o _ 90
dy  ox

Lo que nos indica que, la ecuacién diferencial es una ecuacién diferencial exacta
y ademds, significa que existe una funcién primitiva F(x,y); tal que:

oF 5 oF s
ol 2xcos” () Y @ = (2y —x7)sin(2y)

De estas ecuaciones se obtiene F(x,y). Para lo cual, se integra una de ellas, se trata
de escoger la mas simple en su estructura, por ejemplo, la de la izquierda, la cual
se integra con respecto a X y se mantiene constante y:

JdF JF

e = 2xcos’(y) —> - :focosz(y)+¢(9) — F(x,9) = x* cos’(y) + ¢(y)

Donde: ¢(y) es una funcién derivable, que juega como una constante de integra-
cién, ahora derivamos la tltima ecuacién con respecto a y:

JF

e —2x2 cos(p)sin(y) + ¢’ (v)

. . . JF _
Se tiene dos elementos idénticos de —— los cuales igualamos:

dy
(2y —x?)sin(2y) = —2x*cos(y)sin(y) + @'(y) — 29 =¢'(y) — @(y) =p*+C,

Se reemplaza en F(x,y):

F(x,y) = x*cos’(y) + @(y) — F(x,v) = x>cos?(y) +y% +C;
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En consecuencia, la integral general de la ecuacién diferencial exacta tiene la
forma:

2 2

x?cos?(y)+y2+C;=Cy, — x?

cos?(y)+y?>=C,-C; — x*cos?(y)+y?=C

Donde: C = C, — C; es una constante cualquiera.

En este momento, se puede reemplazar la condicién, se tiene que:
0%2cos?’(1)+1=C — C=1

Se reemplaza en la integral (solucién) general de la ecuacién diferencial para
obtener la solucién (integral) especifica de la ecuacién diferencial:

x?cos?(y)+p? =1

1.7.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales. Ecuacion
Exacta

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales:

dy
a) x—-y+(2y—-x)=—=0
SR a) 3x2+6xy2+(6x2y+4y3)%:0
d
b) x+y+(2y+x)—y:0 5 5 5 ) N
dx b) x°—4xy” -2y~ + (y° — 4xy — 2x )%:0
d
c) x2+y+(x—2y)d—y:0 , s 5 5 dy
X c) xy°+(2y° +3y° -8y +x y—9)d—x:0
dy
d) 3x*+y2+2y(x-1)== =0
) Pyl g d) ex(1+eV)+eV(1+e3’)Z—z:0
dy
e) 2x-y+(4y—-x)===0
) p+iy )dx e) y3+2xy2+(2x2y+3xy2)j—z:0
dy
) X+3’+(X—}f)d—x:0 f X-y X4y d_y_o
p x2+y2 x2+y2dx
9) 3x2—2y+(3y2—2x)d—§:0 Y 1 _id_y_o
ploxa_y v
b ok
vy h) 2xy+3y2+(x2++6xy—3y2)%:0

i) e —(2y —xey)fl—i =0

) (1+xy/x2+p2)dx+({/x2+9%2-1)dy=0

N X+2y y _dy _ i) (12x + 5y — 9)dx + (5x + 2y — 4)dy = 0
i (X+y)2+(x+y)2dx_o M y ( y—4)dy

k) (6x—2y)dx+(3p*>—2x)dy =0
k) (x®—xy?)dx —x*ydy = 0 4 4 4

l) (3x%+v?)dx+ (2xy—p)dy =0
I) yx¥dx+x¥In(x)dy = 0 a v°) (2 =y)dy
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2_3.2
1.g+y 3xd_y_

Py dx

1. (4x3+2xp? +1)dx+ (2x%y-1)dy =0
2. ln(y)—2x+(f—2y)d—y =0

Y e 2. (3xy? —x?)dx + (3x*y - 6y? - 1)dy = 0
X X X dy X y d_y:
3. 1+ev +e?( _;)E:O 3. x2+y2+y+(x2+y2+x)dx 0
. . 2
L, x| v o L (sm(2X)+x)+(y_sm2(x))d_}’:0
Cx?+p? \x?2+p2-1 Y y y dx
dx e¥(y—1)-x X Y dy _
5, —+———"—dy=0 5, ———-1-y+| —=——|--=0
y o2 7 Nl («/xzwz)dx
6. (3x? —e¥)dx+(x*e? —1)dy = 0 d
(3x7 - )dx+(x"e )4y 6. x((x2+y2)—4)+y((x2+y2)+4)£:O

7. (In(y) - 2x)dx + (% - Zy)dy =0

1.8. Ecuaciones Diferenciales con Factor Integrador.

Si dada es la ecuacion:
P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0 (1.72)

La cual, no es una ecuacién diferencial exacta, pero sus funciones P(x,y) y Q(x,y) son
definidas i continuas en un dominio D, se puede aplicar la definicién:

Definicion: Si se considera una funcién u(x,y) continua y diferente de cero en el
dominio D, se llama factor integrador de la ecuacién diferencial no-exacta, cuando a
la ecuacién ( 1.72 ) se lo multiplica por la funcién u(x,y), es decir:

u(x,9)P(x, y)dx + p(x,1)Q(x,y)dy = 0 (1.73)

La ecuacién diferencial no-exacta ( 1.73 ) se transforma en una ecuacion diferencial
exacta ( 1.72); por lo tanto, esta ecuacién debe cumplir las caracteristicas de una ecua-
cién diferencial exacta, que son:
Ip(x,y)-Plx,y)  I(pxy) Qxy))
= (1.74)
Ay dx

Lo que indica la ecuacién (1.74), es que, para transformar y resolver de la ecuacién
diferencial no-exacta a una ecuacién diferencial exacta es encontrar de alguna forma
el u(x,v). En la practica el encontrar el p(x,y) de dos variables es bastante complicado
y tedioso, esto es, por el dominio de la ecuacién. El calculo de p(x,y) se lo hard para
tres casos:

1. Primer caso: El y depende exclusivamente de una variable, en este caso de “ x 7,
sera p(x). Se parte de la ecuacién (1.74), todos sus elementos estdn en funcién de
dos variables y presentan el producto entre dos de ellas; por lo cual, se aplica el
teorema del producto:

d dP(x, d dQ(x,
AL Pty () T = A ey ) ZEEEu7)
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Donde a(ﬂa(;'y) esta solo en funcién “ x ’; por lo tanto, es igual a cero y después
aplicar distributiva, asociativa y pasa al otro elemento, se tiene:
IP(x,y) Q)| _ I(p(x))
:u(x) l ay - ox - dx Q(x’y) (176)
Por lo tanto:
[9P(w) ~ 8Q<w)l
9 9x I(p(x))
X =
#) Q(x,v) ox
Finalmente, se puede escribir:
[9P(x,y) ~ 9Q(x,y)l
d
y ox |, _ dpux)
Qlx,y) plx)

Se ha obtenido una ecuacion diferencial parcial de variables separables, al inte-
grar se obtiene:

oP(xy) aQ(x,wl
dx

lny(x):j [ Ay dx

Q(x,)

(1.77)

De la ecuacién 1.76, se puede obtener una formula para el calculo de u(x) que

seria:
lamx,y) ) aQ(x,wl

dy dx

J Q(x,) .

ux)=e (1.78)

2. Segundo caso: El y depende exclusivamente de una variable, en este caso de "y
", sera u(y). Se parte de la ecuacién (1.74), todos sus elementos estan en funcién
de dos variables y presentan el producto entre dos de ellas; por lo cual, se aplica
el teorema del producto:

I(p(y) IP(x,y) _ ) dQ(x,)
Em “P(x,y) + p(y)- Jy ox Q6 y) + pl(y) —- (1.79)
Donde op(y) esta solo en funcién “y ’; por lo tanto, es igual a cero y después

X
aplicar distributiva, asociativa y pasa al otro elemento, se tiene:

dP(x,y) JQ(x,)\| I(u))
,“(}?)'[—( 9 R )l— 7y -P(x,) (1.80)
Por lo tanto:
l_ (9P(x,y)_«9Q(x,y))l
dy ox _d(uy))
1) 0x,y) ==
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Finalmente, se puede escribir:

l_ (8P(x,y) 8Q(x,y))]
d

Ay ox
P(x,y)

Se ha obtenido una ecuacién diferencial parcial de variables separables, al inte-
grar se obtiene:

(pu(y))
#)

y:

dP(x,y) JQ(x,y)
Ay dx
lny(y):j - Plx,y) dy (1.81)
De la ecuacién 1.81, se puede obtener una formula para el calculo de u(x) que
seria:
dP(x,y) dQ(x,p)

[ Iy dx ;

i Q(x,y) ’
uy)=e (1.82)

Las ecuaciones (1.78 y 1.82 ) permite calcular p(x)ou(y) cuando solo estdn en
funcién de una sola variable.

3. Tercer caso: El analisis de mu(x,y) en la practica es complicado, en este libro se
realiza un andlisis, que si aparece en al practica y ademas, facilita el calculo de
u(x,v) segun la relacioén:

u(x,y) = e fx o fsw)dy (1.83)

Donde f(x) , g(y) son funciones bésicas, lo mas simple posible y este es, el paso en
que nos facilita el calculo de y(x,p). Para el calculo de f(x) y g(y), se utiliza:

dP(x, dQ(x,
g’; 22N Qe (x) - Pl p)g(y) (1.84)

Como se ha indicado las funciones f(x) o g(y), son funciones bésicas; pero ademas,
son elementos que hay que adivinar, para lo cual, se realiza un analisis basado en
la observacion de la estructura de la ecuacién del lado izquierdo y ver con que
funcién se podria igualar para obtener una identidad. Los ejercicios presentados,
dard una mejor idea de la forma como se calcula u(x, )

1.8.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales con un Fac-
tor Integrador.

1. Resolver la ecuacion diferencial:
(3x%y + x%y3 + 6xy)dx + 3(x% + p?)dy = 0

En este caso se tiene:
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P(x,y) = 3x4y + x2y3 + 6xy Qx,y) = 3(x2 + yz)

Se obtiene las derivadas parciales:

JP
— =3x*+3x%y? + 6x — =6x
9y

Facilmente se concluye que:

e
dy  Ix

Por lo que, la ecuacién diferencial es una ecuacién diferencial no-exacta, se de-
be encontrar el factor integrante para transformarla a una ecuacién diferencial
exacta,para lo cual:

dP  dJQ

R
=T g T ANETRey 307+ 97)

4 2.2 2(2 4 32
_ 3xF+3xTp +6x—6x _ 3x (x“+y7)

A(x)

Como se puede ver A(x) depende tinicamente de x. En ese caso, el factor integran-
te de la ecuacién diferencial depende inicamente de la variable x y se lo expresa
de acuerdo a la siguiente forma:

u(x) = efA(x)dx — p(x)= eszdx — pu(x)=e73
Ahora se multiplica ambos lados de la ecuaciéon diferencial no-exacta:
X3 X3
(3x*+x%p3 + 6xp)eTdx +3(x* +y?)e3dy =0

Esta ecuacién diferencial es una ecuacion diferencial exacta. Se la resuelve por el
método conocido. En la ecuacién se tiene que:

¥3

P(x,y) = (Bxty+x?p3 +6x9)e3 v Q(x,v) = 3(x> +?)e

<3
3

Se obtiene las derivadas parciales de:

aP X3 X3 X3 a X3 X3 X3
e 3xtes +6xe7 +3x%p2e’T; Q_S =3x%eT +6xe7 +3x%y%e’T
Por lo tanto:
P 90
dy  dx

Lo que nos indica que, la ecuacién diferencial es una ecuacién diferencial exacta
y ademas, significa que, existe una funcién primitiva F(x,y); tal que:

64
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x3 X3
(89_1; = (3x*y + x%p% + 6xp)eT v oF =3(x>+p?)es

De estas ecuaciones se obtiene F(x,y). Para lo cual, se integra una de ellas, se trata
de escoger la mas simple en su estructura, por ejemplo, la de la derecha, la cual se

. . F bl
integra con respecto y, se mantiene constante x: — = 3(x2+y?)e3 — F(x,y)=

9y
X X X3
[3(x%+ yz)e;dy = f3x2673dy +[3p%esdy

X3 X3
F(x,y)=3x%e3y+y3%e7 +¢p(x)

Donde: ¢(x) es una funcién derivable, que juega como una constante de integra-
cién, ahora derivamos la tltima ecuacidn con respecto a x:

JF 3 3 3x2 3352
T = 0T 4357 T = 43T k() —
813 3 3 3
Frie 6xyes + 3x4ye? +p3eTx% + ¢/ (x)

. . . oF _
Se tiene dos elementos idénticos de —— los cuales igualamos:

dy

3 3 3

X3 X
(3x*y + x%p% + 6xp)e’s = 6xpes +3xtyes +p3eT X%+ ¢'(v)

3 3 3

(o8}
W

3

3x4ye% +x%y3es + 6xye% = 6xyex? + 3x4ye% + y3e%x2 +¢'(v)
Se simplifica y queda:
¢'(x) =0
p(x)=C

3 3

F(x,y)= 3x2e§y + y3e% +p(x) — F(x,y)= 3x2e§y +y3e% +Cy
F(x,y)= 3x2e§y+y3e§ +C;=C — F(x,y)= yeé(fix2 +y%)=C,-C;=C
2. Resolver la ecuacién diferencial:
2xtan(y)dx + (x% - 2sin(y))dy = 0
En la ecuacién se tiene que:
P(x,p) =2xtan(y) » Q(x,p)=(x*-2sin(y))
Se obtiene las derivadas parciales de:

8_P o 2x 2Q
a]} B Cosz(}’)’ ox

Por lo tanto:
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o 9
dy  dx

Lo que nos indica que, la ecuacién diferencial es una ecuaciéon diferencial no-
exacta, se debe encontrar el factor integrante, para transformarla a una ecuacién
diferencial exacta, para lo cual:

LY (Z_X) oy
_dy  ox ~ \cos?(y) _ tan’(y) _
Bly) = ~ P(x,y) — Bly)=- 2xtan(y) — Bly)=- tan(y) ~tan(y)

Como se puede ver, B(y) depende tinicamente de y. En ese caso, el factor integran-
te de la ecuacién diferencial depende inicamente de la variable y, se lo expresa
de acuerdo a la siguiente forma:

p(x) = JBOy p(x) = e~ Jtan)dy u(x) = eln(cosy) u(x) = cos(y)
Multiplicando a ambos lados de la ecuacién no-exacta por cos(p), se obtiene:

2xtan(y)cos(y)dx + (x2 — 2sin(y)) cos(y)dy = 0
2xsin(y)dx + (x% cos(y) — 2sin(y) cos(y))dy = 0

2xsin(y)dx + (x* cos(y) —sin(2y))dy = 0

La ultima ecuacién diferencial, ya es una ecuacién diferencial exacta. Por el méto-
do conocido, se la puede resolver.

La ecuacién diferencial a resolver:

2xsin(y)dx + (x? cos(y) —sin(2y))dy = 0

P(x,p) = 2xsin(y); Q(x,y) = (x* cos(y) —sin(2y))
Se obtiene las derivadas parciales de P(x,y) con respecto a y, Q(x,y) con respecto
X:

JoP 2Q
% = 2xcos(p) o 2xcos(y)

Por lo tanto:

a0
dy  ox

Lo que nos indica que, la ecuacién diferencial es una ecuacién diferencial exacta
y ademas, significa que, existe una funcién primitiva F(x,y); tal que:

oF . oF )
o 2xsin(y) Y a_y = (x“cos(y) —sin(2y))
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De estas ecuaciones se obtiene F(x,y). Para lo cual, se integra una de ellas, se trata
de escoger la mas simple en su estructura, por ejemplo, la de la izquierda, la cual
se integra con respecto X y se mantiene constante y:

0 0
a—i = 2xsin(y) — 8_1; = fosin(y) +@(y) — F(x,p)=x"sin(y)+¢(y)

Donde: ¢(y) es una funcién derivable, que juega como una constante de integra-
cién, ahora derivamos la tltima ecuacién con respecto a y:

IF )
a—y—x cos(y) + @’(v)

: o J ,
Se tiene dos elementos idénticos de —— los cuales igualamos:

dy

2

x%cos(y) —sin(2y) = x>

cos(y)+¢'(y) — —sin(2y) = ¢'(y)
p(y) = %cos(2y) +C

Se reemplaza en la ecuacién F(x,y):

2 2

F(x,y)=x

sin(y) + (y) — F(x,p)=x"sin(yp) + %cos(Zy) +C

La solucién sera:

2

1
X sin(y)+§cos(2y)+C1 =C, — «x?

1
sin(y) + 5 cos(2y)=C,-C; =C
Donde: C, — C; = C Es una consta cualquiera.

1.8.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales. Ecuacion
con factor Integrador

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) (x*-y?)dx+2xydy =0 L (Hn(x) = 2xy%)dx + 3x%y*dy = 0

b) y2dx +(xy + 1)dy = 0 2. (x+sin(x)+sin(y))dx+cos(y)dy =0

2 3 2 _
¢) (x—y?)dx+2xydy =0 3. (2xy©=3y°)dx+ (7 -3xy°)dy =0

d) xypdx + (x> =2+ 1)dy = 0 4. (2x%y+2y+5)dx+ (2x3 +2y)dy =0

2 _
e) (x*+p?+2x)dx+2ydy =0 5. (x*+y)dx—xdy =0

f) 2xyln(y)dx+ (x> +y*y2 + 1)dy = 0
) (1-x*p)dx+x*(y—x)dy =0

6. (xy? +y)dx—xdy =0

7. (xcos(y) — ysin(y))dy + (xsin(y) +
ycos(y))dx =0
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2. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

2 1 1d
dy L (2o ) 2
a) x> +y- I =0 (x2 2y)+xdx
dy ( 1 )dy
2y 2. S | A
b) x Y% 0 SH|x x2e¥ | dx
dy x? 2 dy
¢) xy*+y - x22=0 3. ;+3y+(_+3x)dx 0
d) x2+y2+2xyd—y:0 Xy xy dy _
dx 4. — +|x
ey dx ~
&) 2 —y? 1y 2
y* Yax 5. l.,.(l_z_y)d_y:
X xe¥ ) dx

dy

f) x*=3y*-2xy—= =
dx 6 y2+x_yd_y:()
dy dx
g) ¥+ (xy-1)=—=0 dy
x 7. p2—x+y->=0
dy dx
h) %+ (x? —ny)d =0 5 dy
8. yx +x-y-—==0
J dx
i) 2xy2—y+(y2+x+y)—y:0 dy
dx 9. yx’—x+y=-==0
dy dx
; 2 2 _
J) 92+ xpT) +x(1+xp7) == =0 " 1+(1_2x)d_y:
"y ye* | dx

k) 2xtan(y)+(x2—2sin(y))%:0 2\ g
1. 1+(x—x—)—y:o

I) 1+3x%sin(y) —xcot(y)% =0

Y
iy 12. 2;‘(1+e2)+d—y:o
m) sin(x)+ey+cos(x)E:O e¥(1+x*) dx
29(1 +€*
‘ , dy 13. y(—+e2)+d_y:0
n) xsin(y)+y+(x cos(y)+xln(x)E:0 eX(1+y%) dx
dy
o [x 2 2 dy 14. cos(y)+( Y —xsin(y))—:o
) y+3x) (31} xy)dx 0 xcos(y) dx
2 dy
0) g_i 1dy _o 15. (sm(4y) —sm(Zy)) 2xsin? (Zy)d =0
2 2x ydx
y 2 2 1\dy 16. (2x2+3xy—4x)d—y+3y—2xy—3y2:0
p)[=+—|+|——-—|--=0 dx
x 3y 3y xp/dx ) )
17. (xy —y°)dx — (x"2xy)dy = 0
x 2 2 1\dy
S DY I s A 1 d
9) Y 3x)+(3y+xy)dx 0 18. 1+ (xtan(y)— ied =0

cos(y) dx
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1.9. Ecuaciones Diferenciales de Clairaut

La ecuacién diferencial de Clairaut, se llama a la ecuacién de la forma:

y=xy' +f() (1.85)

Donde: f es una funcién continua, derivable y diferente de la constante en un deter-
minado intervalo. La ecuacién de Clairaut, se la resuelve utilizando el método de la
derivada. Es decir, derivando la ecuacién de Clairaut a ambos lados con respecto a “ x

y=xy'+f(¥) — ¥ =y"+xp"+f' ()’ (1.86)
De donde, simplificando y ordenando la ecuacién:
v (x+f(3") =0 (1.87)

El lado izquierdo (1.87) esta formado por dos factores, por lo tanto, se tiene:

1. Primer caso: y” = 0, al integrar esta identidad se obtiene: y’ = C. Si se considera,
que la funcién “ f * es continua derivable y cumple con la ecuacién de Clairaut
(1.85) en consecuencia y’ = C en este caso, se tendria:

y=Cx+ f(C) (1.88)

Esta ecuacién (1,88), presenta la integral general de la ecuacién de Clairaut (1.85).
La integral (solucién) general de la ecuacién de Clairaut, se obtiene al reemplazar
en la ecuacion y’ = C. Desde el punto de vista de la geometria, la integral gene-
ral de la ecuacion Clairaut, se presenta como un conjunto de rectas de una sola
variable que es C.

2. Segundo caso:
(x+f'(¥)=0 (1.89)
de donde se obtiene:
x=—f"(y’) (1.90)

Se reemplaza, esta ecuacién (1.90) en la ecuacién de Clairaut (1.85), y se obtiene:
!/ ) )
Y=y f )+ )
Si se reemplaza y’ = p en estas ecuaciones, tratandoa “ p * como un pardmetro,
se obtiene un sistema de ecuaciones para-métricas de alguna funcién:

{x= f'(p)
y= -pf(p))+f(p)

Lo cual, es la solucién de la ecuacién diferencial de Clairaut (1.85) y lleva el
nombre de integral singular de la ecuacién diferencial. Esta solucién, no se la
puede obtener por medio de la integral general, al trabajar con la constante C. Al
simplificar el pardmetro p del sistema de ecuaciones, se puede escribir la integral
singular de la ecuacién diferencial de Clairaut en la forma:

D(x,y)=0

Teorema:: La integral singular de la ecuacién de Clairaut (1.85) es un conjunto de
rectas que permiten obtener la integral general de la ecuacién de Clairaut. Este
teorema indica que es una forma facil y cdmoda de encontrar la integral singular
de la ecuacién de Clairaut.
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1.9.1.

Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales De Clairaut.

1. Encontrar la integral general y singular de la ecuacién:

y=xy'+ (') (1.91)

Lo primero que se debe observar es que: es una ecuacién diferencial de Clairaut.
Por lo tanto, la integral general de la ecuacién se obtiene cuando se reemplaza
v’ =C en la ecuacién (1.91). La integral general tiene la forma:

p=Cx+C?

Para obtener la integral singular de la ecuacion diferencial de Clairaut, se indica
dos métodos de resolucién del ejercicio.

a)

Primer Método: Se deriva ambos lados de la ecuacién con respecto “ x 7,
recordando que y es funcién de “ x “. Por lo tanto:

yl — y/ + xy// + 2y/yl/
Es decir:
v/ (x+29)=0

Se iguala a cero el segundo factor del lado izquierdo:

/

x+2y'=0 — x=-2y

el ultimo valor se reemplaza en la ecuacién de Clairaut del ejercicio:

y=-20")+() — =)

Se escribe el sistema paramétrico en funcién de los datos obtenidos y reco-
dando de y’ = p:

{ x= -2p
y= —p°
Se simplifica el pardmetro p del sistema y se obtiene:
1
y= —sz

Que representa la integral singular de la ecuacién diferencial es su forma
explicita.

Segundo Método: Se parte de la integral general, la cual tiene la forma:
y=Cx+C? (1.92)

Se aplica la derivada parcial a ambos lados de la ecuacién con respecto a C,
se tiene:
0=x+2C — x=-2C

Simplificando el parametro C de estas ecuaciones, se obtiene la integral sin-
gular:
1 1 1
Y= —EXZ + sz — V= _sz

Que es la integral singular del ejercicio.
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2. Encontrar la integral general y la integral singular de la ecuacién diferencial:

/

s
IR

La ecuacién(1.93) es una ecuacién diferencial de Clairaut; por lo que, la integral
general se obtiene si se reemplaza y’=C:

2C

=xC+ ——
Y 1+(C?

Se aplica el método de la derivada; por lo tanto, se deriva con respeto a C:

2c
2Vi+C2-20———
2 2(1+C?%)-2C2
2V1+C2 | ot (1+C9) 0

1+C2 (1+C2)VI+C2

O=x+

2

(1+C?)V1+C? )

Se despeja x de esta ecuacion y se la reemplaza en la integral general( 1.94):

X+ 0

p=xC L 2C 2C?

s Ty Jir@ Jiiop

Se tiene dos identidades: una para x y otra para y:

2 S0 s e 2 2C3
(1+C2)V1+C?2

X+

(1+C2)V1+C2 4 (1+C?)3

2
Se eleva al exponente 3 ¥ se suma las dos identidades:

L2 28 251+C)
Y riicr 14T 142

Wl

2
3

2
X =23

Finalmente:

wIN
SVIN)
[SY[N]

X =2

ty

Representa la integral singular e la ecuacién diferencial.

1.9.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales De Clairaut.

1. Encuentre la integral general y singular de las ecuaciones:
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a)y=xy'+y a) y=2xy’ +y%y”
a) y=xy +1+7’
, 2
b) y =xy' —a+1+yp7? l.y=xy +}7
— 4 12
c) y=xy' ++41+7v 2.y:xy’+i,2
d) y=xy +1-p? y
3. y:xy/_2yl2

— xy/+ 24/
A 4 y=xyrafT 7

4% 1
) x= 5+ —5
Drmyty s y-y's
+7’
=xy —/1+7
g) y=xy'=yl+y 4
" f_f+2 6.y:xy+p
y Ty x
X 7. y=xy +y +7"?
i) y=xy" - —
2}} 8. y:xyl_lyﬂ
. 4
j) Y:Xy'+ﬁ 9. y=xy +y -y
K y=xy 4 10. y =xy'-p”
y_ y 2y/

1.10. Ecuaciones Diferenciales de Riccati

La ecuacién diferencial de Riccati, se llama a la ecuacién diferencial de tipo:

2 = p(xly? + gy + () (1.93)
Donde: las funciones p(x), q(x) y r(x) son funciones continuas en un determinado do-
minio (a, ).

El lado derecho de la identidad (1.93), es un polinomio de segundo orden. La ecua-
cién de Riccati en forma general, no se la puede resolver por le método de la cuadra-
tura. Para su resolucidn se aplica el siguiente teorema:

Teorema.Si se conoce una integral especifica (y;) de la ecuacién diferencial de Riccati
(1.93) en un determinado intervalo (a, ) se realiza un cambio de variable:

1
y—y1+a (194)

Este cambio (1.94), permite transformar la ecuacién diferencial Riccati (1.93) a una
ecuacion diferencial lineal con respecto a u(x).

o 2px)pr (x) + () = —p(
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1.10.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Riccati.
1. Resolver la ecuacidén diferencial:
d
% =2 —(dx+ 1)y +4x% +2x+2 Si y; =2x, esunaintegral especifica.

(1.95)
Se debe observar, que la estructura de la ecuacién diferencial es estructura de
una ecuacion diferencial de Riccati. Por lo tanto, se aplica un cambio de variable
en la forma:

1
y=2x+ m (1.96)
Se deriva con respecto a x, y se tiene en mente que, u esta en funcién de x:
du
dy dx du
L =p_4X _o_ 1.97
dx u? u?dx (1.97)

Las dos ecuaciones (1.96, 1.97 ), se reemplazan en la ecuacién diferencial (1.95):

du

dx 1\2 1 2
——2:(2x+—) —(4x+1)(2x+—)+4x +2x+2
u u u

Se realiza las operaciones algebraicas:

d 4 1 4 1
y P :4x2+—x+——(8x2+—x+2x+—)+4x2+2x+2
u?dx u  u? u u
d 4 1 4 1
P P R P N Y, PO P PO |
u2dx u  u? u u
Se simplifica:
du 1 1 du _1—u_) du_l y
u2dx  u? u u2dx  u? dx
du du
—=u-1 ——u=-1 1.98
dx " - dx " ( )

Lo obtenido, es una ecuacién diferencial lineal. Se lo resuelve por uno de los
métodos conocidos. Como el elemento que acompana a u, en el lado izquierdo de
la ecuacién diferencial, es una constante; por lo tanto, se puede aplicar el método
de error acierto.

h

u=u +u~h

Su parte homogénea: Se tiene:

In(u)=x+1In(C) — In(u)-In(C)=x — ln(%):x — u=Ce"

Su parte no-homogénea: El método error acierto, se aplica:

du

~h

= = _— = 1-
u u=M — P 0 (1.99)
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Las dos identidades (1.99 ) se reemplaza en la ecuacién diferencial (1.98 ):

el L 0-M=-1-— M=1
dx

h

u=u"+u"

— u=Ce*+1

Se ha obtenido la solucién de la ecuacién diferencial con respecto a u.

1
=2 — — =2
y x+u y x+Cex+1

Se ha obtenido la solucién de la ecuacién diferencial con respecto a x.

2. Resolver la ecuacién diferencial:

d .
d—z+yz—1:x2 Si y1=x (1.100)

Se debe observar que la estructura de la ecuacién diferencial es estructura de una

ecuacion diferencial de Riccati. Por lo tanto, se aplica cambio de variable en la

forma:
1
y:x+; (1.101)

Se deriva con respecto a x y se tiene en mente que, u esta en funcién de x:

du
dy dx du
Z 1= =1- 1.102
dx u? u2dx (1.102)

Las dos ecuaciones (1.102, 1.101 ), se reemplazan en la ecuacién diferencial(

1.100):
du 2 5 , 2x 1,
1_dxu2+( +—)—1:x — — xu2+x +—u +—u2:x
du 2x 1 du 2x 1
A2 T w T T T wkdx u a2

2

En la parte final de lo desarrollado se multiplica por u“ a ambos lados de la

ecuacion diferencial.

du 2x 1 du 2x 1 du
—— == — uzz——uz—:uz—2 — — —2ux=1
udx u u usdx u u dx
Lo obtenido representa una ecuacién diferencial lineal, para su solucién se debe
encontrar su parte homogénea y su parte no-homogénea.
Su parte homogénea:

—u—Zux:O — —u:Zux

d

X
x2
u

dx
du
J‘7:2dex+c — In( ):27+ln(C)

In(u)—In(C)=x* — ln(%):x2 s u=Ce"
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Su parte no-homogénea:

El lado derecho de la variable de u, en su segundo miembro es una variable, 2x;
por lo tanto, se aplica el método de la constante:

d
uh =y = C(x)ex2 — d—z = C’(x)e"2 + C(x)2xe"2

Estos dos elementos obtenidos, se reemplazan en la ecuacion diferencial:

;l_z —2ux=1— C'(x )e’“2 + C(x)erx2 — 2xC(x)ex2 =1
Se simplifica la expresién y se integra:
C’(x)ex2 + C(x)2xex2 - 2xC(x)e"2 =1

C'xex =1 — C'(x)=—

J dx—f— — C(x Je_Xde

La solucién a la parte no-homogénea es:
2 2 )
u"=u=C(x)eX — u=e¢" Jexdx

La soluciéon de la ecuacién diferencial con respecto a u es:

N 2 2 ) 2 2
u=ul+u"=Ce* +e* fexdx — u=¢e" (C+Jexdx)

La solucién de la ecuacién diferencial con respecto a y es:

1
ex’ (C + f e—xzdx)

1
y=x+; — =X+

-2
ex

yeaT (C+Ie—x2dx)

En este ejercicio, no se ha integrado la expresiéon Ie‘xzdx, ya que, esta integral es-
ta fuera de los objetivos de este libro. Motivo por el cual, la respuesta del ejercicio
quedo expresada como la integral.
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Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales De Ricca-

si y=ax+b

, a
si y=—
=X
: a
si y=—
YTX
s1 y=——
YT7%
, a
si y=—
T3
, a
si y=-—
YTX
si p=1
i P=x
, a
si y=—
T
: a
si y=—
T3
, a
si y=—
T3
si y=x

si y=ax+b

1.10.2.
ti.
1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
dy _
a) PR A A
dy v 1
V&xT e
dy y> 1
VAT
dy 5.9 1
d) %—y +;+;
dy , 2
) ax 7T
dy 2 Y
f) dx ~ 7 x  x2
dy 5, 2x*+1  x*+1
e v "
dy 2 2(y—x)
7 _(p—x2)— 1
h L= y-xt) -2
Ldy y? 2
)T e
7) x2%:x2y2+xy+l
dy
24y _9)2 =
k) x dx+(xy 2)°=0
) d _ Zo(2x+1)y+x?+x+1
ix 7 y
dy _ 2
m) x—=9"—(2x+1)y+x°+2x=0
dx
n) dy _ 1 2, 4x+1  4x
dx_x(l—Zx)y x(2x—1)y x(2x-1)
o4y 2
Lo p?—(x+1 1
l) =Y (x+1)y+x"+x+
dy 1, 1
) ax T
dy 2

si p=1
si P=x
, 2
si y=—

T3
, 1
Si y=——

YT
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1.11. Ciertas Aplicaciones de las Ecuaciones Diferencia-
les de Primer Orden.

1. Ley de Calentamiento (Enfriamiento) Newton

Se conoce que la velocidad de enfriamiento de un cuerpo, es directa-
mente proporcional a la diferencia de temperatura del cuerpo y del
medio ambiente. Encontrar una formula que defina la relacion de la
temperatura del cuerpo con el tiempo. Si se conoce que, en el trans-
curso de 10 minutos la temperatura del el cuerpo paso de 100° a 60°
y la temperatura del medio ambiente era de 20°.

aT
Se define: —; como la velocidad de enfriamiento del cuerpo y segun
el enunciado: o
— o (T, - T,
dt OC( c a)

Donde: T.: temperatura del cuerpo, T, temperatura de medio am-
biente (T, = 20°). Por lo tanto, se puede escribir:

dT
E - k(Tc_ Ta)

Que representa una ecuaciéon diferencial de variables separables, por

lo tanto:
dT

(TC - Ta) = kdt

Se integra la identidad:
dT
— = T.-T, =
J(TC—TQ) Jkdt+C — In(T.-T,)=kt+C

El elemento C es una constante y se la puede escribir en diferentes
formas; en este caso, lo mas comodo es escribirlo como una funcion
logaritmica:

In(T, - T,) =kt +In(C)

De la identidad obtenida, se despeja T, :
In(T.— T,) =kt +In(C) — In(T.—T,) — In(C) = kt

T.-T,\ T.-T, 4
ln( C )—kt—> . =e

T.—-T,=Ce"" — T.=T,+ Ce!
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La ultima expresion obtenida, es la integral general de la ecuacién
diferencial del ejercicio. Esta expresion, tiene todavia dos elementos
desconocidos; es decir: k, C.

Para obtener los valores de k y C se utiliza las condiciones iniciales:
sit (tiempo)= 0, T, =100°, se reemplaza:

T.=T,+Ce"* — 100° = 20° + Ce*”

100° = 20° + Ce®100° - 20° = C = 80°
Valor que se lo reemplaza en la formula:

T.=T,+Ce" — T.=T,+80°"
Falta obtener el valor de k, se utiliza la otra informacién:
t(tiempo) =10;T, = 60°
Esta informacién se reemplaza en la expresion:
T.=T,+80% — 60° =20°+ 80°'%
40°

60° — 20° = 80° 10k - 10k
e —> 80° e
1 1 In(0.5
_:ekt—>ln(—):10k—> n( ):k
2 2 10

Se reemplaza en la formula:
1n(0.5)
T.=T,+80%" — T.=T,+80% 10
La formula que define el proceso de enfriamiento del cuerpo con res-
pecto al tiempo es:
1n(0.5) 1n(0.5)
T.=T,+80% 10 ' — T.=20°+80% 10 '
Se ha obtenido una relacién entre la temperatura del cuerpoy el tiem-
po del proceso; por lo tanto, se puede calcular el valor de la tempe-
ratura del cuerpo en cualquier instante. Ademas, se puede calcular el
tiempo que demora el cuerpo en llegar a la temperatura T,

T —20°+80° ln(l%S)t o o In05),
0 = +80°¢ —> T.,—-20°=80%"T10

T, —20°  s), ln(Tcz—zoO)_ n(0.5),

=e¢ 10

80° 80° 10
ln(Tc2_2OO) ln(T¥:?O )
;— 80° ;= c a
In(0.5) In(0.5)
10 10
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2.

Encontrar la figura que pasa por el punto A(3,2) y su subnormal es
en cada punto igual a dos. Subnormal es la proyeccién de la perpen-

dicular a la tangente, en la figura 1.0 es el segmento BN.
en el triangulo ABN se puede de-

terminar:

tan(a) = % — BN =ytan(a) :

, d}) 2 Ay \| fx)
tan(a) = f (x) = ==
(@)= f(x)= 2 | u
Por lo tanto, se puede escribir: Ul °L N\
dy }
2= b Figura 1.0

Una ecuaciéon diferencial de va- E] 4 ATB es igual al £ BAN
riables separables: BN =2

2

pdy =2dx — | ydy = Zde seobtiene: x = %+C

Se calcula C con el punto (3,2):

2 22
x:yZ+C—>3:—+C—>C:2
2 2
x:yz+C—>x:yz+2
Se despeja y:
x—y—2+2—> 2=4(x-2
_4 y - (X )

La figura buscada es una parabola de vértice (2.0).

. Encontrar el conjunto de curvas que cortan con un dngulo a con la

rectay = cx.
En la figura 1.1 se puede obtener las funciones trigonométricas, en
este caso, las tangentes que:

d
tan(o) = %; tan(p) = d_z
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En todo triangulo, el angulo ex-

terno de uno de sus catetos es

igual a la suma de los dngulos no g
adjuntos a ese angulo externo:

p=0+a

Se toma la funcién trigonométri- .
ca tangente a ambos lados de la

identidad: Figura 1.1
Se
=06+« Se sefiala que:
tan(B) = tan(d + a) tan(a) = m
tan(d) + tan(a) El dngulo 6 esta entre la reta y =

tan(p) = 1 —tan(o)tan(a) cx y el eje x.
El 4ngulo f es el 4ngulo tangente

Yo a la funcién buscada, y = f(x) y el
tan(B) = f'(x) = X 5 eje X.
1-=m

x
ha obtenido una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma
f (2), por lo tanto, Y _ 7 donde 7 esta en funcién de x.
X X
dy dz
=z —> YP=XZ — —— =Z+X—

dx dx

Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

=R I

Y
Flx) = L —>2+de— ztm dz z+m
1 Y, dx 1-mz *x T 1-mz
X
dz _z+m—z(1-mz) dz m+ mz? (1-mz)dz _dx
Yax T 1-mz Yax T 1-mz m(l1+2z2)  «x

Se integra a ambos lados de la igualdad:

(1 -mz)dz
J (1+2?) J_+C

f% — J-(L _J-Ldz — larctan(z) —In(V1 + 22)

m(1 + z?) m(1+z?) m(l+2z%) m
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larctalrl(z) —In(V1+2z?)=In(x)+C

m

y

Se regresaa z =
X

<

m m X
In(x)+C

Se aplica operaciones bésicas de algebra:

2, 2
larctan(z)—ln( L ]:ln(x)+C

larcteurl(z)—ln(\/l +2?)=In(x)+C — larctan(—)—ln[ 1+ (%)2] =

m X x?
[x2 1 12
larctan(z)—ln( L ]:ln(X)+C
m X X
1 AN e _
marctan(x) (ln( X2+ ) ln(x))_ln(x)+C
%arctan(%)— Iny/x?+y?+1In(x) =In(x)+C

1
—arctan(z)— In\x*+9?=C
m X

Se ingresa variables polares:
x=pcos(d); vy =psin(o)

1

—arctan ( P s1n(6)

pcos(0)

m

) —Iny/(pcos(9))? + (psin(9))> = C

%arctan(tan(é)) — l”\/pz(cosz(é) +sin(5)) = C

1 arctan(tan(o)) —In(p) =C

m
o
% ~Infp)=C
0
%+C = In(p)
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zmm:%+c

s s s
wtC p:eﬁec SN p:Cem

La respuesta del ejercicio: El conjunto de espirales logaritmicas.

4. Hallar la ecuacién de la curva, para que su segmento tangencial, que
forma con los ejes del plano cartesiano, sea constante e igual a p.

Si la curva buscada es : y = y(x) y su tangente en el punto A(x,y) = (X,
y(x)) tiene la forma:

V—vo=m(x—x9) — n-y=9(£-x)

Donde : (17, £) son los puntos de corte de la tangente con los ejes del
plano cartesiano.

Si: 17:0—>5:x—Z y si £=0—>n=y-xy’

/)

El triangulo formado con los ejes
cartesianos es rectdngulo; por lo
tanto, se puede aplicar el teorema (& y
de Pitagoras. ’

2
p= \/(x—yl) + (v —xy’)?

xv’ —v)?
pﬂ/#ﬂy—w’)z v
y
’ N2
p= \/(xyy—g})) +(y —xy’)? Figura 1.2
OA =1
. \/(xy’—y)2+z/2(xy’—y)2 OB =
y’2 AB :p
p= (xyy,—y) 117
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Se despeja y, ademas el segmento p debe ser positivo; por lo tanto, se
debe tener en cuenta el signo de valor absoluto:

:|Xy ,_yl 1+y’2—>p:—(xy ,—3/) l+y? — yp=xy'+ by
y y 1 + y’Z
La ultima expresion algebraica obtenida es una ecuacién diferencial

de Clairaut. Su integral general (solucién general) se la puede escri-
bir:

pC
V1 +C?

y=xC+

Se deriva con respecto a C:

pC (pC)V1+C?—-pC(V1+C?Y
O0=x+
V1 +C? (V1+C?)?

pvi+cr- L)
2V1 + C?

y=Cx+

pV1+C?—pC(V1+C?)
+

0 O=x+
(VI +C?)? (V1 + C?)?
C(2C)
pV1+C?— P
S Wit C2 O_x+p\/l+C2\/1+C2—pC2
- (1+C?) - (1+C2)V1+C2

O:X-l-p(l-l_cz)_pc2 > 0=x+ p \x:_L

(1+C2)3 (1+C?)3 (1+C2)3

Se ha obtenido un valor para x, ahora este valor se reemplaza y se
obtiene y:

pC pC pC —pC+pC(1+C?)
=xC+ =— + =
e T T aro ire T o
pC’
(1 +C2)%

2
Tanto a x como a y se los eleva al exponente 3 Yse los suma:
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Se aplica factor comun:

vt =pi((ie) ¢ ¢
Ve \Tr ) T\t ez

Se realiza la suma de quebrados:
fept o pi [
Ty e\t e

Y finalmente se obtiene:

WIN
WIN
wN

X34+y3=p

Que es la respuesta al ejercicio. Esta curva se denomina tractrix y
tiene muchas aplicaciones en Ingenieria.

Se recomienda al estudiante que, resuelva el ejercicio, en el cual, el
triangulo formado con los ejes del plano cartesiano tenga una area de
valor conocido.

5. Realice un andlisis de un circuito eléctrico en funcién de los elemen-
tos de los cuales esta formado. Los elementos eléctricos de mayor
aplicacién en la construccién y disefio de un circuito eléctrico son:
la resistencia (R), condensador (C), inductancia (L) y ,puede como no,
tener una fuente E(t). Y de ahi viene su nombre, un circuito RLC in-
dica que el circuito consta de estos tres elementos.

a) Si el circuito consta de estos tres elementos eléctricos: R,L,C, la
ecuacion diferencial que analiza este tipo de circuito, sera una
ecuaciéon de segundo orden; por lo tanto, este tipo de circuitos se
lo analizara en el siguiente capitulo.

o

R

Figura 1.3
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b) Si el circuito esta formado por la combinacién de dos de estos
elementos; es decir, RL,RC o CL, y que puede estar acompanado
de una fuente E(t) o no. En este caso la ecuacion diferencial que
represente este proceso es de primer orden.

"

R

Figura 1.4

En ambos casos, a y b, se debe aplicar definiciones y leyes de la
Fisica. Entre las definiciones se tiene:

. d . : :

i = —d—z Definicion de corriente eléctrica.
di : : .

VL= _LE El voltaje de una inductancia.

Vrk=Ri El voltaje de una resistencia.

Entra las leyes, la segunda ley de Kirchoff:

E(t)=)_V; Lasuma del voltaje de cada uno de los componentes
eléctricos del circuito eléctrico es igual al voltaje de la fuente.

Para la figura 1.4 se escribe:

di . di R. E(t)
L—+Ri=E(t —+—1=—=
g TREEN = =
Que representa una ecuacién diferencial de primer orden no-
homogénea. Su solucién consta de la parte homogénea y su parte

no-homogénea.

Su parte homogénea i
di+Ri—O — ﬂ——gi
dt L dt L

Se integra a ambos lados de la identidad:

di R, di R : R
=7l — JT_J-—fdt —> ln(z)_—zt+ln(C)
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In(i)—In(C) = —%t — ln(é) = —%t s i"=i=Ce I

Su parte no-homogénea i

Se debe observar que, el coeficiente de i en la parte izquierda de
la ecuacion diferencial de primer orden, es una constante; por lo
tanto, se aplica el método de la constante, en ese caso:

di
j~h =171 = A = O
i i — -
Se reemplaza en la ecuacién diferencial de primer orden:
di R. E(t) R E(t) _E(1)
atric T VAT AR

La solucién seria:
AR E(t
j=it4ih = Ce‘%f+—( )
R
Para definir C, se utiliza las condiciones de frontera: cuando t =
0;i =0, por lo tanto, se obtiene:

E(t E(t E(t
i=ih+i”h:Ce‘%t+% — O:Ce‘%0+% — C:_%
Se reemplaza:
E(t E(t E(t) E(t

La ultima expresion es la solucidn al ejercicio.

c) Encuentre un modelo matematico que represente el circuito eléctri-
co que contiene una resistencia y un condensador. El circuito tie-
ne una fuente E(t).

Al igual que en el ejercicio anterior se aplicara definiciones de
fisica, asi como, la segunda ley de Kirchoff.

C
|
|

_M

R
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Figura 1.5

Se aplica la segunda ley de Kirchoff:

. Q
Ri1 - E = E(t)
Para obtener el comportamiento del circuito con respecto a la co-
rriente eléctrica se deriva ambos lados de la igualdad, se debe
tener en cuenta que, en este caso E(t): es constante.

. Q di dQ di i
Ri—-==E(t) — R———-=0 R—+—==0
U TAE e TV TR
. dQ . . .
Se recuerda que: i = . La ultima expresién se divide pare R:
di i di i
E + —=0 — E + E =0

Es una ecuacién diferencial con variables separables y se integra
a ambos lados:

G, Gy A
dt RC i

D es la constante de integracién. Se obtiene:

Jdl J—+ln —)lﬂ(%):—%—)Z—De RC

Para encontrar la constante D, se considera las condiciones ini-
ciales o de frontera, que en este caso : si t = 0, en este momento

E(t)
R
i:De_% e it):De_% SN D:@
R R

Se reemplaza:

. t . E(t) _u

= D “RC ot “RC
i e i=—e

Que es la solucién del ejercicio.

6. Qué forma debe tener un espejo para que todos los rayos salientes de
un punto O al reflejarse en el espejo sean paralelas al eje y.
Para facilidad de resolucién del ejercicio, se podria considerar que, el
punto saliente es el punto de origen del plano cartesiano?.
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De Fisica se conoce que el angu-
lo de incidencia es igual al angulo
reflejado. 124

Rayo Saliente

KLMMQ = KOMMZ = KMMzo

De los escrito, se puede deducir
que: el triangulo OM M, , es trian- "
gulo isosceles.

tan(B) = f'(x) =y’ B
OM2 = ON +NM2
OM2 :y+£, 21

y
OM = [x? + 1?2 T o
X
+— = [x?+p?
y y v y

Figura 1.6
X y? L — Rayo Saliente.
V+— =4[x? (1 + p) f(x) — Funcién Buscada
Y RP — Recta tangente a la fun-
X y2 ciéon buscada
v+ v =xq/1+ 2 M(x,y) — Un punto en la fun-
cion.
1 2
4 +—==4/1+ y—Z
X Y X
Se despeja p’:
1 2 2
LA 1+y—2—>l: 1+y—2—z ! =7y’
x vy b Y’ X X 2y
I1+=-=
x? X

Se Racionaliza el denominador del lado derecho:

2
[, 7Y
1 -, 1+F+; /

=Y =Y
2 2 2
T [ M__ZJ[ 1+V_+2)

x2 x x2 x
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2

y .Y

1+?+; vy
—— =Y — Y =\[1+5+=

1+y__y_ o
x?  x?

La expresion obtenida es una ecuacién diferencial homogénea y se la
resuelve como tal.

Se realiza un cambio de variable en funcién de x, se deriva, se reem-
plaza en la ecuacién diferencial:

z—u—> —ux—>d—y—u+xd—u
x Y= dx dx
u+xd—u: 1+u2+u—>xd—u: 1+u2+u—u—>xd—u:\/1+u2
dx dx dx
Se separa las variables:
du dx

=— — In(u+V1+u?) =In(x)+In(c)

V1+u? X

Se realiza operaciones algebraicas:

In(u+ V1 +u?)=In(x)+In(c) =In(u+ V1 +u?) =In(Cx)

u+Vi+u?2=Cx

Se reemplaza u:

2 /x2+ 2
2.,. 1+y—2:Cx—>2+—y =Cx
X X X X

Jx¥2+92=Cx’ -y — x*+9* = (Cx* —vp)?

X +y? = Cx* - 2Cx*y +9°

C2x*—x? Cxx*  x?
2C 2 :C2 4 2 — — _
*y oy 2Cx? Y= 20k 202
Se obtiene la respuesta:
G 1
Y=2% Tac

Se obtiene un polinomio de segundo orden, lo que significa, que re-
presenta una pardbola; por lo tanto, la forma del espejo tiene que ser
una pardbola.

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden 89



CAPITULO 1. Ecuaciones Diferenciales

7. Escribir la ecuacién de la curva para que cumpla dos condiciones:

a) El coeficiente direccional de la tangente en cualquier punto es
igual a la ordenada en el punto tangencial.

b) La curva pasa por el punto P(2,5).

Siy = f(x) es la ecuacion de curva buscada. El coeficiente direccional

—y; por lo tanto,

dx

de la recta tangente en cualquier punto es igual a
cumpliendo las condiciones del ejercicio se tiene:
dy
ax 7

Se aplica el método de variables separables, se tiene:

%:y—>—y dx—>f fdx+C

In(y) =x+1In(C )—>ln(c):x

p=e“" — p=Ce"

Esta es la integral general, para que, pase por el punto dado, se debe

encontrar C:
y=Ce" — 5=Ce> — C=5¢"

Se reemplaza en la integral general:
y=Ce¢* — y= 5¢7%" —> Y= 52
Que es la curva que cumple las condiciones dadas.

8. Un cuerpo de masa inicial m, se disuelve parcialmente en un tiempo
t y su velocidad es directamente proporcional a la masa que no se ha
disuelto todavia en ese tiempo. Encontrar un modelo matematico que
represente la masa que se ha disuelto con respecto el tiempo.

Sea x(t) la masa que se ha disuelto en el tiempo t; por lo tanto, la masa
que no he disuelto es m, — x, se puede escribir:

d—xoc(mo—x) —> ﬂ—k(mo—x)

dt dt

Donde : k es el coeficiente de proporcionalidad. Lo obtenido es una
ecuacion diferencial de primer orden con coeficientes separables:

dx ~ k(g —x) — dx

dt My — X

= kdt
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Se integra:

mj’jx = kdt ijfx :Jkdt+c
—In(my—x) =kt +In(C) — In(my—x)—In(C) = —kt
mOC—x) et
ln(moc_x) =kt — my—x=Ce™ — x=my—Ce™
Para definir C, se considera las condiciones de frontera, t = 0 ; x = 0;

por lo tanto, C = m, Se obtiene:

In(mg—x)—In(C) = —kt+ — ln(

kt

x=my—Ce X — x =my—mpe ™™ — x=my(1 —e*)

La ultima expresion represente: la masa disuelta en un tiempo t cual-
quiera. Se desea, por ejemplo, encontrar el tiempo en el cual se ha
disuelto la mitad de la masa inicial.

1 1 B In2

La siguiente aplicacién de ecuaciones diferenciales sera con cuerpos
de diferente forma geométrica:

a) Un cuerpo de forma cilindrica de altura H = 20 cm y de base
circular S = 120 c¢m? esta lleno de agua. En el transcurso de que
tiempo se vacia el elemento si en su base hay un agujero de drea
s =0,4 cm?

Primero se debe determinare la velocidad con la cual el agua co-
mienza a desalojar del cuerpo geométrico,para lo cual, se aplica
la conservacién de energia:

En su parte superior: Elpotencial + Elcinetica
En su parte 1nfer10r:E2potencial + Esinetica

Como la energia se conserva esta dos identidades deben ser igua-
les:
Elpotencial + Elcinetica = EZpotencial + E2cinetica
En su parte superior la energia cinética es igual a cero y en su
parte inferior la energia potencial es cero:
Elpotencial = E2cinetica

Por lo tanto, se puede escribir:
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2

mv
mgh = S T Vliguido = V2gh

Donde: g - la aceleracién de la gravedad; h - la altura sobre el
agujero.

En el tiempo t su altura sera h

En el tiempo (t + Ah)

su altura sera (h+2Ah), 7777 T T T T T T T I ah
en este ejemplo Ah es negativo, R
ya que, el liquido es desalojado

del elemento geométrico.

El volumen del liquido que ha
sido desalojado es: :

Vdesalojo =-SAh

Por el otro lado, en un pequefio
espacio de tiempo, se formara

un pequefio cilindro de base s [.__
y altura e; por lo tanto, el volu-

men de liquido sera:

Figura 1.7

‘/salien.te =s5-€ . _
Se puede considerar que, en un tiempo bastante pequefio estos
dos volumenes son iguales:

Viesatojo = Vsatiente —> —Sh=s-e
De la definicién de velocidad se tiene:
v=- — e=v-t — e:\/2g—h-t
Por lo tanto, el volumen de agua saliente, se la puede expresar:
Viatiente =5-€=5-~J2gh -t
Igualando estas dos expresiones obtenidas:
Viesatojo = Vsatiente —> —Sh=s-e — —SAh=s-4/2¢h-At

Sit— cero:

Ah dh
_ H RS
At dt
Por lo tanto, se puede escribir:
Ah s dh s

92
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Lo que se ha obtenido, es una ecuacién diferencial de primer or-
den de variables separables.

dh 5 pen — _Ah_ Sy

Se integra a ambos lados de la identidad:

A Sy ! dh——£fdt—> LS
V2gh S V2gJ vVn S g S

Sit = 0 entonces h = H; por lo tanto:

o Si_e e
g S g

El modelo matematico que representa el desalojo del liquido del

cilindro con respecto al tiempo:
_S| A |2k
4 g

el

Si se desea obtener el tiempo en el cual el cilindro este vacio, es
decir, cuando h = 0:

S /2H 2h S( /2H)
= R Y — tvacio = -
8 8 S 8

b) Encuentre un modelo matemdtico que represente el vaciado de
un liquido de un cuerpo semiesférico de radio 100 cm. En su par-
te inferior se encuentra un agujero de drea 1 cm?. Ademas, se co-
noce que la Velocidad de desalojo del liquido por el agujero es

Viiquido = 0.6~/2gh T donde: g es la aceleracién de la gravedad.

La variable h es la distancia de la superficie del liquido en cual-
quier tiempo t, del agujero en su parte inferior de la semiesfera.
La ecuaciéon diferencial h(t) se determina al calcular el volumen
de vaciado en el cuerpo en el tiempo t al tiempo (t + At) En este
tiempo, también sale el liquido por el agujero de drea 1 cm?, este
volumen se lo podré calcular de:

Viiguido =S € =5 Vjiguido - t = 1em?- 0.6+/2ght
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Como se desea, analizar este volumen cuando ¢t — 0; es decir, en
pequefios espacios de tiempo, lo cual se puede escribir:

vliquido -t = 1(,’71’12 -0.6 2ght — dVVolumen saliente — 0.6 V 2gh dt

La velocidad de salida del liquido, en un tiempo bien pequerio, se
considera una constante.

Por el otro lado, en un pequeno tiempo disminuye la cantidad
de liquido, y como, el tiempo se considera bien pequefio; por lo
tanto, en ese pequefio tiempo se puede considerar que el volumen
se lo puede representar:

AV =112 dh

Donde: r- es el radio de la circunferencia de la semiesfera, a una

altura dh.
Los puntos CDEB forman

tridngulos semejantes; por lo
tanto , se puede escribir propor-

ciones:
BE DE

= DE? = (200 —
DE - EC (200 —h)h

= (200 - h)h

Se reemplaza en las ecuaciones:

av = staliente Figura 1.8
—rtr?dh = 0.6+/2gh - dt Donde: ED =r en el momento h

BC didmetro de la esfera
—11(200 —h)h-dh = 0.6/2gh - dt

Se obtuvo una ecuacién diferencial de primer orden de variables
separables.

—71(200 — h)hz - dh = 0.6y/2g - dt
Se integra las dos lados de la igualdad:

—n2OOJh%dh+nJh%-dh:O.6@-Jdt+C

2 2
—nzoo—h% + ngh% =0.6y2g-t+C

- 4goh2+n h? =0 6+/2g-t+C
( h—@)hxf 0.6y2g-t+C
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067:/_( h—%)h\/——ow_

Para encontrar C, se aplica las condiciones de frontera: t = 0; h =

100:
2 400
(5100—7100\/10 — 0.6y/2(0

14
C=—n—10
15

_ 5
it ( h_@) i 1410
T 0.6y2g \5 15(0.6v23)

3
Para determinar el tiempo en el cual se vacia la semiesfera: t =
toacio cuando h = 0

. 1410m _14-10°x
YT 15(0.6428) 928

c) Encuentre un modelo matematico que represente el vaciado de
un liquido, de un recipiente de forma cénica, de base circular de
radio 100 cm y de altura R. En su parte inferior se encuentra un
agujero de drea 1 cm?. Ademaés, se conoce que la velocidad de des-

alojo del liquido por el agujero es vj;q,iq, = 0.6+/2gh % donde: g
es la aceleracion de la gravedad.

La ecuacion diferencial h(t) se determina al calcular el volumen
de vaciado del cuerpo en el tiempo t al tiempo (f + At) En este
tiempo, también sale el liquido por el agujero de drea 1 cm?, este
volumen se lo puede calcular:

Viiguido =S € =5 Vjiguido - t = 1em?- 0.6+/2ght

Como se desea, analizar este volumen cuando t — 0; es decir, en
pequefios espacios de tiempo, lo cual se puede escribir:

Vliquido * t=1cm*-0.6 2ght  —  AVyorumen satiente = 0.64/2gh At

AVVolumen saliente — 0.6 2gh At — dVVolumen saliente —
0.6+/2gh dt

La velocidad de salida del liquido, en un tiempo bien pequeo,
se considera una constante. Por el otro lado, en un pequefio tiem-
po disminuye la cantidad de liquido en el recipiente, y como, el
tiempo se considera bien pequerio; por lo tanto, en ese pequefio
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tiempo se puede considerar que el volumen se lo puede represen-
tar:

AV =—m-r*-dh

Donde: r- es el radio de la circunferencia de la base del cono, a

una altura dh.
A una altura h, se for-

man  tridngulos  semejantes

AAEB ~ AAFC;por lo tanto, se

puede escribir proporciones:
ED B AE r H-
FC AF R H

=

Se reemplaza en las ecuaciones:
AV = dVaiiente

—mtr?dh = 0.64/2gh - dt Figura 1.9

(H - h)?R? ED - radio de la circunferencia en
T +dh =0.6y2gh-dt el momento t

(H-h)’R> dh AF- altura del cono circular

- . - 0. -dt
0 %06@61

Se obtuvo una ecuacién diferencial de primer orden de variables
separables.

—TtR? , dh

Vi

dh
(H?—=2Hh+h?) - — = 0.6y/2g - dt
Vi

= 0.64/2g-dt

—TtR?
2

Se integra a ambos lados de la igualdad:

~nR?

H2 (J.(H ~2Hh+h?)- ) 0.6+/2g - Jdt+C
_ 2(r r r r

”1,5 ( eCkunupyeg P hzﬁ):%@- dt+C
H J \/E J \/E J \/E J

_ 2( r r r
”f ( o [hdh, hzﬁ):o.&/@- dt+C
H2\J  vh J Vn J  h J
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" dh ~ dh (..dh r
H?> | —-2H | h—=+ | B*==|=0.6+/2¢- | dt+C
( Jve TR vz) &

" dh rdh (.,dh r
H?> | —-2H | h—=+ | B*==|=0.6+/2¢- | dt+C
( Jvi TR vz) &

(szx/ﬁ— 2H§h% + %hi) =0.64/2g-t+C

—TR?
e

4 2
~nR22Vh + mR2=———h? — R h? =0.64/2g t+C

3-H 5-H?
Para encontrar C, se aplica las condiciones de frontera: sit =0,
entonces h = H

4
—nR22VH + nR23—HH% — %R H? =0.64/2g-(0)+C

5-H?

2
5-H?

4
—nR*2VH + nRZEH% —nR? H? =0.64/2g-(0)+C

4 2
nR2(§H% ~2VH - ¢ HZHZH%) =C

2 1
ZnRZ(g\/H _1VH - g\/H) =C
2 1
271R2\/H(——1——):C
3 5
2 _8
27tR VH(—):C
15
-1
C=nk H( 156)

Para encontrar el tiempo de-vaciado se considera las condiciones
de: t = t,,.;, cuando h = 0. Ademas se reemplaza el valor de la
constante:

3 2
h? — tR?
3-H " 5-H?

2nR* —(16\ 2mR*> [H (16
tacio = ——=—= H(_): _(_)
0.6v2g 15 0.6 Y 2g\15
En las siguientes aplicaciones se analiza cuando en un recipiente;

ademds de la salida de un liquido se tiene el ingreso del liquido al
mismo. En esta aplicacién se puede tener tres casos:

—nR22\/ﬁ+ TtR?

16
h? = 0.6 2got—2nR2\/ﬁ(E)
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a) Se tiene un tanque, que inicialmente contiene un V,,,s;4ne = 500

galones, con una determinada concentracién. Al tanque ingresa

a Y k
un caudal Cag,, .4, de 3g—, con una concentracién de Z—g, se
min gal
mezcla con la solucién inicial y sale del tanque con un caudal
al
388
min
Como se puede apreciar:

CaSalida de

CaEntrada - CaSalida'

Se conoce ademas , la concentracién del caudal entrante. La con-
centracion del caudal saliente va cambiando con el tiempo; por lo
tanto, se puede escribir:

AS
E = REntrada - RSalida

El lado izquierdo de la igualad, nos indica la razén de cambio
de la concentracién del liquido en el recipiente con respecto el
tiempo. El lado derecho, nos indica la diferencia de la razén de la
concentracion del liquido de entrada con la razén de la concen-

tracion de la salida.

Si se considera que, esta razén de cambio, se lo realiza en un in-
tervalo de tiempo muy pequefio; es decir, cuando t — 0, en este
caso, se puede escribir:

AS dS
E = E = REntrada - RSalida

Se define cada uno de los elementos de la razén analizada:

/ K
REntrada =3 ga +2 kg =6 g
min gal  min

gal S kg 3S Kg
min 500gal 500 min

Rsatiga =

Se reemplaza en la identidad:

ds 3S

dt REntrada - RSalida =6- %

Finalmente se obtiene:

s 3S s 35 _

_ = _ S — 4 — =
dt 500 dt 500
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La ultima expresién, como se puede observar, es una ecuacién
diferencial de primer orden, que representa en cambio de con-
centracién del liquido en el recipiente. El lector ya esta en condi-
ciones y puede resolver la ecuacién diferencial encontrada.

b) Se tiene un tanque, que inicialmente contiene un V., = 500
galones, con una determinada concentracién. Al tanque ingresa

a g k
un caudal Cag,ppq, de Sg—, con una concentraciéon de Z—g, se
min gal
mezcla con la solucién inicial y sale del tanque con un caudal
al
3 8%
min
Como se puede apreciar:

CaSalida de

CaEntrada > CaSalida!

Como el caudal de entrada es mayor que el caudal de salida , en
algan memento, el tanque se va a llenar de la mezcla. Se conoce
ademas , la concentracién del caudal entrante. La concentraciéon
del caudal saliente, el cual, va cambiando con el tiempo; por lo
tanto, se puede escribir:

AA_f = REntrada - RSulida
El lado izquierdo de la igualad, nos indica la razén de cambio
de la concentracion del liquido en el recipiente con respecto el
tiempo. El lado derecho, nos indica la diferencia de la razén de la
concentracion del liquido de entrada con la razén de la concen-

tracion de la salida.

Si se considera que, esta razén de cambio, se lo realiza en un in-
tervalo de tiempo muy pequeno; es decir, cuando t — 0, en este
caso, se puede escribir:

AS dS
2R —Re.s:
At At Entrada Salida

Se define cada uno de los elementos de la razén analizada:

Ik K
REntrada = O ga : g =10 g
min  gal min

gal S kg 35S Kg
min (500 +x)gal (500 + x) min

RSalida =

Como se puede apreciar, en el denominador de la Gltima expre-
sién, apareci6 una variable x, la cual depende del tiempo y es en
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este tiempo, en el cual, el recipiente se va llenado. Se debe ob-
tener una expresién matematica, que permita definir el aumento
del volumen del liquido, para lo cual se realiza lo siguiente:

tiempo  Aumento de Volumen Volumen total
0 500+ (5-3)t 500
1 500+ (5-3)1 500+ 2 =502
‘ 2 500 + (5 — 3)2 500+ 4 = 504
3 500+ (5-3)3 500+ 6 =506
4 500+ (5-3)4 500+ 8 =508

La tabla permite obtener una expresién para la variacién de vo-
lumen en el recipiente e igual a 500 + 2 - t. Se reemplaza en la
identidad:

ds 3S
E = REntmda - RSalida =10- m
Finalmente se obtiene:
dS 3S dS 3S
—=10- —+—=10
dt 500+ 2t dt 500+ 2t

La dltima expresién, como se puede observar, es una ecuacién
diferencial de primer orden, que representa en cambio de con-
centracion del liquido en el recipiente con los caudales definidos
y diferentes. El lector ya esta en condiciones y puede resolver la
ecuacion diferencial encontrada.

c) Se tiene un tanque, que inicialmente contiene un V., = 800

galones, con una determinada concentracién. Al tanque ingresa

a Y k
un caudal Cag,, .4, de 4g—, con una concentracién de Z—g, se
min gal
mezcla con la solucién inicial y sale del tanque con un caudal
al
9 8%
min
Como se puede apreciar:

Caggig, de

CaEntrada < CaSalida!

Como el caudal de entrada es menor que el caudal de salida , en
algin memento, el tanque se va a vaciar de la mezcla. Se conoce
ademas , la concentracién del caudal entrante. La concentracién
del caudal saliente, el cual, va cambiando con el tiempo; por lo
tanto, se puede escribir:

AS

— =R — Re 5
At Entrada Salida
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El lado izquierdo de la igualad, nos indica la razén de cambio
de la concentracion del liquido en el recipiente con respecto el
tiempo. El lado derecho, nos indica la diferencia de la razén de la
concentracion del liquido de entrada con la razén de la concen-
tracion de la salida.

Si se considera que, esta razén de cambio, se lo realiza en un in-
tervalo de tiempo muy pequefio; es decir, cuando t — 0, en este
caso, se puede escribir:

85 _ds _
At dt
Se define cada uno de los elementos de la razén analizada:

480k ke g Kg
min  gal  min

Entrada — RSalida

REntrada =

gal S kg 95 Kg
min 800—xgal (800 —x)min

RSalida =

Como se puede apreciar, en el denominador de la Gltima expre-
sidén, apareci6é una variable x, la cual depende del tiempo y es
en este tiempo, en el cual, el recipiente se va vaciando. Se debe
obtener una expresién matematica, que permita definir la dismi-
nucién del volumen del liquido en el recipiente, para lo cual, se
realiza lo siguiente:

tiempo  Aumento de Volumen  Volumen total
0 800+ (4-9)t 800
1 800+ (4-9)1 800-5=795
< 2 800+ (4-9)2 800-10=790
3 800+ (4-9)3 800—-15=785
4 800+ (4-9)4 800—-20=780

La tabla permite obtener una expresién para la variacién de vo-
lumen en el recipiente e igual a 800 — 5 - . Se reemplaza en la

identidad:
dS 9S
E = REntrada - RSalida =10- m
Finalmente se obtiene:
dS 9S dS 9S
—=10- —+—— =10
dt 500 — 5¢ dt 800-5¢
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La ultima expresién, como se puede observar, es una ecuacién
diferencial de primer orden, que representa el cambio de la con-
centracion del liquido en el recipiente, con los caudales definidos
y diferentes. El lector ya esta en condiciones y puede resolver la
ecuacion diferencial encontrada. Queda por realizar un andlisis ,
cuando el liquido entrante tiene una concentracion cero. Al igual
que en los casos anteriores el caudal entrante y saliente puede ser
igual o diferente, en este caso, se considera el caso, en el cual el
caudal de entrada es igual al caudal de salida.

d) Se tiene un tanque, que inicialmente contiene un V., = 800

galones, con una determinada concentracién. Al tanque ingresa

al k

un caudal Cag,;,,4, de 4g—_ con una concentraciéon de O—gl;es
min ga

decir, el liquido entrante es puro. Se mezcla con la solucién inicial
A gal

y sale del tanque con un caudal Cag,;4, de
min

Como se puede apreciar:

CaEntrada = CaSulida)

Se conoce ademads, La concentracion del caudal saliente, el cual,
va cambiando con el tiempo; por lo tanto, se puede escribir:

AS

— =R — Re 5
At Entrada Salida

El lado izquierdo de la igualad, nos indica la razén de cambio
de la concentracion del liquido en el recipiente con respecto el
tiempo. El lado derecho, nos indica la diferencia de la razén de la
concentracién del liquido de entrada con la razén de la concen-
tracion de la salida.

Si se considera que, esta razén de cambio, se lo realiza en un in-
tervalo de tiempo muy pequefo; es decir, cuando t — 0, en este
caso, se puede escribir:
AS dS
E = E = REntrada - RSalida
Se define cada uno de los elementos de la razén analizada:
al k K
= 48% X8 _ 28
min gal  min

REntrada

gal kg 4S5 Kg
=42 _—.8§ = .
min  gal (800) min
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Finalmente se obtiene:

ds 4S s 4S

— = 0-— - — 4+ —=

dt 800 dt 800
La ultima expresién, como se puede observar, es una ecuacidon
diferencial de primer orden, que representa el cambio de concen-
tracion del liquido en el recipiente, con los caudales definidos y
diferentes. El lector ya esta en condiciones y puede resolver la

ecuacion diferencial encontrada.

0

1.11.1. Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden.

1.

Un punto de masa ‘'m” se mueve con un movimiento lineal por la
accion de una fuerza F, que es directamente proporcional al tiempo
‘t” e inversamente proporcional a la velocidad “V’. Encontrar un
modelo matemdtico que represente el cambio de la velocidad en
funcién del tiempo, si se conoce que: t = 0 se tiene v = 0.

Un cuerpo se mueve con una aceleraciéon proporcional al tiempo y
a la velocidad v. Encontrar un modelo matematico que represente
el cambio de la velocidad con respecto al tiempo, si se conoce que:
parat =0, v =v,.

Encontrar la relacién matemaética entre la velocidad ~ V “ de un
punto de masa “m “ y el tiempo, si se conoce que, la resistencia del
aire es proporcional al cuadrado de la velocidad y que para: t = 0,
se tiene que V = 0.

Escribir la ecuacién de la curva que cumple las siguientes condicio-
nes:

a) El segmento tangencial en cualquier punto P(x,y) que se en-
cuentra entre los ejes del plano cartesiano se divide en la mitad

b) La curva buscada pasa por el punto Py(3,4)

. Escribir la ecuacién de la curva que cumple las siguientes condicio-

nes:

a) El coeficiente tangencial en cualquier punto P(x,y) de la funcién
es dos veces menor que el coeficiente direccional de la recta, que
une el punto de origen con el punto P(x,y)

b) La curva buscada pasa por el punto Py(4, 3)
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6.

10.

11.

12.

La ley de desintegracién de un cuerpo consiste en que: la velocidad
desintegracién "R “ en un determinado tiempo es proporcional a la
cantidad que todavia no se ha desintegrado. Determine la relacién
matematica de desintegracién de un cuerpo con respecto al tiempo
"t 7, si se conoce que en el tiempo de 1600 afios la cantidad de R,
disminuyo a la mitad de su masa.

Determine la relacién matematica entre la corriente eléctrica “ I
" con respecto al tiempo, si en el momento, que se desconecto la
fuerza electromotriz “ E “ la intensidad de corriente I = I,

. Determine la relacion matematica entre la corriente eléctrica 1’

con respecto al tiempo, si en el momento, en que se conecto la fuer-
za electromotriz E = Esin(wt) la intensidad de corriente I =I,,.

. Encontrar la ecuacién de la curva para que la suma de los cuadra-

dos de las distancias de dos puntos dados A;(-5,0),A,(5,0) de las
tangentes a la curva sea constante y sea igual a 72.

d
La velocidad d_)tc de la reacciéon de dos elementos cumple la siguien-
te ecuacion:
d
d—’; — k(a—x)(b-x)

Donde: a, b significan la concentracién inicial de la substancia en
reacciéon quimica, k la constante de la velocidad de reacciéon quimi-
ca. Encontrar la relacién de dependencia de la concentracién x del
compuesto con respecto al tiempo, si x(0) = 0.

Una esfera de metal con una temperatura inicial T; = 12.9° es en-
friada con un chorro de agua de temperatura T, = 0°. En 8 minutos
y 16 segundos la esfera se enfri6 llegando a la temperatura T, = 9.9°.
Si se considera que la velocidad de enfriamiento en todo momento
es proporcional a la diferencia de temperatura de la esfera y el agua,
calcular el tiempo en el cual la esfera se enfria a la temperatura de

T, = 6.9°

Encontrar una relacién matemaética, que defina el comportamien-
to de la temperatura * T ~ de un cuerpo con respecto el tiempo.
Si se conoce, que en el transcurso de “ s ~ minutos la temperatura
del cuerpo bajo de T} a T,, mientras que, la temperatura del medio
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

ambiente permanecia constante e igual a T,. Considere, que la ve-
locidad de enfriamiento del cuerpo es directamente proporcional a
la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio ambiente.

Encontrar la ecuacién de la curva, si sus tangentes forman con los
ejes del plano cartesiano un triangulo de drea constante e igual a 2.

La velocidad de desintegraciéon de un elemento radioactivo, en ca-
da momento es proporcional a la cantidad del elemento. El tiempo
de desintegracion de la mitad de su masa es de 26.7 minutos. Que
porcentaje de la cantidad inicial de desintegra en el transcurso de
10 minutos.

Un cuerpo radioactivo de masa m, se desintegra parcialmente en
un tiempode 0a "t “ con una velocidad directamente proporcional
a la masa que no se desintegro en este tiempo. Calcular el tiempo
de desintegracion de un tercio de su masa inicial del cuerpo radio-
activo.

Un recipiente de forma de cono circular de una altura de 10 cm y
un angulo de o= 60°. En su base circular se encuentra un hueco
de 4rea de 0.5cm?. La velocidad “ v ~ de desalojo del agua por el

_ cm .
hueco es igual a 0.6 /2¢gh —. Encuentre un modelo matemdtico

que represente el desalojo del agua del recipiente.

Encuentre la ecuacién de la subtangente que en cada punto de la
curva es constante e igual a p.

Hallese la ecuacién de la curva que pasa por el punto (V2,0), si
la suma de las longitudes de su tangente y subtangente es igual al
producto de las coordenadas del punto de tangencia?

Héllese la ecuaciéon de la curva que pasa por el punto (1, 2), si su
subtangente es dos veces mayor que la abscisa del punto de tangen-
cia?

1
Héllese la ecuacion de la curva que pasa por el punto (5,—1) si la

longitud del segmento del semieje de las abscisas, que se cortan
por su tangente, es igual al cuadrado de la abscisa del punto de
tangencia?

Hallense las ecuaciones de las curvas para las cuales la longitud del
segmento de la normal es constante e iguala “a "?
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Definir la ecuacién s = f(t)de un movimiento lineal en el cual la

. S . . . .
velocidad v = — es directamente proporcional al tiempo, considere

dt

que la constante de proporcionalidad es igual a 10.

definir el cambo de corriente eléctrica i = f(t), en un circuito en el
cual, se puede la resistencia del cable R ~ 0. El circuito esta conec-
tado a una fuerza electromotriz u = U sinwt cuando t = 0.

dp

Se tiene la ecuacion diferencial adiabatica VT kp = 0 donde v es
v

volumen. p presidn, k es la constante del gas. Encuentre el modelo
matemadtico que existe entre presion y volumen.

Definir el cambio de energia tomada L = f(t) en funcién del tiempo
. d .
de un componente, en el cual, el cambio de 7 era directamente

proporcional a sin’ 3t.

Encontrar la ecuacidn de la recta que pasa por el punto (2, 3) de las
siguientes caracteristicas: cada segmento tangencial a la linea que
se encuentra entre los ejes del plano cartesiano divide a la mitad
por el punto tangencial.

1 DI
La longitud de un tuvo al calentarlo se la expresa ——— es igual a

Ldt

0.0001, donde t es la temperatura. Encontrar el modelo matematico
que expresa el cambio de longitud en funcién de la temperatura. Si
parat =0, la longitud era 10, encontrar la temperatura para la cual,
aumento en uno por ciento.

Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2, 0) de las
siguientes caracteristicas: cada segmento tangencial a la linea que
se encuentra entre el punto tangencial y el punto de corte con el eje
"y " es una constante y es igual a 2.

Un punto de masa igual a un gramo, tiene un movimiento lineal,
por la accién de una fuerza que es directamente proporcional al
tiempo e inversamente proporcional a la velocidad. En el momento

en que t = 10 seg. su velocidad era de 202 y la fuerza era de 10 N.

Encontrar la velocidad después de haber pasado un minuto.
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Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de
Segundo Orden

1. Caracteristicas Bésicas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de
Segundo Orden.

2. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden que se pue-
den transformar a ecuaciones diferenciales de primer orden:

a) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden que cla-
ramente no tengan el elemento "y .

b) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden que cla-
ramente no tengan el elemento " x .

c¢) Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden que cla-
ramente tengan todos sus elementos.

3. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden con Coefi-
cientes Constantes Homogénea.

4. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de " n ~ Orden con Coeficien-
tes Constantes Homogénea.

5. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segundo Orden y de "n ’
con Coeficientes Constantes No-homogénea.

6. Ecuaciones Diferenciales de Euler de Segundo Orden.
7. Ecuaciones Diferenciales de Euler de “n “ Orden

8. Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Segun-
do Orden.

9. Ecuaciones Diferenciales de familia de curvas. Trayectorias Perpen-
diculares.
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2.1. Caracteristicas Basicas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Segundo Orden.

Las ecuaciones diferenciales de “ n “ orden, se las puede definir co-
mo ecuaciones (2.1), que definen una relacién entre la variable indepen-
diente x, la variable dependiente "y “ e sus derivadas y’,y”,v,---9". Esto
se lo puede escribir de la siguiente forma:

F(x;%y';y";y""“yn) =0 (21)

Donde: F es una funcién definida y continua de (n + 2) variables en un
intervalo de espacio de ( n + 2 ) dimensiones.

En forma general, se puede escribir que, una ecuacién de segundo
orden tiene la forma (2.2):

F(x,v,v,v)=0 (2.2)

Toda funcién y = ¢@(x), que cumple la ecuacién diferencial, se denomina
solucién o integral de la ecuacién diferencial. Para todo (x,y) se lo trata
como puntos del plano cartesiano, en el plano Oxy, para cada solucién
de la ecuacién diferencial representa cierta curva, a la cual, se la llama la
curva integral de la ecuacién diferencial. El principio de Cauchy, sobre
los valores iniciales de la ecuacién diferencial de “n " orden se denomina
al principio, que consiste en encontrar una solucién y(x) de la ecuacién
diferencial, para la cual, x = x(, en conjunto con las derivadas de (n - 1)
orden toma de antemano valores v, v, V5, Vg5 lo que significa que:

n-1

" (x0) = 4

Y(x0) = Yo, ¥'(X0) =¥ ¥7(x0) =Yg,y
El principio de Cauchy; es decir, el principio de los valores iniciales,
para la ecuacién diferencial de segundo orden, consiste en encontrar
una solucién y(x) de la ecuacién diferencial, la cual, en conjunto con la
primera derivada y’(x), toma para x = x;, un valor dado de antemano
Yo, Vo, lo que significa: y(xq) = yo e v'(x0) = 15
Una solucién general o una integral general de una ecuacién diferen-
cial de segundo orden, es una funcién de la forma (2.3):

y=f(xC,C) (2.3)

Conocida como la forma clara, directa o explicita, que tiene la varia-
ble independiente “ x “ y dos constantes cualquiera C;,C,, las cuales
cumplen con la ecuaciéon diferencial, en cierto intervalo de las variables:
x,Ci,Cy
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En la practica, el conocimiento de la integral general, es comodo pa-
ra obtener de ellas, la integral especifica, al especializar las constantes
C;, C,. No toda integral general tiene esta propiedad.

La integral general de la ecuacién diferencial de segundo orden, se la
puede presentar en la forma implicita (2.4):

¢(x,9,C,C) =0 (2.4)

En forma similar se define para ecuaciones diferenciales de “n “ orden.

Geométricamente hablando, la integral general, en sus dos formas,
representa, una familia de curvas integrales de dos pardmetros. Desde el
punto de vista de la geometria, el principio de Cauchy, para las ecuacio-
nes diferenciales de segundo orden consiste en la seleccién de la familia
de curvas integrales, aquella curva de dos pardmetros, la cual pasa por
los puntos dados en el plano (xg,yy) y tiene en este punto una tangente
dada.

El principio de Cauchy, tiene ademds, una clara interpretacién mecani-
ca; es decir, consiste en el andlisis del movimiento de un punto, cuando
se conoce sus condiciones iniciales de desplazamiento y de velocidad del
punto en su momento inicial.

Ademads del principio de Cauchy, se puede aplicar el principio de las
condiciones de frontera, para una ecuacién diferencial de segundo or-
den.

El principio de los valores de frontera, para una ecuacién diferencial
de segundo orden, consiste en obtener una solucién y(x) para la ecua-
cién diferencial en cierto intervalo < 4,b >, el cual, en los extremos del
intervalo, toma los valores dados, los valores p y q; lo que significa:

y(x=a)=p y y(x=b)=q

Esto se lo conoce, como el primer principio de los valores de frontera.
Para encontrar la solucion al primer principio de los valores de fronte-
ra, reemplazamos en la integral general, cuando, x = a y cuando x = b
y teniendo en cuenta los valores de frontera, se obtiene un sistema de
ecuaciones (2.5):
fa,C,C) = p (2.5)
f(br C,Cy) = q
Sistema que permite obtener los valores de C; y C,.

El segundo principio de las condiciones de frontera, consiste en en-
contrar una solucién y(x) de la ecuacion diferencial, en el intervalo [a, b],
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de el cual, la primera derivada y’(x) en los extremos del intervalo, toma
los valores dados p y q; lo que significa:

vix=a)=p vy y(x=b)=¢q

Teniendo la integral general de la ecuacién diferencial y las condiciones
de frontera, se forma un sistema (2.6), para el calculo de los valores de
C, G,
fi(a,Cy,Cy) = p
{ f(b,C,C) = ¢ (2.6)

Tomando en cuenta, el principio de frontera del primero, asi como, del
segundo se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas C,
y C,. El sistema se resuelve y se obtiene los valores de C; y C,.

Se puede realizar un analisis, para el cual por facilidad, se puede es-
cribir una ecuacién diferencial de segundo orden de la forma (2.7):

V' +hHY + LY =3 (2.7)

Donde: f;, f, y f3 son continuas en el intervalo (a,b). Tiene solucién, que
cumple las condiciones de frontera, se les denomina valores propios de
las condiciones de frontera de la ecuacién diferencial analizada. La solu-
cion, que representa los valores propios se denominan funciones propias
del principio de frontera. Del analisis realizado, se puede concluir:

1. La ecuacién es continua con relacién a todos sus argumentos:

X090, 9"

en un intervalo de cierto dominio “~ V “ de los cambios de los argu-
mentos.

2. Tiene, en el dominio * V 7, derivadas parciales continuas:

fyl’l fy’,, fy' fy U f};nq

implica que, existe exactamente una solucién y = y(x), que cumple
las condiciones iniciales:

y(x0) = Yo, ¥'(x0) =5 ¥7(x0) =95-+,9"(%0) =Yg
Donde los valores:

’ ” n . . 7 ’
X0, Vor Vg Yy pertenecen al dominio "V ’.
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2.2. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden que se
pueden transformar a Ecuaciones Diferenciales de
Primer Orden

En algunas ecuaciones diferenciales de segundo orden, dependiendo
de su estructura, se puede transformarlas a ecuaciones diferenciales de
primer orden.

En este momento se conoce la forma general de las ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden (2.8):

F(x,v,v,v")=0 (2.8)

Esta estructura nos indica que habra, tres tipos de ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden, que se puede transformar a ecuaciones diferen-
ciales de primer orden. En cada caso se aplicara un cambio de variable,
con lo cual, se obtendra uno de los tipos de ecuaciones diferenciales de
primer orden que fueron analizados en el capitulo anterior.

1. Caso 1. No tiene "y * La ecuacién diferencial de segundo orden
tiene la forma (2.9):

F(x,v,v)=0 (2.9)

Es decir, en el lado izquierdo de la ecuacién no se observa, en forma
clara, la variable "y “. En este caso, se realiza un cambio de variable
de la forma: y’ = u(x) con lo cual, se obtiene la segunda derivada:
v = w(x).

La ecuacién diferencial de segundo orden tendria la forma:

F(x,v,v)=0 — F(x,u,u)=0

Por lo tanto, se ha obtenido una ecuacién diferencial de primer or-
den con respecto a u(x).

2. Caso 2. No tiene " x “~ La ecuacion diferencial de segundo orden
tiene la forma (2.10):

F(y,y,y7) =0 (2.10)

Es decir, en el lado izquierdo de la ecuacién diferencial no se ob-
serva, en forma clara, la variable * x “. En este caso, se realiza un
cambio de variable de la forma: v’ = u(y). Se obtiene la segunda de-
rivada, pero en este caso, se debe mantener en mente que, "y “ esta

Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden 111



CAPITULO 2. Ecuaciones Diferenciales

en funciéon de “ x ’; por lo tanto, se debe aplicar el teorema de la
cadena, para obtener su derivada (2.11):

dudy_du_
Y =y dx  dy

La ecuacién diferencial de segundo orden tendria la forma:

(2.11)

Fyy,9)=0 — F(%M;Z—;-u)ﬂ

Por lo tanto, se ha obtenido una ecuacién diferencial de primer or-
den con respecto a u(y), en esta ecuacion, el rol de variable inde-
pendiente, lo cumple la variable y.

3. Caso 3. Tiene todos los elementos La ecuacidon diferencial de se-
gundo orden tiene la forma (2.12):

F(x,9,v,97)=0 (2.12)

Es decir, en el lado izquierdo de la ecuacién diferencial tiene to-
dos sus elementos: x,y,7,y” . En este caso, se realiza un cambio de

variable de la forma: y = e 4% Se obtiene la primera y segunda
derivada:

V= ef”'dx — YV =1u: eI”'dx — Y= (Ll’ + u2)efu~dx
La ecuacién diferencial de segundo orden tendria la forma:
F(x,v,v,v)=0 — F(ef”'dx)(x, Lu, (w+ uz)) -0

Por lo tanto, se ha obtenido una ecuacién diferencial de primer or-
den con respecto a u(x), en esta ecuacion, u(x) es la incoégnita.

2.2.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo
Orden que se Transforman a Ecuaciones de Primer Orden.

1. Resolver la ecuacidén diferencial:

xy” :y'ln(%) (2.13)

La ecuacidn diferencial de segundo orden (2.13) no tiene en forma
clara la variable "y “. Por lo tanto, se realiza un cambio de variable
(2.14):

du
y=ulx)  yr=— (2.14)
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Se reemplaza (2.14) en la ecuacién a resolver (2.13):

du u du u u
x—=uln{—)] — —=—In|—
dx X dx x X
Como se puede observar, la ecuacion diferencial obtenida es una
ecuacion diferencial de primer orden. El método de resolucién de
esta ecuacion diferencial, esta en seccién 1.3 de este libro.
La integral general de u(x) tiene la forma:

u = xeC1x+1

Se reemplaza:

d
C1X+1 _y — xeC1X+l

dx

Se integra a ambos lados de la ecuacién, para obtener la integral
general del ejercicio.

u=xe — dy = xe“" dx

2. Resolver la ecuacién diferencial:
Xy +xy =1 (2.15)

La ecuacién diferencial (2.15) no tiene en forma clara la variable ’
y . Por lo tanto, se realiza un cambio de variable (2.16):

du
y=ulx) yr=—— (2.16)

Se reemplaza (2.16) en la ecuacién diferencial (2.15) a resolver:

) ,du
xXyv+xy =1 — x"—+xu=1

dx
du+xu 1_>du+u 1 40
dx x?2 x2 dx x «x?

Como se puede observar, la ecuacién diferencial obtenida es una
ecuacion diferencial de primer orden. El método de resoluciéon de
esta ecuacidn, esta en seccién 1.5 de este libro. La integral general
de u(x) tiene la forma (2.17):

C, Inx

U=—+— 2.17
Pl (2.17)
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Se reemplaza (2.16) en la ecuacién (2.17):

u —F+— — dy=—+—

:&+ln_x_)d_y:C1 In x (Cl lnx)dx
X X dx x X X X

Se integra a ambos lados de la ecuacién, para obtener la integral
general del ejercicio.

v =C,In(x)+ %(m(x))2 +C,

3. Resolver la ecuacién diferencial:

(1 +1In(x)) + % ~2+1n(x) (2.18)
Con las condiciones iniciales: y(1) = %, y(l)=1

La ecuacién diferencial no tiene en forma clara la variable "y “. Por
lo tanto, se realiza un cambio de variable (2.19):

du
y=ulx) y= Ix (2.19)
Se reemplaza (2.19) en la ecuacién (2.18) a resolver:

. Y _ du u_
v”(1+In(x)) + " =2+In(x) — dx(1+1n(x))+x =2 +In(x)
du u du u 2 +1In(x)
—(1+1 —=2+1 — =
a L)+ =2+1nl) — T e ) T T Inw)

Como se puede observar, la ecuaciéon diferencial obtenida es una
ecuacion diferencial de primer orden. El método de resolucién de
esta ecuacidn, esta en seccién 1.5 de este libro. La integral general
de u(x) tiene la forma:

G
u = Tn(x) + X (220)
Se reemplaza (2.19) en la (2.20):
~ 1+1In(x) dx 1+In(x)

Se reemplaza la condicién inicial para la derivada:

dy G Cy
B 1=
dx 1+1n(x)+x — 1+1In(1)

+1 C1:O
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Por lo tanto, queda:

X2

V=X — y:7+C2

Se reemplaza la primera condicién (2.19) paray:

x? 1

1
y:7+C2 e E:E+C2 — C2:O

Se obtiene: y = Exz que es la soluciéon al ejercicio, y que ademas,

cumple con las condiciones iniciales dadas.
4. Resolver la ecuacién diferencial:
(x+ 1Dy +xp? =y’ (2.21)

Con las condiciones iniciales: y(1)=-2, p'(1)=4

La ecuacién diferencial no tiene en forma clara la variable "y *. Por
lo tanto, se realiza un cambio de variable (2.22):

du
=u(x V= — 2.22
y=ulx) = (2.22
Se reemplaza (2.22) en la ecuacién (2.21) a resolver:
du du  xu? u
+1)y +xp? =y +1)=— +xu’ = —+ =
e+ Dyrtay” =y — (x )dx ST X x+1 x+1
Se ordena la ecuacién:
du xu? u du u xu?

N

— 4 — — = —
dx x+1 x+1 dx x+1 x+1

Como se puede observar, la ecuacién diferencial obtenida es una
ecuacion diferencial de primer orden, ecuaciéon de Bernoulli de va-
riable u(x). El método de resolucién de esta ecuacidn, esta en sec-
cién 1.6 de este libro. La integral general de u(x) tiene la forma:
2
Cl X

1
— = 2.23
u x+1+2(x+1) ( )

Se reemplaza (2.22) en la ecuacién (2.23):

Cl x2 1 Cl x2
— = + = +
u x+1 2(x+1) y x+1 2(x+1)
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Se reemplaza la condicién inicial con respecto a la deriva:

1 C 2 1 C 1
—=— 4 a =y C;=0
y x+1 2(x+1) 4 1+1 2(1+1)
Se puede escribir:
1 x? C2(x+1) . ,_2+2
v 2(x+1) 2 YT

Integrando y reemplazando la condicién y(1) = -2, se obtiene:

Y = 21r1(x)—E

X

Es la solucién a nuestro ejercicio, y que ademads, cumple con las
condiciones iniciales.

5. Resolver la ecuacién diferencial:
2y% = (y— 1)y~ (2.24)

La ecuacion diferencial no tiene en forma clara la variable “ x “. Por
lo tanto, en este caso se realiza un cambio de variable (2.25):

dudy du
y=u(y) v “hix VT (2.25)
Se reemplaza (2.25) en la ecuacién (2.24) a resolver:
du du
2 1y 2 _ (o, _1\2H" —(v—1)28
2°=(yp-1)yr — 2u"=(y 1)dyu — 2u=(y 1)dy
du dy  du
=g, 7 T

Integrando ambos lados se obtiene:

-1
In(y-1) = %ln(u)+ln(C1) — In(y-1)-In(C;) = In(Vu) ln(yC
1
\/ﬂ:y_l — u=(y-172°C? — d—y:(y—1)2C2
C, y 2 dx 2
Se separa las variables y se integra:
d
Y o170 L = dx
dx Cyy—1)°
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Se obtiene la integral general:

1
————=x+C; — Ci(y-1)(x+C35)+1=0
Cly-1)
Es la solucién a nuestro ejercicio, y que ademads, cumple con las
condiciones iniciales.
6. Resolver la ecuacién diferencial:
yy -y =y’ (2.26)

Si las condiciones iniciales son; p(0)=1; v(0)=0

La ecuacion diferencial no tiene en forma clara la variable “ x *. Por

lo tanto, en este caso se realiza un cambio de variable (2.27):

_dudy du

y=ul)  y=giay Y=g (2.27)

Se reemplaza (2.27) en la ecuacidén (2.26) a resolver:

du
7 — ’2: 4 e —1Uy — 2: 4
vy -y =y Vg

du u*> y* du u y°

dy uwy uy  dy y u

Como se puede observar, la ecuaciéon diferencial obtenida es una
ecuacién diferencial de primer orden, ecuacién de Bernoulli de va-
riable u(x). El método de resolucion de esta ecuacién, esta en sec-

cién 1.6 de este libro. La integral general de u(x) tiene la forma:

uZ:C1y2+y4 — u =+y,/C; +7? (2.28)

Se reemplaza (2.27) a la ecuacion (2.28):

u==+y9,/Ci+y?> — p :iy\/(jlfy2

Se reemplaza las condiciones iniciales::

y=+p,/Ci+y? — 0=%1yJC;+1> — C,=-1

Por lo tanto, se reemplaza en la integral general:

Y =4p./-1+92 — p =4p,[/y2-1 — Z—Z:iy p2-1
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Se separa las variables, se integra y se obtiene:

dy dy

—— =4p,/p? -1 = +dx
ax OV vyy2 -1

dy  _ (1)
— <2  _Fdx=0— arccos|—-]|+xx=C
yVy?i -1 y

Se reemplaza la condicién inicial:

1 1
arccos(—)ix:C — arccos(T)iO:C — C=0

y

Se reemplaza el valor de C en la integral general y se obtiene:

1 1 1
arccos(—) +x=C — arccos(—) +x=0 — arccos(—) = +x
Y y y
Se toma a ambos de la ecuacién cos(x):
1 1 1
arccos(—) =+Xx — COS (arccos(—)) = cos(+x) —> — = cos(*x)
y Y y
Finalmente se obtiene:
1 1
y= y=

~ cos(+x) ~ cos(x)

Es la funcién que cumple la ecuacién diferencial y las condiciones
iniciales.

7. Resolver la ecuaciéon diferencial:

Y =—— (2.29)

La ecuacidon no tiene, en forma clara la variable x. Por lo tanto, en
este caso se realiza un cambio de variable:

dudy du
y=uly) y = i V4" (2.30)
Se reemplaza (2.30) en la ecuacién (2.29) a resolver:
d
y":—i3 — d—uu:—% —> udu:——z
y dy Y y
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Se integra a ambos lados de la ecuacidn:

. d}) MZ_—y_Z C1

udu_—? — S =t

1 v\ 1+92C
dy:i\/1+C1y2 ydy _dy

Se integra a ambos lados de la identidad y se obtiene la integral
general:

1
x+Cy=s 1+Cp2 — Ci(x+GCy)*=1+Cy?
1

Ci(x+Cy)*-1-C11*=0

Se ha obtenido la integral general del ejercicio en su forma implici-
ta.

. Resolver la ecuacién diferencial:
v =) - ()’ (2.31)

Si las condiciones iniciales son; y(1)=1; p(1)=-1

La ecuacién diferencial no tiene, en forma clara la variable “ x “. Por
lo tanto, en este caso se realiza un cambio de variable (2.32):

dudy du
y=uly) y= dydx VT o (2.32)
Se reemplaza (2.32) en la ecuacién (2.31) a resolver:
du du d
(V2 ()3 am _ 2.3 _4y
yy =) -) — gy = RTE I
Se simplifica, se integra a ambos lados:
du dy du dy du dy
u = — u e - 7
uz—-u® y u*(l-u) vy u(l-u) vy
1 1 d
(; = _u)du _ 73’ — In(u)-In(1 - ) = In(y) + In(C,)
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ln(lu )zln(Cly) — 7T

—u
Se reemplaza los valores de las condiciones iniciales:

y 1 1 1
2 __¢ -1 - —q1 C=—
11—y Y T Rt e P T e

Se reemplaza el valor de C; :

13—;, =Cy — 13)? = —%ZJ
Se despeja y’, obteniendo:
B_ 9
dx y-2
Se separa las variable y se integra:
dy _ ¥ y-2)dy _ ..

dx y-2 v

(1—§)dy:dx — y-2In(y)=x+C

Se reemplaza la condicién inicial con respecto a y:
y—-2In(y)=x+C — 1-2In(1)=1+C — C=0
Se reemplaza el valor de C:
y—2In(y)=x+C — p-2In(y)=x — y-2In(y)—x=0

La altima expresion algebraica representa la solucién buscada en su
forma implicita, que es la solucién (integral) especifica, que ademas,
cumple con las condiciones iniciales.

9. Resolver la ecuacién diferencial:
X’y = (y—xy)’ (2.33)

La ecuacién contiene todos los elementos de una ecuacién diferen-
cial de segundo orden, en este caso, se realiza un cambio de variable
(2.34):

y = el 1 (2.34)
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Se deriva dos veces:

= efudx N y, — efudx(fudx) N y, — uejudx

y = ueJudx — yr = (uefudx)’ — = u,ejudx ey (ejudx)’
Y= wel wdx 4y (uef”dx) — Y= ej”dx(u’ +u?)

Se reemplaza las derivadas obtenidas en la ecuacién (2.33) a resol-
ver:

x2yy,, = (y _xy,)2 s 42 (efudx)(ejudx(u, n u2)) —
()l -
xz(eJ”dx)z((u’ + uz)) = (ef”d")2 [(1—xu)]?

Al simplificar, se obtiene:
x? (u + u2) =[1-xul?
Se desarrolla el binomio y se simplifica:

x2(u’+u2):[1—xu]2 — xX*w+x’u’ =

=1-2xu+x’u’> — x*w=1-2xu
Se divide para x? y se ordena la expresion:

5 du 2xu 1 du 2u 1
xuw=1-2xu — — 5= — ot — ==
dx «x X dx x x
Como se puede observar, la ecuacién diferencial obtenida es una
ecuacién diferencial de primer orden, ecuacién de Bernoulli de va-
riable u(x). El método de resolucién de esta ecuacion, esta en sec-

ciéon 1.5 de este libro. La integral general de u(x) tiene la forma

(2.35):
=Gl
x2 x
Se reemplaza (2.34) en la ecuacidn (2.35):
1
J(% + —)dx
Y= efudx — y=e X X (2.35)

Se integra lo del exponente:
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J(&+l)dx: S () +1n(Cy)

x2  x X

Se reemplaza:

Cl Cl
_%+)1_C)dx ——+In(x)+In(C,) -
x — p=e X — p=Chxe X

—
—_—
(@)

y=e¢
10. Resolver la ecuacién diferencial:
x*yy” —x*y? +xyy +y° =0 (2.36)

Las condiciones iniciales: y(1)=1, y(1)=-1

La ecuacion diferencial contiene todos los elementos de una ecua-
cion diferencial de segundo orden, en este caso, se realiza un cambio
de variable (2.37):

Y= o) udx (2.37)

Se deriva dos veces:

y = efudx N y, — efudx(fudx) N y, — uejudx

y = uejudx — yr= (uefudx)’ — yr= u,ejudx T u (ejudx)'
Y = wel wdx 4y (uef”dx) — Y= ej”dx(u’ +u?)

Se reemplaza las derivadas obtenidos en la ecuaciéon (2.36) a resol-
ver:

x*yy - x*y? +xyy +1° =0 — x2ef"dxej”dx(u’ + uz)—xz(uef”dx)2+
_i_xefudx(uefudx) n (efudx)z -0
xz(ejudx)z(u, " uZ)_xZMZ(eJudx)z +xu (efudx)z_i_ (ejudx) _
0

(ef”d")2 (xz(u' +u?)—x*u+xu+1

(xz(u' +u?)—x*u® + xu + 1) 0
(x2u’ +xu? = x*u’ +xu+ 1) =0

(x2u'+xu+1):0
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du xu 1 du u 1

Rt Rl mi i,
Como se puede observar, la ecuaciéon diferencial obtenida es una
ecuacién diferencial de primer orden, ecuacién de Bernoulli de va-
riable u(x). El método de resolucién de esta ecuacion, esta en sec-

cién 1.5 de este libro. La integral general de u(x) tiene la forma:

. C;  In(x)
X X

Se regresa al cambio de variable:

J(&_ln(x))dx
y:efudx — p=e X X

Después de integrar se obtiene:

—5 (In(x))?
C
y=Cyox™le 2

Se ha obtenido la integral general de la ecuacion diferencial a resol-
ver,se reemplaza la condicién inicial para y, facilmente se obtiene
C,=1

Se deriva la integral general para obtener y:

1
y = Cx@7le 2(In(x))3(C, - In(x))

Se reemplaza la condicidn inicial para la derivaday C; = -1

Se reemplaza los valores de C;, C, en la integral general y se obtiene:

1

xes(In(x)?

y:

Nl =

Es la solucidn ( integral) especifica de nuestro ejercicio, que cumple las
condiciones iniciales dadas.

2.2.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo
Orden que se Transforman a Ecuaciones de Primer Orden.

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
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p—

—_
- O

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

20.

21.

° X N Ok N

(1+x%)y"+9?+1=0

. Xy” +y’ =0 1
Y= 1 +x?
(x+1)y = (x+2)y+x+2=0 X
> b) y” = x +sin(x)
y=xy+y -y |
c) v = -y tan(x) + sin(2x)
v =xy?+p7?
d) Y :y'+ex
e) xy"+v = 2x
x>y +x%y =1 ) Xy +y
v oinlZ) =
y"xln(x) =y f) Xy =7y ln( " ) =0
xy"-i-y’:xZ_l g) (1+2x)yu+2y,:()
Lyr=1-y? h) x2yr —p? =0
- y7=x+In(x) i) xy”In(x)—y =0
'y“:y’—X-l-ZX ]) xzy”—l—xy,:aX'l‘l
VI—epayisypi=0 R Y=y
y//2 _ 4})’ =0 l) xy//_y; ~0
v"? 59" +6=0 m) xy” +7y’ =x2+1
yUZ + xy” —y, =0 n) xy/l _y/ — exe
y;f =1 +y/2 ﬁ) (1 +x2)yu+ 2xy/ — 3
y//: (1 +y/2)% 0) (1 +x2)y//+y/2 —_1
y” = sin(x) cos(x) p) v”tan(x) -y’ =
¢ X3 //+x2 ’_
v’ y—+xsin(x) q) xy y
X i 7’) y/y//_x —
V4 — ) 1 )
ay y( +y ) S) y//2_4y/:4
X 2.0 /3_lx4_0 " » y
RO )y +yT-y"=0

2. Resolver las ecuaciones diferenciales de segundo orden dadas las
condiciones iniciales:

a) (1+x?)y”—2xy’ =0 p(0)=0, v’(0)=
0

b) xyll — yl y(o) —
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¥ Y L) -
c) v —x(1+ln(x)) == y1)=1
1
d) v+ (y?-4x)y” =0 y(l):z, y'(1)=1
e) v’ +2xy=0 y(0)=0, '(0)=3
//_y_’_x_z_ _ y; _
Hy'=7 y,—O v(0)=0, '(0)=3
g) " —4cos(2x) =0 p(0)=0, ’(0)=3
h) v7? —4xy” +4y' =0 v(0)=0, '(0)=3

3. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1. 2yp" =1+y” a) yy" =y +y'\y?+y?

2. yy"=y%y'+y"” b) 33" -3'(1+3)=0

3.9 ="y +y2 -y c) ¥ =~y

4. yy'y =y +y” d) y”=a’y

5. y(1=In())y"+(1+In()y? =0 ) _ %y(‘%’)

6.y =y" ) :

7.y"(y+a)y’ i

5 g v’ =(1+y"):2

8.y"=5¢ h) v’ =—y?+2e”

9.y"=y" i) 2" =y'(1+9")
10. yy”-3”=0 ) vy’ -y?=yIn)
11. " =y"In(y) k) yy” =v'(a+y)
12. yp” -2 =0 [) 2yy” = 3y’? + 4y?
13. yp” -y =1 m) 139" +1-p*=0

4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
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—

L 29y =147y

2. 29y "+ +yt =
3. p"(1+y%) = yy”
4, 29"(4-y)=1+yp”
5.y =4y’

a) y'(y—1)=2y"
b) v"(1+yy) =y’ (1 +9%)
c) yy* =1

)

d) y'\Ny*+y"? —yy” +y” =

5. Resolver las ecuaciones diferenciales dadas las condiciones inicia-

les:

1+y” =2yy”
yy”+V2=y5
'y’ =

v -y +y%y—1%:0
v =y?-y
39y =y +y°+1

7. 2yy" +y>—y? =

.C’\.U"FP“!\)T‘

6. Resolver las siguientes ecuaciones:

1. yy” —y"? = 6xyp?
xyy” —yy’ —y” =
x’yy”
x*(y? -2yy’) = y?
(x*+ 1)y -yy”)
(v'+29)y" =y~

yy”—y” = 15y°Vx
(1+x%)y+2xy =x°

Y % N o 0o 0N

(1+x*)y+p7?=-

—_
]

Ly =2y +e

2

—
(U

xy’ -y’ =e*x

—-2x*y? +xyy’ +92 =0

= xyy’

a) 2yy’ -3y = 4y*
b) x’yy” —x*y”? + 2xyy’ -p* =0
¢) y(xy” +v’) = xy"*(1 - x)
d) X*(y9” - ?) + xyy’ =
y 2y Z+y?
) /y’z
o) y'+ 245 =

x x2 vy

f) xy” —y/1+y?%2=0
g) ¥ =sinxcosx
h)yyp-x=1

i) ytanx -y =

i)y +y?-yt=0
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2(38)

2.3. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden con Co-
eficientes Constantes

Las ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes cons-
tantes tienen la forma:
d’y . dy

a@+ba+cy =f(x) (a=0) (2.38)

Estas ecuaciones diferenciales (2.38) son lineales con respecto a’ y ’; asi
como, con sus derivadas. La funcién f(x) es con respecto a la variable
" x ’y se puede presentar en cualquier estructura, las letras a,b,c son
constantes.
Si en esta ecuacién (2.38) de segundo orden f(x) = 0; es decir, tiene la
forma: ,

ad—y+bd—y+cy20 (a=0) (2.39)

dx? dx

Se la denomina ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes
constantes homogénea, en caso contrario, f(x) # 0; sera una ecuacién de
segundo con coeficientes constantes no-homogénea (2.39).
Si se conoce la solucion general de la parte homogénea: v" = y,(x, Cy, C,),
y que ademds, se conozca la solucién especifica de la parte no-homogénea:
v~ = p,(x) la solucién a la ecuacién diferencial de segundo orden tendria
la forma:

v =9"+ 97" =9,(x,C1, Cy) + y2(x)

Si se conoce la solucién de la parte homogénea en la forma:

Y= yh + 3’~h =91(x,C1, o) +92(x) = Cy f1(x) + Co f5(x) + 92(x) (2.40)

Con la condicién de que, las funciones f;(x), f,(x) sean linealmente inde-
pendientes y C;,C,, cualquier constante.

2.3.1. Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden con Coeficientes
Constantes Homogéneas.

La ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes constantes
homogénea (2.39) tiene la forma:
d’y 4y

aﬁ+bﬁ+cy20 (CI?'-'O) (241)
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Para este tipo de ecuaciones se tiene el siguiente teorema: Por todo pun-
to (xo, 7o) que pertenece al plano cartesiano Oxy, pasa exactamente una
linea integral de ecuacién y = g(x), a la cual, su tangente en este punto
forma con el eje Ox un dngulo positivo, dado de antemano, un angulo
o257

Lo que nos indica este teorema , es que, siempre existe una funciéon
y = g(x), que cumple la condicién, para cualquier valor de (xg,y,), que
cumple con las condiciones iniciales:

vo=8(x0) ¥ =g (x0)

si en la ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes constan-
tes (2.41), se realiza un cambio de variable y se reemplaza sus derivadas
se obtiene(2.42):

y — erx, yl — rerx, y/l — rZerx (242)
Se reemplaza (2.42) en la ecuacién (2.41) dada:

d? d
a—€+b—y+cy =0 — ar’e™+bre™+ce™ =0 — e™(ar’+br+c)=0
dx dx
Con lo cual se obtiene, facilmente, lo que se denomina: la ecuacién ca-
racteristica de la ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes

constantes, y tiene la forma:
e (ar’ +br+c)=0 — ar’+br+c=0

Como se puede observar , es un polinomio de segundo orden, en este
instante, el estudiante debe recordar las propiedades de un polinomio
de segundo orden. Entre estas propiedades, se tiene la informacién, que
nos da el discriminante de un polinomio de segundo orden:

1. Si el discriminante es mayor a cero, A > 0, el polinomio tiene dos
raices y son numeros reales. En este caso, existe r;, r, que son nume-
ros reales e independientes.

En este caso, la solucién general de la ecuacién diferencial de se-
gundo orden con coeficientes constantes tiene la forma:

p' =y =Ce"* + Cre (2.43)

2. Si el discriminante es igual a cero, A = 0, lo que significa que, el
polinomio de segundo orden tiene una raiz doble real, r| = r,.
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En este caso, la solucién general de la ecuacién diferencial de se-
gundo orden con coeficientes constantes tiene la forma:

=y =Ce""+ Cxe"t — y'=p=e"(C; +Cyx) (2.44)

Se puede observar que, a uno de los elementos ( a cualquiera) de
la solucién general, se lo a multiplicado por x, por este hecho, la
ecuacidn pasa de una ecuacién dependiente a una una ecuacion in-
dependiente.

3. Si el discriminante es menor a cero, A < 0, significa que, las raices
del polinomio de segundo orden son imaginarias:

rn=a+pi, r,=a-pi
En la practica, es mas comodo utilizar su forma de Moivre:
rn=a+pi, r =e"(cos(pi)+sin(pi))

r,=a—pi ry,=e"(cos(pi)+sin(pi)) (2.45)

El signo, depende de en que cuadrante, se este aplicando. En es-
te caso, la solucién general de la ecuacion diferencial de segundo
orden con coeficientes constantes tiene la forma:

y" =9 = e*(C, cos(Bi) +sin(pi))
b Vb? —4ac

Donde:a =——; f=

) 2a 2a _ » ) ) )
Ademas, debe tener en mente que si, la ecuacion diferencial es de
n ~orden, la ecuacién caracteristica de esa ecuacidon diferencial sera
de “n “orden. Por lo tanto, el estudiante debe recordar los métodos,

para encontrar las raices de un polinomio de cualquier orden.

2.3.2. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo
Orden Homogéneas.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1. Resuelva la ecuacién: 2y” -5y’ -3y =0

La ecuacién dada, es una ecuacién diferencial de segundo orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuacion ca-
racteristica:

2y” -5y -3y =0 — 2rfe*—5re™™ -3 =0
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Se divide la ecuacién para ¢’ y se obtiene:
2rfe™ —5re™ -3¢ =0 — 2r*-5r-3=0

Se obtiene sus raices, que en este caso son:

1
2r2-5r-3=0 — n=-2 1n=3

Por lo tanto, la solucién general (integral general) de la ecuacién
diferencial es:
1
yh =V = Cl e 27X + C2€3x

. Resuelva la ecuaciéon: y” + 6 y' + 13y =0

La ecuacién dada, es una ecuacién diferencial de segundo orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuacion ca-
racteristica:

v/ +6y13y =0 — 1™ +6re™*+13e* =0
Se divide la ecuacién para e’ y se obtiene:

rle™ +6re™ +13¢™ =0 — r*+6r+13=0
Se obtiene sus raices, que en este caso son:

P’ +6r+13=0 — r; =—3+2i, ry,=-3-2i

Donde: a = -3, = 2. Por lo tanto, la solucién general (integral ge-
neral) de la ecuacién diferencial es:

v" =y = e7¥(C, cos(2x) + C, sin(2x))

. Resuelvala ecuacién:y” " + 2y’ + 2y =0, si sus condiciones iniciales

son: (0)=1, v'(0)=1

La ecuacién dada, es una ecuacién diferencial de segundo orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuacion ca-
racteristica:

v/ +29'+2y=0 — r’e +2re* + 2™ =0
Se divide la ecuacién para e’ y se obtiene:

e+ 2re™*+2e =0 — r’+2r+2=0
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Se obtiene sus raices, que en este caso son:
?4+2r+2=0 — r==1+i, n=-1-i (a=-1;8=1)

Por lo tanto, la solucién general (integral general) de la ecuacién
diferencial es:

y" =y = e™(C; cos(x) + C,sin(x))
Se deriva lo obtenido con respectoa "x
y' = —e7"C, cos(x) —e*Cysin(x) — e *C,sin(x) + e *C, cos(x)
Se aplica una asociativa y distributiva:
Y’ = e*[(C, - Cy)cos(x) — (C, + C, ) sin(x)
Se reemplaza los valores de las condiciones iniciales:
y = e *(C; cos(x) + C,sin(x))
1 =e%(Cy cos(0) + C,sin(0))
1=1(C;) — C,=1
Y = e[(C, — Cy)cos(x) - (Cy + Cy ) sin(x)]
1 =1[(C, = C;)cos(0)— (C, + Cy)sin(0)]
1=C,-C;, — (C,=2
La solucién especifica ( integral especifica) de la ecuacion diferen-

cial de segundo orden con coeficientes constantes homogénea, que
cumple con las condiciones iniciales, es:

v" =y = e (cos(x) + 2sin(x))
4. Resuelva la ecuaciéon: y”- 2y  +y =0

La ecuacion dada, es una ecuacion diferencial de segundo orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuacién ca-
racteristica:

v =20 +y=0 — rie™-2re™+e* =0
Se divide la ecuacidén para e™ y se obtiene:
P y
re’*—2re™+e™* =0 — r’-2r+1=0
Se obtiene sus raices, que en este caso son:
q
r?—2r+=0 — r,=r,=1 raiz doble

Por lo tanto, la solucién general (integral general) de la ecuacién
diferencial es:
Y=y =e(Cix+Cy)
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2.3.3. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Segundo

Orden con Coeficientes Constantes Homogéneas.

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden
con coeficientes constantes homogéneas

1.p"=0 a) 2" -5y"+2y =0
2.y"=2y=0 b) 99" —6y'+y =0
4. v"+y'+y=0 .
5.9"+y -2p=0 d) 3’"+3},+Z}7:0

6. v +2y'+y=0 e) y'-2y-y=0
7.9"+2y"+5y =0 f) v’ +6y"+10y =0
8. v"+6y"+9y=0 g V' =3y +2y=0
9. 9" +2y'+2y=0 h) v”=5y"+6y=0
10. " -5y"—6y=0 i)y -4y +4y=0
11. v +4y"+3y =0 j) 7 =10y"+ 25y =0
12. " +2y +10y =0 k) vy’ -4y"+13y =0
13. 9”-6y"+13y =0 l) y"-5y"+4y =0
14. y”+2\/§y’+2y:0 m) y”" -3y -7y =0
15. 9" -4y =0 n) 2y”" -4y’ +3y=0
16. " +6y" -2y =0 1) 3y”-10y"' -8y =0

2. Resuelva las ecuaciones diferenciales dadas las condiciones inicia-

les:

1. y" -4y +4y =0 (0)=3, y(0)=-1
2.9"+4y"+299 =0 »(0)=0, ’(0)=15
3. vy"-4y"+3y=0 »(0)=2, '(0)=-1
4. v"'-4y"+3y=0 (0)=2, '(0)=4

1 1

5. 9"+ gy’— 3V = 0 (0)=0, '(0)=1
6. v"+3y"'=0 (0)=0, '(3)=0
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7.9 +1%y' =0 (0)=0, '(1)=0
V24 ) n

8. v"+y' =0 v(0)=0, y(z)

9. v"+4y' =0 y(0) =0, y’(0)=2

2.4. Ecuaciones Diferenciales de ’ n ’ Orden con Coefi-
cientes Constantes Homogéneas

Las ecuaciones diferenciales lineales de 'n’ orden con coeficientes cons-
tantes se llama a la ecuacién (2.46):

4, 9" +a, vVt ray +aw=f(x)  (a,=0) (2.46)

Esta ecuacidn, que es la forma general de la ecuaciones diferenciales de
“n “ orden, son lineales con respecto a ’ y ’ y todas sus derivadas; los
coeficientes ag,ay,---,a, son constantes cualesquiera. La funcién f(x), es
una funcién continua en un intervalo dado. Si f(x) = 0 la ecuacién que
se obtiene tiene la forma:

aﬂy(”) + an_ly(n_l) R & al}), + aoy =0 (an * 0) (2.47)

Se la denomina ecuacién diferencial lineal de 'n” orden con coeficientes
constantes homogénea (2.47). En caso contrario, sera una ecuaciéon di-
ferencial lineal con coeficientes constantes no-homogénea (2.46) (f(x) =
0).

Si uy,u,,---,u, son funciones cualesquiera, independientes linealmen-
te y son las soluciones de la ecuacién diferencial lineal con coeficientes
constantes homogénea, en este caso, la solucién general de la ecuaciéon
diferencial de 'n’ orden con coeficientes constantes homogénea, tiene la
forma:

y" =y = Cruag (x) + Cotp(x) + -+ + Cyy1a, ()

La solucién general de una ecuacién diferencial no-homogénea:
y(x,C1, Gy, Cy)

se obtiene al sumar: la solucién general de su parte homogénea:
Y1 (X, Cl; C2f Tt Cn)

y la solucién especifica de su parte no-homogénea y,(x), lo cual se puede
escribir, como:

v(x,Cy,Cyp,---Cy) = Vh + }’Nh =91(x,Cy, Cy, -+ Cpy) + 15(x)
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La solucién especifica de una ecuaciéon diferencial de 'n’ orden con co-
eficientes constantes, se la encuentra aplicando, principalmente, uno de
los dos métodos:

1. Método de la Adivinanza (acierto-error)

2. Método de la constante como variable.

La solucién de una ecuacién diferencial de 'n” orden (2.46), en el caso
, de que sea homogénea, se aplica un cambio de variable, y = ™ y se
obtiene sus derivadas:

1) 2

y:erx, y/:rerx’ v :rerx,._"y(n):rnerx

Estos valores se reemplaza en la ecuacién diferencial de 'n’ orden (2.47)
y después de dividir para y = ¢’* se obtiene la ecuacién caracteristica de
la ecuacién diferencial homogénea de ’ n ’ orden, que tiene la forma:

1

a,r"+a, r" " +--+ayr+ay=0 (a,=0) (2.48)

Las raices de la ecuacidén caracteristica de la ecuacion diferencial, se los
obtiene por diferentes métodos, los cuales son conocidos por el estu-
diante (factoreo, Rufini, Teorema del factor). Si la ecuacién caracteristi-
ca tiene ' n ’ diferentes raices; es decir, r{,7,,---, 1, la solucién general de
la ecuacién diferencial lineal homogénea de ’ n ’ orden tiene la forma:

v(x,Cy,Cy,---C,) = Cre"* + Che™ +--- + C,e™”
Si la ecuacién caracteristica (2.48) tiene 'k’ diferentes raices; es decir:
", 12,1 v (n - k) diferentes raices conjugadas imaginarias (r;, = a; +
if; 1 =a;—ip;);donde : I =1,2,---,=(n—k), la solucién general de la

ecuacién diferencial lineal homogénea de ’ n ’ orden sera la suma de las
expresiones:

k
1. Ciel* + Cpe + -+ Cpe'™ = Y Cpei¥
=1

: 1
2. e (Cryai-1€08(By) + Crypr8in(fx)) (l =120, 5(n- k))
Esto es posible, siempre y cuando (n - k) sea un numero par.

La solucién general a la ecuacion diferencial de 'n’ orden con coeficientes
constantes homogénea, tiene la forma:
k 3(n-k)
— rx ajx .
p(x,Cp, Cp,---Cy)) = che T Z e (Cysa1-1 €08(B1) + Ciypr sin(By X))
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Y finalmente, si la ecuacién diferencial de ‘'n’ orden homogénea, tiene
raices diferentes y raices que se repitan ( tanto reales como imaginarias),
la solucién general de la ecuacién diferencial de ‘'n’ orden homogénea,
constara de la suma de las raices que no se repitan, mas la expresiéon de
las raices que se repitan:

1. Para raices reales, que se repitan:

er’x(Cl(l)+Cz(l)x+---+C,lcxk"l (para k —veces raices reales ;)

2. Para raices conjugadas imaginarias:

e [(Cy(1) + Co(I)x + -+ + CLx* ) cos(Bx) + (C1 (1) + Co(Dx + -+
+Cpx*!)sin(Byx))]
Para k-veces raices imaginarias conjugadas.
7 :al+i[51; r_,:al—i[)’l
2.4.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales Lineales de

‘n’ Orden con Coeficientes Constantes Homogéneas.

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas.

1. Resuelva la ecuacion: p”” —y” + 4y’ -4y =0

La ecuacion dada, es una ecuacion diferencial de tercer orden
con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su ecuaciéon
caracteristica:

v~y +4y" -4y =0 — e —rPe +4re™ — 4 =0
Se divide la ecuacién para e y se obtiene:
e —rle™ +4re™ —4e™ =0 — rP—r’+4r-4=0
Se obtiene sus raices, que en este caso son:
rP—r?4dr—4=0 — r(r-1)+4(r-1) — (r*+4)(r-1)
Sus raices son:
rn=1; rzzi\/z — =1, r,=2i; r3=-2i
Por lo tanto:

rn=1 — y; =¢" serepite una vez
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. Resuelva la ecuacién: y

r,=2i — 1y, =C,cos(2x)
r,=—=2i — p3=Cssin(2x)
La solucidén especifica ( integral especifica) de la ecuaciéon dife-

rencial de tercer orden con coeficientes constantes homogénea,
que cumple con las condiciones iniciales, es:

v" =y = C,e" + C,cos(2x) + C5sin(2x)

. Resuelva la ecuacién: " - 2y” -5y’ + 6y =0

La ecuacién diferencial dada, es una ecuacién diferencial de ter-
cer orden con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su
ecuacidn caracteristica:

v =2y -5y +6y=0 —> 1’ —2rfe* —5re™ + 6™ =0
Se divide la ecuacién para e y se obtiene:
— 277%™ —5re™¥ + 6 =0 — rP=2r*-5r+6=0
Se obtiene sus raices, que en este caso son:
—2r’=5r+6=0 — (r=1)(r+2)(r-=3)=0

Las raices se obtuvieron aplicando Rufini, son diferentes. El es-
tudiante debe obtener estos resultados. Por lo tanto, la solucién
general de la ecuacién diferencial es:

Férmula general

v(x,Cq,---C,) = C1e™ + Cpe"™ + -+ C, e’ = Cre* + Cre > + C3e**

777

+8y =0

La ecuacién diferencial dada, es una ecuacién diferencial de ter-
cer orden con coeficientes constantes; por lo que, se obtiene su
ecuacion caracteristica:

3rx

" +8y=0 — r’e*+8* =0

Se divide la ecuacién para e* y se obtiene:
3 e 3 _
+8=0 — r’+8=0

Se obtiene sus raices, que en este caso son:

ry =—=2;1, = 1+iV3;1; = 1-iV3 (niimeros imaginarios conjugados)
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Las raices se obtuvieron aplicando Rufini, son diferentes. El es-
tudiante debe obtener estos resultados. Por lo tanto, la solucién
general de la ecuacién diferencial es:

v(x,Cy,Cy,---C,) = Cre  +e*(C, cos(V3x) + C; sin(V3x)

4. Resuelva la ecuacién: p””’=7y”+19y’—13y = 13x>~57x>~10x+70

La ecuacidén diferencial dada, es una ecuacién diferencial de ter-
cer orden con coeficientes constantes no-homogénea.

1) Se debe obtener la solucién a su parte homogénea (v"), su
ecuacion es: ' -7y” +19y' =13y =0

v =7y +19y' =13y =0 — re™—7r?*+19re’*~13e™ = 0
Se divide la ecuaciéon para ¢’ y se obtiene:

e —7r*e™ +19re™ —13* =0 — r’—-7r*+19r-13=0
Se obtiene sus raices, que en este caso son:
r1=1;ry =3+2i;r3 = 3-2i (niimeros imaginarios conjugados)

El estudiante debe obtener estos resultados. La solucién ge-
neral de la parte homogénea (v") es:

v" = ,(x,Cy, Cy, C3) = Cye* +e3*(C, cos(2x) + C3sin(2x))

2) Se obtiene la solucién especifica de la ecuaciéon diferencial no-
homogénea. Como los coeficientes del lado izquierdo de la
ecuacion diferencial son constantes (nimeros); por lo tanto,
se puede aplicar el método de la adivinanza ( error-acierto).
Se observa que, el lado derecho de la ecuaciéon diferencial es
un polinomio de tercer orden; por lo tanto, se considera (adi-
vina) que, su solucién especifica (y~") sera un polinomio de
tercer orden de la forma:

y"=y=Ax*+Bx*+Cx+D

Donde: los coeficientes A,B,C,D deben ser calculados.
Para lo cual se deriva:

v =3Ax*+2Bx+C, v’ =6Ax+2B, v”=6A
Se reemplaza en la ecuacion diferencial no-homogénea:

6A—7(6Ax+2B)+19(3Ax*+2Bx+C)-13(Ax*+Bx*+Cx+D) =
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2.4.2.

=13x3-57x>-10x+70

En el lado izquierdo de la identidad, se aplica distributiva

y se asocia segun las variables (x3,x2,x), con lo cual, se ob-

tiene un polinomio de tercer orden. Después, se iguala los
coeficientes de la misma variable del lado izquierdo con los
confinantes del lado derecho: Con lo cual se obtiene:

6a—-14B+19C-13D=70—D =0

—42A+38B-13C=-10—C=4
57A-13B=-57 — B =0
-13A=13—A=-1

Por lo tanto, la solucién especifica de la ecuaciéon diferencial
lineal no-homogénea (y~") es:

p" = —x3 + dx
La solucién general de la ecuacién diferencial lineal es:
v=v"+17" = Ce* +e3(C, cos(2x) + C3sin(2x)) — x° + 4x

Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de 'n’ Or-
den con Coeficientes Constantes Homogéneas.

1. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes constantes:

1.

2
3
4.
5
6
7

1. v =-5y"+8y -4y =0

y,”_SyZO
2.9 -7y"+16y' =12y =0
. y///_yl/:() .
3. Y —-16y =0
.9 +3y" -4y =0
4. YW +49=0
" -6y"+11y' -6y =0
5. yW59” + 6y =0
Y=y +17y" =13y =0
6. Y +18y”+81y =0
.y =6y"+12y" -8y =0
7.9 +99" =0
Ly =2y9"-39"+10y =0
8. v +5y” + 4y = 3sin(x)

138

Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden



Ecuaciones Diferenciales

CAPITULO 2.

' +4y=0
W +5y”"+4y =0

i) v +8y” +16y" =0
k) v —-6y”+11y" -6y =x
) v -5y"+17y' =13y =0
m) v =3y =2y =0
n) pl +2y”’+y”: 0
-2y +y =x?
2. Resuelva las ecuaciones diferenciales dadas los condiciones inicia-
les:
l.y"-8y=0 »(0=0) ' (0)=0 p"(0)=2
2.9 +2y"+10y'=0 p(0)=2 9(0)=1 p”(0)=1
3. 9" +3y" -4y’ =0 »(0)=0 ’(0)=0 »7(0)=2
4.9"-2y"+y=0 p(0)=2 y'(0)=1 p”(0)=1
5. 9" -3y"-2y"=0 »(0)=0 (0)=0 »”(0)=1
6. 9" =2y"+y=0 »(0)=0 (0)=0 »"(0)=1
7.7 =3y' =2y =0 p(0)=1 »'(0)=0 »7(0)=2
8.9"+y=0 »(0=0) 3’(0)=0 »7(0)=2
9.9"=9"=0 »(0)=0 ’(0)=0 »7(0)=2
10. p®-p"=0  (0)=0p'(0)=1 »"(0)=0yp"(0)=1 yp¥=2
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)

2.5. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo y 'n
Orden con Coeficientes Constantes no-Homogéneas

La ecuacién diferencial en la forma:
any(”) + an_ly(”_l) +eo+ay +agy = f(x) (a,=0) (2.49)

Se la denomina ecuaciéon diferencial lineal de 'n’ orden con coeficien-
tes constantes no-homogénea Donde: a;(k = 0,1,2,---,1) son constantes
cualesquiera y f(x) es una funcién continua, con respecto a la variable
"x” y es continua en un determinado intervalo I.

Si f(X) = 0; es decir:

any(n) + an_ly(n_l) + oo 4 aly, + aoy = O (an %= 0) (2.50)

Se la denomina, ecuacion diferencial lineal de 'n’ orden con coeficientes
constantes homogénea. En el caso especifico, de una ecuacién diferen-
cial de segundo orden con coeficientes constantes no-homogénea , se
tendria:

vV'+ay’ +ay=f(x) (a,%0) (2.51)

Para la ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
constantes homogénea:

V' +a1y +ay=0 (a, #0) (2.52)

La solucién de una ecuacién diferencial lineal de 'n’ orden no-homogénea
(2.49), esta basado en el principio: La solucién general de una ecuacién
diferencial no-homogénea es la suma de dos integrales:

1. La integral general de una ecuacién diferencial lineal homogénea,
2. Laintegral especifica de la ecuacién diferencial lineal no-homogénea.
Lo que, se lo encuentra en una de las formas;
p=y"+y7" = 31(x)+3:(x)

La obtencién de la integral general de una ecuacién diferencial lineal
homogénea, ya se lo analizo, en la seccién anterior de este libro.

Para la obtencién de la integral especifica de una ecuaciéon diferencial
lineal no-homogénea (2.49), en este libro, se analizan dos métodos:
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1. Primer método: Método de la Adivinanza (Error-acierto).
Este método se lo puede aplicar, cuando la estructura de la integral
especifica de la ecuaciéon diferencial lineal no-homogénea (2.49) de-
penda del tipo de funcién f(x), que se tenga en el lado derecho de la
ecuacién diferencial no-homogénea y estos casos son:

1. Si la funcién f(x), de la ecuacién (2.49), es un polinomio de n-
orden, es decir:

f(x)=b,x" +b,_ X"+ + byx+ b,

Lo que, permite identificar que, la integral especifica de la ecua-
cion diferencial no-homogénea tiene la forma:

Q,(x)  Silasraicesdelaecuacion caracteristica
delaecuaciondiferencial no tiene raices
igual acero o no serepiten.

~h

x*Q,(x) Silasraicesdelaecuacién caracteristica
delaecuaciondiferencial tiene raices
igual a cero o serepiten, k> 1

Donde: Q,(x) es un polinomio del mismo orden que f(x) y sus
coeficientes se debe calcular.

2. Si el lado derecho de la ecuaciéon diferencial f(x)(2.49) tiene la
forma:

f(x) =e"™P,(x)

Donde: P,(x) es un polinomio de n-orden (n > 0), la integral es-
pecifica y" = y,(x) de la ecuacién diferencial no-homogénea tiene
la forma:

e"*Q,(x) Siamnoesraizdelaecuacion
caracteristicade la ecuacion dif erencial
homogenea

Y™ = 9al¥), x*e?*Q,(x) Siaesraizdelaecuacién caracteristica

delaecuaciondiferencial homogeneay

serepiten k —veses

Donde: Q,(x) es un polinomio del mismo orden que f(x) y sus
coeficientes se debe calcular.
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3. Si el lado derecho de la ecuacién diferencial f(x)(2.49) tiene la
forma:

f(x) =acos(px)+bsin(fx)

La integral especifica " = y,(x) de la ecuacién diferencial no-
homogénea tiene la forma:

a; cos(Bx)+ by sin(px) Cuando el niimero
imaginario z = fi
noesraizdelaecuacion
caracteristicade la
ecuacion diferencial
homogenea

< x¥(ay cos(Bx) + by sin(fx) Cuando el niimero
imaginario z = fies raiz
delaecuacion
caracteristicade la
ecuacion diferencial
homogenea y se repiten

k —veses.

Donde : los coeficientes a; y b; se deben calcular.

4. Si el lado derecho de la ecuacién diferencial f(x)(2.49) tiene la
forma:

flx)=a-e™

La integral especifica " = y,(x) de la ecuacién diferencial no-
homogénea tiene la forma:

be*  Sianoesraizecuaciéon caracteristicadela
delaecuaciéndiferencial homogenea

~h _

xkbe®™ Siaesraizdelaecuacién caracteristica de
laecuacién diferencial homogenea y se
repiten k —veses

Donde : El coeficiente b se debe calcular.

5. Si el lado derecho de la ecuaciéon diferencial f(x)(2.29) tiene la
forma:

f(x)=e"(acos(fx)+ bsin(px))
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La integral especifica y" = p,(x) de la ecuacién diferencial no-
homogénea tiene la forma:

e (ajcos(fx)+bysin(fx))  Cuando el niimero
imaginario z =« + i
noesraizdelaecuacion
caracteristicade la
ecuacion diferencial
homogenea.

y™" = palx),s x¥e*(a, cos(Bx) + by sin(Bx)) Cuando el niimero

imaginario z = i es

raizde la ecuacion
caracteristicade la
ecuacion diferencial
homogenea y se
repiten k —veses.

Donde : los coeficientes a; y b; se deben calcular.

6. Si el lado derecho de la ecuaciéon diferencial f(x)(2.49) tiene la
forma:

f(x) = Py(x)cos(Bx) + Q,(x) sin(Bx)
La integral especifica y" = p,(x) de la ecuacién diferencial no-
homogénea tiene la forma:

R, (x)cos(Bx)+ S,(x)sin(px) Cuando el niimero
imaginario z = Bi no
esraizdelaecuacion
caracteristicade la
ecuacion diferencial
homogenea

Yy =52(%), x*(R,(x)cos(Bx) + S, (x)sin(fx) Cuando el niimero
imaginario z = i es
raizdela ecuacién
caracteristicadela
ecuacion diferencial
homogenea y se
repiten k —veses.
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Donde: R,(x) y S,(x) son polinomios del mismo orden que P,(x)
y Q,.(x) en f(x) y sus coeficientes se debe calcular.

2. Segundo Método: Método de la variacion de las Constantes. Si el la-
do derecho de la ecuaciéon diferencial lineal no-homogénea (2.49),
tiene una funcidén f(x) en tal forma que, no se puede definir la for-
ma de la integral especifica,con el método de la adivinanza. En este
caso, se aplica el segundo método, que es la variacién de las cons-
tantes. Este método, ya fue aplicado en este libro, cuando se tuvo
ecuaciones de primer orden.

Para ecuaciones diferenciales lineales no-homogéneas (n > 3) se rea-
liza lo siguiente:

a) Primero, se encuentra la integral general de la ecuacion diferen-
cial lineal homogénea, lo cual ya se conoce. Se considera que,
tiene la forma:

Y" =p1(x) = C 191 (x) + Coa(x) + -+ + Coy(x) (2.53)

b) Se considera que, las constantes Ci(k =1,2,---,n) que aparecen
en el lado derecho de la solucién general (y") son funciones con
respecto 'x’; es decir, tiene la forma:

y(x) = C(x)p1(x) + Co(x)p2(x) + - + Cy ()9 (x) (2.54)

c) Las funciones no conocidas Ci(x)(k = 1,2,---,n) y en este ca-
so, sus derivadas C;(x)(k = 1,2,---,n) se plantea un sistema de

ecuaciones:
Ci(x)yi(x) + Cix)pa(x) +---+ Cux)yu(x) = 0
Cix)yi(x) + Cix)py(x) +---+ Cx)y,(x) = 0
J Gy (x) + Gy (x) 44 Cilx)y,(x) = 0
Ci(x)y"(x) + Cyx)p)(x) +---+ Ci(x)y,(x) = 0
PO + coe +...+ coe ceoe PR
Clx)pi ' (x) + Cix)py ' (x) +-+ Cix)ypi'(x) = flx)

(2.55)

d) Se resuelve el sistema con respecto C,;(k =1,2,---,n), se obtiene:

Cl(x) = (k=1,2,--,n) (2.56)
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Donde: Dy(x) significa el determinante basico del sistema de
ecuaciones, conocido como, el determinante de Wronski.

V1(x) V2(x) Vu(X)
yi(x)  y(x) V()
y(x)  p(x) - p/(x)
Db(x) = y{//(x) yéz//(x) y;q//(x) . (257)
' p ) )

Donde: Di(x) (k=1,2,---,n) significa el determinante de cada
una de las constantes

e) Se integra los elementos:

: Dy (x) Dy(x)
Ck(x)—m —> Ck(x)_JDb(x)dx (k=1,2,---,n)
(2.58)
No se escribe la constante de integracion , ya que, es ella la que
estamos calculando.
Es bueno tener en mente que, de la propiedad lineal, se puede
resolver una ecuacion diferencial dada de la forma:

any(n) + an—ly(n_l) +--+ 611}/, +agy = f(X) + g(x) (an * 0)
Primero se resuelve:

any(n)+an—1y(n_l)+”'+a1y,+a0y :f(x) (an * 0)
Segundo se resuelve:

any(n) + an—ly(n_l) 4ot aly, + (103/ = g(X) (an * 0)

2.5.1. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales Lineales
de segundo y 'n’ Orden con Coeficientes Constantes No-Homogéneas.

1. Resolver la ecuacion diferencial:
V' =2y +y=x

Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
cioén a la parte homogénea; por lo tanto:

Y =2y"+y=0
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Se obtiene la ecuacién caracteristica:
/=2y +y=0 — r¥e™*-2re™+e* =

0 — -2r+1=0 — (r—-1)>=0

La ecuacidn tiene raiz doble r = 1; por lo que, la integral general
tiene la forma:
y" =9, (x) = €*(C, + Cyx)

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuacién diferencial, que es un polinomio de
tercer orden; por lo tanto,

v =p,(x) =ax® + bx* +cx+d

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuacién diferencial a
resolver:
v =3ax*+2bx+c; v’ =6ax+2b

6ax+2b—2(3ax* +2bx+c)+ax’ +bx*+cx+d =x°
6ax +2b—6ax® —4bx —2c+ax’ + bx* +cx+d = x°
ax’ +x*(b—6a)+x(6a—4b+c)+2b—2c+d =x>

ax’ +x*(b—6a)+x(6a—4b+c)+2b—2c+d =x>

Se iguala los coeficientes de las mismas variables del lado iz-
quierdo con el lado derecho:

a=1, b—-6a=0, 6a—-4b+c=0, 2b—-2c+d=0
Se obtiene los valores de los coeficientes:
a=1, b=6, ¢c=18, c=24
Se reemplaza y se obtiene la integral especifica:
yNh = p,(x) = ax’ +bx* +cx+d —> y”h = p,(x) = x> +6x°+18x+24
La solucioén al ejercicio:
v=v"+17" =9 (x) + v,(x) = e(C, + Cox) + x> + 6x° + 18x + 24
2. Resolver la ecuacién diferencial:

y//_4y/+4y:x62x
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Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
cioén a la parte homogénea; por lo tanto:

' -4y +4y =0
Se obtiene la ecuacidn caracteristica:
v/ —4y +4y =0 — rPe*—4dre™ +4e™ =0

rP—4r+4=0 — (r-2)>=0

La ecuacidn tiene raiz doble r = 2; por lo que, la integral general
tiene la forma:
y" = 91(x) = e¥(Cy + Cyx)

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuacién diferencial, que es el producto de un
polinomio de primer orden y una funcién exponencial; ademas,
se debe tener en mente, que la raiz es doble; por lo tanto,

ywh =,(x) = xzezx(ax +b) = e2x(ax3 + bxz)

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuaciéon diferencial a

resolver:
v’ = 2e™(ax’ + bx?) + e**(3ax* + 2bx)

v” = de*(ax’+bx?)+2e** (3ax*+2bx)+2e* (3ax*+2bx)+e* (6ax+2b)
v = e*(4ax’ + 4bx* + 6ax* + 4bx + 6ax> + 4bx + 6ax + 2bx)
v” = e (4ax’ + x*(4b + 12a) + x(8b + 6a) + 2b)

Se reemplaza en la ecuacién a resolver, se simplifica, se ordena
la expresion, se divide para e** se iguala los coeficientes del lado
izquierdo con el derecho:

1
6ax+2b=x — a:g — b=0

Se reemplaza y se obtiene la integral especifica:

~h 2 2x

v = 9,(x) = X2 (ax+b) — y=y,(x) = x 62x(_x)

La solucioén al ejercicio:

p= 3"+ 57 = () + 5alx) = €(C + Cox) + 57 )
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3. Resolver la ecuacién diferencial:

v =5y + 6y = 13sin(x)

Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
cién a la parte homogénea; por lo tanto:

=5y +6y=0
Se obtiene la ecuacién caracteristica:
' =5y"+6y=0 — r2e™ —5re™ + 6™ =0

r?=5r+6=0 — (r-2)(r-3)=0
La ecuacidn tiene dos raices independientes; por lo que, la inte-
gral general tiene la forma:

p" = p(x) = Cre®™* + Cye™

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuacién diferencial, que es una funcién tri-
gonomeétricay z = i = 31, no es raiz de la ecuacidn caracteristica;
por lo tanto,

V5(x) = acos(3x) + bsin(3x)

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuacién diferencial a
resolver:
v, = —3asin(3x) + 3b cos(3x)
V4

v, =—9asin(3x) — 9bcos(3x)

Se reemplaza en la ecuacién a resolver, se simplifica, se ordena
la expresion:

—3(a+ 5b)cos(3x) + 3(5a — b)sin(3x = 13sin(3x))
Se iguala los coeficientes del lado izquierdo con el derecho:
-3(a+5b)=0, 3(5a-0b)=13sin(3x))

Se resuelve el sistema:
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Se reemplaza y se obtiene la integral especifica:
v™" = 9,(x) = acos(3x) + bsin(3x)

v =p,(x) = %cos(?)x) — %sin(Sx)

La solucioén al ejercicio:
5
v =9"+9" =9, (x) +9,(x) = Cre™ + Cre® + gcos(3x) — gsin(3x)

4. Resolver la ecuacién diferencial:
v+ 9y = e*cos(3x)

Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
cioén a la parte homogénea; por lo tanto:

»"+9y=0
Se obtiene la ecuacidn caracteristica:
P/ +99=0 — r2e™+9*=0 — r*+9=0 — r=V-9
r=V-9 — r, =3i, r,=-3i

La ecuacion tiene dos raices independientes; por lo que, la inte-
gral general tiene la forma:

v" = 9,(x) = C, cos(3x) + C, sin(3x)

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el la-
do derecho de la ecuacién diferencial, que es una funcién trigo-
nométricay z = 1+pi = 31, no es raiz de la ecuacién caracteristica;
por lo tanto,

V5(x) = e*(acos(3x) + bsin(3x))

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuacién diferencial a
resolver:

v5(x) = e*((a+ 6b)cos(3x) + (b — 3a)sin(3x)
V5 (x) = e*((3b — 8a) cos(3x) — (8D + 6a)sin(3x)

Se reemplaza en la ecuacién a resolver, se simplifica, se ordena
la expresion y se divide para e*:

(a+ 6b)cos(3x)+ (b —6a)sin(3x = cos 3x + 0sin(3x))
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Se iguala los coeficientes del lado izquierdo con el derecho:
(a+5b)=1, (b-6a)=0

Se resuelve el sistema:

1 6
) -—, b o —
“=37 37

Se reemplaza y se obtiene la integral especifica:

v™" = p,(x) = e*(acos(3x) + bsin(3x))

X

v = 9, (x) = %(cos(?)x) 1 65in(3x))

La solucién al ejercicio:

X

v =v"+9" = C, cos(3x) + C,sin(3x) + %(cos(3x) + 65sin(3x))

. Resolver la ecuacién diferencial:

v+ 29"+ 2y = 2e " sin(x)

Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
cién a la parte homogénea; por lo tanto:

' +29"+2y=0

Se obtiene la ecuacidén caracteristica:

v/ 42y +2y=0 — rle™ +2re™+2=0 — r*+2r+2=0

1"1:—1+i 1’2:—1—i

La solucién general de la ecuacién diferencial de segundo, tiene
la forma:
y" = ,(x) = e¥(C; cos(x) + C, sin(x))

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuacién diferencial, que es el producto de
una funcién exponencial y una funcién trigonométrica. Ademas,
z = —1 + Bi, es raiz de la ecuacién caracteristica; por lo tanto, la
integral especifica tiene la forma :

V5(x) = xe *(acos(x) + bsin(x))

150

Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 2.

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuacién diferencial a
resolver:

V5(x) = e ((asin(x) + (b) cos(3x))(1 — x) + xe *(acos(x) — bsin(x)
V5 (x) = =2e " (asin(x) + bcos(x)) + 2(1 —x)e *(acos(x) — bsin(x))

Al reemplazar en la ecuacién a resolver, se simplifica, se ordena
la expresion y se divide para e™*, se obtiene:

2acos(x) — 2bsin(x) = 0cos(x) + 2sin(x)

Se iguala los coeficientes del lado izquierdo con el derecho de la
variable del mismo orden:

20=0, — a=0; 2b=2=0 — b=-1
La solucién especifica de la ecuaciéon de segundo orden con co-
eficientes constantes no-homogénea, tiene la forma:
y™" = py(x) = —xe " cos(x)
La solucioén al ejercicio:
v =v"+ 9" =9, (x) + v2(x) = e¥(C; cos(x) + C,sin(x)) — xe ™ cos(x)
6. Resolver la ecuacién diferencial:
Y’ -y =2e

Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
cioén a la parte homogénea; por lo tanto:

” _
y -y=0
Se obtiene la ecuacién caracteristica:

2

v/ =0 — 1% -e"=0 — r’-1=0 — =1, r,=-1

La solucién general de la ecuacion diferencial de segundo, tiene
la forma:

Y =9, (x) = Cre* + e~
Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el la-
do derecho de la ecuacién diferencial, que es una funcién expo-
nencial. Ademads, @ = 2, no es raiz de la ecuacién caracteristica;
por lo tanto, la integral especifica tiene la forma :

ya(x) = be”*

Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden 151



CAPITULO 2. Ecuaciones Diferenciales

Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuacién diferencial a
resolver:

v5(x) = 2be*

Y5 (x) = 4be™
Al reemplazar en la ecuacién a resolver, se simplifica, se ordena
la expresién y se divide para e?*, se obtiene:

2
3b=2, b=—
RN 3

La solucién especifica de la ecuaciéon de segundo orden con co-
eficientes constantes no-homogénea, tiene la forma:

y = pale) = 2

La solucioén al ejercicio:

~ X —-X 2 X
y=9"+9" =y, (x) +9,(x) = Cre" + Cye + 3¢

. Resolver la ecuacién diferencial:

v” + 4y = (5x + 2) cos(2x) + xsin(2x)

Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
cioén a la parte homogénea; por lo tanto:

' +4y =0
Se obtiene la ecuacidn caracteristica:
vV +4y=0 — r*+4e™ =0 — r*+4=0
r=21 ry,=-2i

La solucién general de la ecuacién diferencial de segundo, tiene
la forma:
v" =y, (x) = C; cos(2x) + C, sin(2x))

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el la-
do derecho de la ecuacién diferencial, que es el producto de una
funcién polinomial de primer orden y una funcién trigonométri-
ca. Ademds, z = i es raiz de la ecuacién caracteristica; por lo
tanto, la integral especifica tiene la forma :

V2(x) = x((ax + b) cos(2x) + (cx + d) sin(2x))
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Se deriva dos veces y se reemplaza en la ecuacién diferencial a
resolver:

v5(x) = [2cx® + 2x(a+d) + b] cos(2x) + [-2ax* + 2x(c — b) + d] sin(2x)

v (x) = [~4ax® + 4x(2c — b) + 2(2d + a)] cos(2x)+
+[—4cx? —4x(2a+d) + 2(c — 2b)]sin(2x)

Al reemplazar en la ecuacién a resolver, se simplifica, se ordena
la expresion, se obtiene:

8cxcos(2x) + (4d + 2a)cos(2x) — 8axsin(2x) + (2c — 4b)sin(2x) =

= 5xcos(2x) + 2 cos(2x) + xsin(2x)

Se igualan los coeficientes de la misma variable del lado izquier-
do con el derecho, se obtiene:

8 =5 4d+2a=2, -8a=1 2c-4b=0

Por lo tanto,

5 1 5 9
=, = —— b:—’ = —
‘g “77% TEAT:

La solucién especifica de la ecuaciéon de segundo orden con co-
eficientes constantes no-homogénea, tiene la forma:

1 5 5 9
~h _ S e 2.2, 7.
Y —yz(x)—( x +16)cos(2x)+(8x +16)s1n(2x)

La solucioén al ejercicio:

y=y"+y"=
= C,cos(2x)+C sin(2x)+(—lx2 + i)cos(2x)+(éx2 + i)sin(Zx)
- ? 8" 16 8" 16

8. Resolver la ecuacién diferencial:
v+ = tan’(x)

Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
cién a la parte homogénea; por lo tanto:

Y +y=0
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Se obtiene la ecuacién caracteristica:
' +y=0 — r’+e™ =0

7’2+1:O, lei, 1’2=—i,

La solucién general de la ecuaciéon diferencial de segundo, tiene
la forma:

yh =p;1(x) = C; cos(x) + C,sin(x))

Se determina la integral especifica, para lo cual, se observa el
lado derecho de la ecuacién diferencial, que es una funcién tri-
gonométrica, en este caso: tan?(x). Pero en este caso, no se tiene
informacién para adivinar la forma de la integral especifica .Por
lo tanto, el método a aplicar en este ejercicio, es el método de la
variacion de la constante.

v" = v, (x) = C; cos(x) + C,sin(x)

y" =y, (x) = Cy(x) cos(x) + C,(x)sin(x)

Se forma el sistema de ecuaciones:

Cicos(x) + Cjsin(x) = 0
—Cisin(x) + C,cos(x) = tan?(x)
Donde: Cj, CJ, son las variables a calcular, se aplica el método
de Cramer:
0 sin(x)
, tan?(x)  cos(x) sin3(x
Cl (x) = . = 2( )
cos(x)  sin(x) cos*(x)
—sin(x)  cos(x)
cos(x) 0
/ —sin(x) tan®(x) | sin2(x
Cy(x) = ) = ()
cos(x)  sin(x) cos(x)

—sin(x)  cos(x)
Se integra las identidades obtenidas:

in’ — cos?(x))si
Cl(x):_J‘sn (x)dx :_J‘(l cos“(x))sin(x)dx

cos?(x) cos?(x)
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= _co;(x) — cos(x)
_ (sin*(x)dx  ((1-cos*(x)) , X T ,
Cy(x) = JW = J cos(x) dx =1In (tan(z + Z))—sm(x)

En estas integrales, no se ha escrito la constante de integraciéon
ya que, es lo que se esta calculando.

= R ER
= —1 —cos?(x) +sin(x)In (tan (; + %)) —sin’(x)
=—-2+sin(x)In (tan(; + %))

La solucién del ejercicio:

v =9"+v™" = C, cos(x) + C,sin(x) — 2 + sin(x) In (tan (g + %))
9. Resolver la ecuacién diferencial:

1
1 +e¥

y -y

Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solu-
cioén a la parte homogénea; por lo tanto:

” ’
v -y =0
Se obtiene la ecuacidén caracteristica:

2

vV -9 =0 — re™*—re™=0 — r’-r=0,

rir-1)=0 — r =0, r,=1,

La solucién general de la ecuacién diferencial de segundo, tiene
la forma:
h
v =p1(x) =C+Cye

Se determina la integral especifica del ejercicio, para lo cual, se
observa el lado derecho de la ecuacion diferencial, que en este

caso, es una funcién exponencial, y tiene la forma: . Para

+ e*
este caso, no se tiene informacién clara, para aplicar el método
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de la adivinanza. Por lo tanto, el método a aplicar, en este tipo de
ejercicios, es el método de la variacion de la constante.

Siempre que, la informacién para aplicar el método de la adivi-
nanza no es clara, lo mejor es aplicar el segundo método de la
variacion de la constante.

Y =9,(x) = C; + Coe® — v = p,(x) = Cy(x) + Cy(x)e”

Se forma el sistema de ecuaciones:

, 1
0 + Ci(x)e* = T o

{C{(x) + Cy(x)e = 0

Donde: Cj, CJ, son las variables a calcular, se aplica el método
de Cramer:

0 e€*

Se integra las identidades obtenidas:

dx 1+e*—
C = — = —
1) J1+ex f 1+e*

=—x+In(1 +¢")

=—e " —x+In(1+e")

dx +

En estas integrales, no se ha escrito la constante de integracion;
ya que, es lo que se esta calculando.

v =y (x) = —x+In(1 + ")+ [~ —x+1In(1 +¢¥)]e" =

=—x+In(l+e")—1—-xe"+e"In(l +¢) =
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10.

=(1+e")In(1+e*)—x(1+e")-1

La solucién de la ecuacién diferencial de segundo orden de su
parte no-homogénea, es:

v=0"+9"=C +Cre + (1 +e%)In(l +e") —x(1 +e") -1

Resolver la ecuaciéon diferencial:

, 1
y oy = cos(x)

Es una ecuacién diferencial lineal de tercer orden con coeficien-
tes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solucién
a la parte homogénea; por lo tanto:

' +y =0
Se obtiene la ecuacién caracteristica:
V49 =0 — e +re*=0 — r’+r=0, r(r*+1)=0
rn=0 r=i ry3=-i,

La solucién general de la ecuacién diferencial lineal de tercer
orden, su parte homogénea, tiene la forma:

v" =y, (x) = C; + C,sin(x) + C5 cos(x)

Se determina la integral especifica, su parte no-homogénea, para
lo cual, se observa el lado derecho de la ecuacion diferencial, que

es una funcién trigonométrica, en este caso: . Pero para es-

cos(x)
te caso, no se tiene una informacioén clara, para aplicar el método
de la adivinanza. Por lo tanto, el método a aplicar en este ejerci-
cio, es el método de la variacién de la constante.

37h =p1(x) = C; + C,sin(x) + C5 cos(x)

Las constantes de la solucién en su parte homogénea se transfor-
man en variables en funcién de 'x’.

™" = 9,(x) = Cy(x) + Co(x) sin(x) + Cs(x) cos(x)

Se forma el sistema de ecuaciones:

Ci(x) + Cj(x)sin(x) + Cji(x)cos(x) = 0
Ci(x)-0 + Cj(x)cos(x) — Ci(x)sin(x) = Y (259)
Ci(x)-0 = Gix)sin(x) - Cylx)eos(x) = oy
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11.

Donde: Cj, Cj, Cj son las variables a calcular. El sistema es-
crito permite calcular las incégnitas por medio del método de
Cramer, se aconseja aplicar propiedades de un determinante.

1
~ cos(x)

Ci(x)

Cy(x)=—tan(x) Cji(x)=-1

el estudiante debe obtener estas respuestas. Se integra las iden-
tidades obtenidas:

cine- | gt wmfen(3-5)

Cy(x) = —ftan(x) = In(cos(x))

Ci(x) = —de =—X

En estas integrales no se ha escrito la constante de integraciéon
ya que, es lo que se esta calculando. La integral especifica de la
ecuacion de tercer orden no-homogénea, tiene la forma:

y"=p,(x)=1In (tan (% — g)) +sin(x)In(cos(x)) — x cos(x)

La solucién general a la ecuacién diferencial lineal de tercer or-
den con coeficientes constantes no-homogénea, tiene la forma:

v=v"+v" = C, + C,sin(x) + Cscos(x) +In (tan(% — g))+
+sin(x)In(cos(x)) — x cos(x)
Resolver la ecuacién diferencial:
v =2y" +y" = 4(sin(x) + cos(x))
Que cumpla las condiciones iniciales:

p(0)=1, (0)=1 »"(0)=-1

Es una ecuacion diferencial lineal de tercer orden con coeficien-
tes constantes no-homogénea. Primero se encuentra la solucién
a la parte homogénea; por lo tanto:

yll/ _ zy/l + yl — 0
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Se obtiene la ecuacién caracteristica:

ym—2y”+}2,20 r3erx_2rzerx+rerx:()

rP=2r'+r=0, r(r*=2r+1)=0
1’1:0, 7’2:1, 1’3:1,
La solucién general de la ecuacion diferencial lineal de tercer
orden, en su parte homogénea, tiene la forma:

?h =11(x) = C; + (Cy + xCs)e”

Se determina la integral especifica, de su parte no-homogénea,
paralo cual, se observa el lado derecho de la ecuacién diferencial,
que es una funcién trigonométrica, en este caso: sin(x) + cos(x).
Para este caso, se tiene una informacién clara, para aplicar el
método de la adivinanza. Por lo tanto, es el método a aplicar en
este ejercicio. La integral especifica tiene la forma:

v™" = y,(x) = asin(x) + bcos(x)

Se deriva tres veces:
V5(x) = acos(x) — bsin(x)

V5 (x) = —asin(x) — bcos(x)
5 (x) = —acos(x) + bsin(x)
Se reemplaza en la ecuacién diferencial lineal no-homogénea:
v —2y" +y" = 4(sin(x) + cos(x))
—acos(x) + bsin(x) — 2(—asin(x) — bcos(x)) + acos(x) — bsin(x) =
= 4(sin(x) + cos(x))
—acos(x) + bsin(x) + 2asin(x) + 2bcos(x) + acos(x) — bsin(x) =
= 4sin(x) + 4 cos(x)
cos(x)[—a+ 2b + a] +sin(x)[b + 2a — b] = 4sin(x) + 4 cos(x)
cos(x)[2b] + sin(x)[2a] = 4sin(x) + 4 cos(x)

Se igualan los coeficientes del lado izquierdo de una variable con
los coeficientes del lado derecho:

2b=4, —> b=2, 2a=4 — a=2
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La integral especifica de la ecuacién de tercer orden con coefi-
cientes constantes no-homogénea:

yNh = 9,(x) = asin(x) + bcos(x) — y~h = Y,(x) = 2sin(x) + 2 cos(x)
La solucién a la ecuacién de tercer orden no-homogénea:

v =" +y7" = C, +e*(Cy + Cyx) + 25in(x) + 2 cos(x)

Se deriva dos veces la solucién general de la ecuacién diferencial
no-homogénea:

"= 0+ Cye* +e*Cy+ xe*C5 + 2cos(x) — 2sin(x)
y

p" = Che" +e*C3+e*C3 — 2sin(x) — 2 cos(x)

Se reemplaza los valores de las condiciones iniciales y se obtiene
un sistema:

C1+C2+2:1
C, + C; + 2
C, + 2C - 2

Il
=
—_—

Aplicando uno de los métodos para resolver sistemas, se obtiene:

Al reemplazar los valores de las constantes en la solucién general
de la ecuacién diferencial lineal de tercer orden no-homogénea,
se obtiene la solucién especifica de la ecuacién diferencial lineal
de tercer orden no-homogénea:

X

Y = 2(cos(x) +sin(x)) + (3x —5)e

2.5.2. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de segundo
orden y de 'n’ Orden con Coeficientes Constantes No-homogéneas.

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
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g N

© © N O

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

. v+ 4y = xsin(2x)

yw _ y — X4
y/// _ yl — SiIl(X)
.y =2y"+y =sin(x)

55, 1
A A 2

LY+ 2y =x*+2

=3y +2y=¢"
v’ — 4y’ + 3y = e**sin(x)

. 9" +4y = x* + e*sin(x)

v” + 4y = xsin(x)
y” =3y’ + 2y = 3x + 5sin(2x)

v”+3y"+ 2y = sin(2x) + cos(x)
v”+5y'+6y = e7*+3sin(2x)+1
y/// _ yl =x

Y/ +5y9 +6y = +e >
v —y = 5¢*sin(x)
) +9” =x2-1

y” —2y” + 5y’ = e*(cos(2x) +
sin(2x))

)
b) v/ +6y"+10y=1-x
c) v’ -2y +3yp=x+1

)y’ =3y’ +2p=x>

) v~y = 2sin(x)
f) v”+ 9y =sin(3x)

) v +4y = 2cos(x) + sin(x)
h) v”—2y’+2y = 2cos(x)+sin(x)
i) v’ -4y =10e>*
j) v+ 9y = xcos(x)
k) v"—vy"+12y = 3x —sin(2x)

1

Ny +dy= cos(2x)

ex

Py -2ty =—

2. Resuelva las ecuaciones diferenciales dadas las condiciones inicia-

les:

1. " =2y =e*(x* +x—3) y(0)=2 p(0)=2

2y = —sin(2x W =1 i =1

3. 9"~y =2(1-x) p(0)=1 '(0)=1

4. " +2y' +y=-2e% p(0)=2  »(0)=1 »"(0)=1
5. 7y = 635 WO=1 y0)=1 y7(0)=1
6.y ~y" =sin(x) p(0)=0  y(0)=0 "(0)=1
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7.y 4y =sin(x) YO)=0  Y(0)=0 y(0)=1
8.9 +y  =x y(0)=3 y'(0)=1 7(0)=0
9.9 +3y"+3y"+y=1 p(0)=0  9'(0)=0 "(0)=0

10. vy -y’ =-2x (0)=0 2(0)=0 v”(0)=2

11. y”+2y'+5y =3 p(0) =1 (0)=1

12. v”+ 7y = cos(x) p(0)=-1 9'(0)=1

13. " =2y +2y =¢* »(0)=0  »(0)=1

14. y"+4y" +4y =0 y(0) = -1 y'(%):o

15. 9" -y = > 3’(0):% 3”(1):%62

16. v” + vy = —3sin(2x) y(0)=0 y’(%) =1

17. v =6y’ + 9y =x> —x + 3 y(O)z% y’(0)=%

18. 3"+ 9y = 6% p(0)=0  3"(0)=0

19. v’ — 4y’ + 5y = 2x%e" p(0)=2  »'(0)=3

20. "+ 6y’ + 9y = 10sin(x) p(0)=2  9(0)=3

21. "+ 4y =sin(x) p(0)=0 »'(0)=0

22. " +y =2cos(x) y(0) =1 ¥’ (0)=0

23. p”+4y = 4(sin(2x) + cos(2x) y(m)=21 y'(m)=2x

24.y"-2y'+2p =4ecos(x)  p(0)=2m y'(m)=2me"

25. p”’ -y’ = -5e7* p(0)=2  »'(0)=3

26. v/ -4y’ + 3y = e** »(0)=0  »(0)=0

2.6. Ecuaciones Diferenciales Lineales de Euler

Las ecuaciones diferenciales lineales de 'n’ orden de la forma:

n-1_(n-1)

anx”y(”) +a, X"y +eo+axy’ +agy = f(x)  (a,#0) (2.60)

Esta ecuacién diferencial (2.60), es la forma general de la ecuacién dife-
rencial de Euler de “n “ orden, es lineal con respecto a 'y’ y todas sus
derivadas; los coeficientes ay,a;,---,4a, son constantes cualesquiera. La
funcién f(x), es una funcién continua en un intervalo dado. Si f(x) =0
la ecuacién que se obtiene tiene la forma:

1, (n-1)

a,x"p" +a, X"y 4t axy +agy =0 (a, #0) (2.61)
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Se la denomina ecuacién diferencial lineal de 'n’ orden de Euler ho-
mogénea (2.61). En caso contrario, sera una ecuacién diferencial lineal
de n-orden no-homogénea (f(x) = 0).

Siug,uy,---,u, son funciones cualesquiera, independientes linealmen-
te y son las soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea, en
este caso, la solucién general de la ecuacién diferencial de ‘'n’ orden ho-
mogénea, tiene la forma:

y" =9 = Cruy(x) + Cottp(x) + -+ + Cytty(x)
La soluciéon general de una ecuacién diferencial no-homogénea:
y(x,Cy,Cy,---Cy) (2.62)
se obtiene al sumar: la solucién general de su parte homogénea:
y1(x,Cp, Gy -+ Cy)

y la solucién especifica de su parte no-homogénea p,(x), lo cual se puede
escribir, como:

}/(X: leCZf"'Cn) = }?h +})~h = yl(xl Cl,Cz,---Cn) +?2(X)

La solucién especifica de una ecuacion diferencial de 'n” orden de Euler,
se la encuentra aplicando, principalmente uno de los métodos:

1. Método de la adivinanza (Error-acierto)
2. Método de la constante como variable.

La solucién de una ecuacién diferencial de 'n’ orden, en el caso , de que
sea homogénea, se aplica un cambio de variable, y = x” y se obtiene sus
derivadas:

v=x, v =rx""Y, v/ =r(r=1)x"2, v =r(r-1)(r-2)(r=3)---x""x"

Estos valores se reemplaza en la ecuacion diferencial de 'n’ orden (2.62)
y después de dividir para y = x" se obtiene la ecuacién caracteristica de
la ecuacién diferencial de 'n” orden, que tiene la forma:

1

a,r"+a, " +--+a;r+ay=0 (a,=0) (2.63)

Las raices de la ecuacidén caracteristica de la ecuacién diferencial, se los
obtiene por diferentes métodos, los cuales son conocidos por el estu-
diante (factoreo, Rufini, Teorema del factor). Si la ecuacién caracteristica
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tiene ‘n’ diferentes raices; es decir, son independientes: r{,7,,---, 1, la so-
lucién general de la ecuacién diferencial lineal homogénea de 'n’ orden
tiene la forma:

y(.x; Cl; C2; ce CH) — Clxrl + szrz + .-+ Cnxr" (2.64)

Sila ecuacidn caracteristica tiene 'k’ diferentes raices; es decir: r{,7,,---,7
2y k

y (n - k) diferentes raices conjugadas imaginarias (r, = a; +if; 7, =

a,—if);donde: 1 =1,2,--- ,E(n — k), la solucién general de la ecuacién

diferencial lineal homogénea de 'n’ orden sera la suma de las expresio-
nes:

k
1. Cix"+ Cox+---+ Cxt = ) Cjx"
I=1

2. 3(Cpoor s cos(fyIn(x)) + Cesrsin(fyIn(x))) (1= 1,2,---,%<n -k))

Esto es posible, siempre y cuando (n - k) sea un numero par.
La solucién general a la ecuacién diferencial de 'n” orden de Euler ho-
mogénea, tiene la forma:

V(x,Cy,Cyp,---Cy) =

(n—k)

k
=) G+ ) x(Cragary)cos(BrIn(x)) + Cyy sin(By In(x)))

I=1 I=1

N|—

Y finalmente, si la ecuacién diferencial de ‘'n’ orden homogénea, tiene
raices diferentes y raices que se repitan ( tanto reales como imaginarias),
la solucién general de la ecuacién diferencial de 'n” orden homogénea,
constara de la suma de las raices que no se repitan, mas la expresiéon de
las raices que se repitan:

1. Para raices reales, que se repitan:

x”(Ci+C:lzln(x)+---+C,lc(ln(x))k"l (para k—veces raices reales 1)

2. Para raices conjugadas imaginarias:
X"[(Cf + ChIn(x) + -+ + Ci(In(x))*™") cos(B; In(x)) + (C{+

+ChIn(x) + -+ + Cpx* 1) sin(B; In(x))]

Para k-veces raices imaginarias conjugadas. (r; = a;+if;; 7= a;—if;)
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2.6.1. Ecuaciones Diferenciales de Euler de Segundo Orden
La ecuacién diferencial de la forma:
ax*y” +ayxy’ +agy = f(x)  a, =0 (2.65)

Estas ecuaciones diferenciales (2.65) son lineales con respecto a’y ’; al
igual que, con sus derivadas. La funcidn f(x) es con respecto a la variable
"x ’y se puede presentar en cualquier estructura, las letras ay,a;,a, son
constantes cualesquiera.
Si en esta ecuacioén diferencial de segundo orden f(x) = 0; es decir,
tiene la forma:
2d%y

dy
Ax" 3 T mX T+ agy = 0 (a,=0) (2.66)

Se la denomina ecuacién diferencial de segundo orden de Euler ho-
mogénea, en caso contrario, sera una ecuacion diferencial de segundo
orden no-homogénea.

Si se conoce la solucion general de la parte homogénea: " = v, (x, C;, C,),
y que ademds, se conozca la solucién especifica de la parte no-homogénea:
v~ = 1,(x), la solucién a la ecuacion diferencial de segundo orden tendria
la forma:

y=9"+3" =1(x,C;, Co) +12(x) (2.67)
Si se conoce la solucién de la parte homogénea en la forma:

v =" +97" =, (x,C1, Cy) +95(x) = C fi(x) + Cofo(x) +95(x)  (2.68)

Con la condicién de que, las funciones f;(x), f,(x) sean linealmente inde-
pendientes y C;,C,, cualquier constante.

2.6.2. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Euler de
Segundo y ‘'n’ Orden Homogéneas

La ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes constantes
tiene la forma: ,

ax2%+bx;l—1+cy =0 (a=0) (2.69)

Para este tipo de ecuaciones diferenciales (2.69), se tiene el siguiente teo-

rema: Por todo punto conocido (xg,vy) que pertenece al plano cartesiano

Oxy, pasa exactamente una linea integral de ecuacién y = g(x), a la cual,

su tangente en este punto, forma con el eje Ox un angulo positivo, dado

1
de antemano, un dngulo ¢, (go # ETC)
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Lo que nos indica este teorema, es que, siempre existe una funciéon
y = g(x), que cumple la condicién, para cualquier valor de (x,v,), para
que cumpla con las condiciones iniciales:

Yo=28(x0) 31 =g (x0)

si en la ecuacién diferencial de Euler de segundo orden (2.69), se realiza
un cambio de variable y = x” donde: x > 0 y r es raiz de la ecuacién
caracteristica, se obtiene sus derivadas y se reemplaza en la ecuacién
diferencial (2.69):

y=x, vy’ = rx’ 1 ' =r(r- 1)x"2 (2.70)

Se reemplaza (2.70)en la ecuacién diferencial dada (2.69):

d? d
axzd—x}; + bxd—i +cy=0

ax*[r(r—=1)x" 2]+ bx[rx ' +cx" =0

ax’[r(r = 1)x'x 2]+ bx[rx'x ]+ cx" =0

5 X
ax [r(r - 1);

r

+ bx[rx—l] +cx"' =0
X

Se simplifica la expresion:
alr(r—=1)x"]+b[rx"]+cx" =0

Se divide para x" :
alr(r—=1)]+b[r]+c=0

Con lo cual, se obtiene, facilmente, lo que se denomina: la ecuacién ca-
racteristica de la ecuacion diferencial de Euler de segundo orden, y tiene
la forma:

ar’*+r(b—a)+c=0

Como se puede observar , es un polinomio de segundo orden con res-
pecto a 'r’. En este instante, el estudiante debe recordar las propiedades
de un polinomio de segundo orden. Entre estas propiedades, se tiene la
informacién que, nos da el discriminante de un polinomio de segundo
orden:

1. Si el discriminante es mayor a cero, A > 0, el polinomio tiene dos
raices y son numeros reales. En este caso, existe r{, 7, que son nime-
ros reales e independientes.
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En este caso, la solucién general de la ecuacién diferencial de se-
gundo orden tiene la forma:

v =9,(x) = Cx" + Cpx™
Donde: C,, C, son constantes cualesquiera.
2. Si el discriminante es igual a cero, A = 0, lo que significa que, el
polinomio de segundo orden tiene una raiz doble real, r| =r,.

En este caso, la solucién general de la ecuacién diferencial de se-
gundo orden tiene la forma:

yh =91(x) =Cix"+ Cox" In(x) — yh =91(x) =x"(C; + C,1In(x))
Donde: C;, C, son constantes cualesquiera.

Se puede observar que, a uno de los elementos ( a cualquiera) de
la solucién general, se lo a multiplicado por In(x), por este hecho,
la ecuacién pasa de una ecuaciéon dependiente a una una ecuacién
independiente.

3. Si el discriminante es menor a cero, A < 0, significa que, las raices
del polinomio de segundo orden son imaginarias:

n=a+pi, rn=a-pi
En la practica, es mas comodo utilizar su forma de Moivre:
ro= a+ Bi, — x0T = Oyl = x@eifInG)
= x%(cos(BIn(x)) + isin(p 1n(x)))
ry=a—if — X% = x Oy = yaeifInG)
= x%(cos(BIn(x)) —isin(f1n(x)))
Por lo tanto, las soluciones tienen la forma:
y" = 3, (x) = " cos(BIn(x))
v" = 9, (x) = x%sin(B In(x))

Que son las soluciones especificas de la ecuacién diferencial ho-
mogénea. Como su producto es diferente de la constante,por lo tan-
to, son integrales especificas lineales independientes.

En consecuencia, la integral general de la ecuacion diferencial de
Euler homogénea (2.69) tiene la forma:

yh = p1(x) = x(Cy cos(B1In(x)) + C,x% sin(BIn(x))) (2.71)
y" = 1(x) = x*[(C; cos(BIn(x)) + Cysin(BIn(x)))]
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1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Euler de segun-
do orden homogéneas:

1. Resolver la ecuaciéon diferencial
x*y"+xy' -y =0

La ecuacién dada, es una ecuacion diferencial de Euler de segun-
do orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuacién carac-
teristica:

Xy +xy —y=0 — xX*r(r—1)x" 2 +xrx —x"=0
Xr(r=1)x"x 2 +xrx’'x ' =x" =0
r(r=1)x"+rx"—x" =0

Se divide la ecuacién para x” y se obtiene:
rir=1)x"+rx"=x"=0 — r(r-1)+r-1=0
Se obtiene sus raices, que en este caso son:
2 _ _
r'=1 — =1, r=-1
Por lo tanto, la solucién general (integral general) de la ecuacién
diferencial es:

1
yh =p(x) = Cix '+ Cox = Cl; + Cyhx

Donde: C;, C, son constantes cualesquiera.

2. Resolver la ecuacién diferencial:
xzy" +y=0

La ecuacion dada, es una ecuacién diferencial de Euler de segun-
do orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuacién carac-
teristica:

X" +y=0 — x*r(r—1)x"2+x" =0

Xr(r—=1)x"x2+x" =0
rir=1)x"+x" =0
Se divide la ecuacién para x” y se obtiene:

rir-1)+x"=0 — r(r-1)+1=0
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Se obtiene sus raices, que en este caso son:

1 V3 1 3

2 .
—r+1 =—+i—, =——i—
r r — > 12 ) ) 12

Por lo tanto, la soluciéon general (integral general), de su parte
homogénea, de la ecuacion diferencial es:

V1(x) = x? cos(;ln(x)) la primera raiz

V1(x) = x? sin(;ln(x)) la segunda raiz

Por lo tanto, la solucién general (integral general) de la ecuacién
diferencial de Euler homogénea es:

v =7p,(x) = Clx% cos(?ln(x)) + sz% sin(?ln(x)

yh =p,(x) = x% [Cl cos(?ln(x)) +C, sin(gln(x))ﬂ

Donde: C;, C, son constantes cualesquiera.

3. Resolver la ecuacién diferencial:
x*y —xy+y=0

La ecuaciéon dada, es una ecuacién diferencial de Euler de segun-
do orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuacién carac-
teristica:

1

Xy —xy+p=0 — xX*r(r—1)x" 2 —xrx" ' +x" =0

2 1 r

Xrir—=Dx'x?—xrx" ' +x" =0
r(r=1)x"—rx"+x" =0

Se divide la ecuacién para x” y se obtiene:
rir=1)x"—rx"+x'=0 — r(r-1)-r+1=0
Se obtiene sus raices, que en este caso son:

rP—r—r+l=r"-2r+1=(r-1*=0 — =1, nr=1
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Por lo tanto, la soluciéon general (integral general), de su parte
homogénea, de la ecuacién diferencial es:

V1(x) =x la primera raiz

y1(x) =xIn(x) la segunda raiz
Por lo tanto, la solucién general (integral general) de la ecuacién
diferencial de Euler homogénea es:

y" =9,(x) = Cyx+ CpxIn(x)

P =v1(x) =x[C, + C,1In(x)]
Donde: C;, C, son constantes cualesquiera.
4. Resolver la ecuacién diferencial:

33}”' + 2x2y” xy' +y=0

La ecuacién dada, es una ecuacién diferencial de Euler de tercer
orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuacién caracteristi-
ca:

v=x, vV=rx" v/ =r(r-1)x"2 ¥ =r(r-1)(r-2)x"3

Xy +2x*y —xy' +p =0
Crir=1)(r=2)x" +2x°r(r=1)x" 2 —xrx" ' +x" =0
Cr(r=1)(r=2)x"x +2x*r(r—1)x'x 2 —xrx’x 1 +x" =0
r(r=1)(r=2)x"+2r(r=1)x"—rx"+x" =0
Se divide la ecuacién para x” y se obtiene:
r(r=1)(r—=2)+2r(r-1)-r+1=0
Se obtiene sus raices, que en este caso son:
H(r-1)(r=2)+2r(r=1)~(r-1)=0
(r=1)(r(r=2)+2r-1)) =
(r=1)(r*=2r+2r—1)) =
(r=1)(r*~1))=0
(r—=1)(r=1)(r+1)=0
(r—1)>%*(r+1)=0
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La ecuacién caracteristica tiene 3 raices: r; = 1; es un nimero
real y se repite dos veces, r* = —1 un numero real; Por lo tanto, la
solucién general (integral general), de su parte homogénea, de la
ecuacion diferencial es:

1
yh =91(x) = Cix + CoxIn(x) + C3;

Donde: C;, C,, C; son constantes cualesquiera.
5. Resolver la ecuacién diferencial:

3

Xy +3x*y” +2xy" = 0

La ecuacién dada, es una ecuacién diferencial de Euler de tercer
orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuacién caracteristi-
ca:

v=x, vV=rx"Y v/ =r(r-1)x"2 ¥ =r(r-1)(r-2)x"3
x*y” +3x%y” + 2xy’ = 0
x3r(r - 1)(r— 2)xr"3 + 3x2r(r — 1)xr"2 +2xrx 1 =0
Cr(r=1)(r=2)x"x +3x*r(r—1)x"x 2+ 2xrx'x ' =0
r(r=1)(r=2)x"+3r(r—1)x"+2rx" =0

Se divide la ecuacién para x” y se obtiene:
r(r=1)(r=2)+3r(r-=1)+2r=20

Se obtiene sus raices, que en este caso son:
r(r=1)(r=2)+3r(r=1)+2r=20
r(r’=3r+2)+3r*=3r+2r=0

=324+ 2r+3r°—r=0

rP+r=0
r(r’+1)=0
La ecuacién caracteristica tiene 3 raices: r; = 0; es un nimero real
y , t, =1y r3 = —i numeros imaginarios; Por lo tanto, la solucién

general (integral general), de su parte homogénea, de la ecuaciéon
diferencial es:

v" = 9,(x) = C, + C,cos(In(x)) + C3sin(In(x))

Donde: C;, C,, C;5 son constantes cualesquiera.
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6. Resolver la ecuacién diferencial:

3

W 4 6x3y” + 552y —xy' +9 =0

La ecuacién dada, es una ecuacion diferencial de Euler de cuarto
orden homogénea; por lo que, se obtiene su ecuacién caracteristi-
ca:

v=x, v =rx", v/ =r(r-1)x"2, v =r(r-1)(r-2)x"

y(4) =r(r—1)(r—2)(r— ?))Jcr_4
x4r(r —1)(r-2)(r- 3)xr_4 +6x°r(r—1)(r—2)x" +5x%r(r —1)x" %=
—xrx" '+ x" =0
r(r=1)(r=2)(r=3)x"+6r(r=1)(r—=2)x"+5r(r—=1)x" —rx"+x" =0
Se divide la expresion para x":

r(r=1)(r—=2)(r-=3)+6r(r—1)(r—=2)+5r(r—1)—r+1=0

(r=D)[r(r-=2)(r-3)+6r(r-2)+5r-1]=0
(r=1D)[r(r*=5r+6)+6r*=12r+5r-1]=0
(r—1)[r’ =5r*+6r+6r’—=12r+5r—1]=0
(r=1)[FP+r*=r=1]1=0 — (r=D[r*(r+1)~(r+1)] =
(r=D[FP(r+1)-(r+1)]=(r-1)(r+1)[r*=1]=0
(r—=)r+1)[r*=1]=(Fr-D)(r+1)(r-1)(r+1)=0
(r-1)%(r+1)°=0

LA ecuacién caracteristica tiene las siguientes raices: r; = 1 es
numero real y se repite dos veces, r, = —1 un numero real y se
repite dos veces; por lo tanto, su solucién general de la ecuacién
diferencial de Euler de cuarto orden homogénea:

" =91(x) = X(Cy + CyIn(x)) + ~(C + CyIn(x)

Donde :Cl, Cz, C3, Cl
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2.6.3. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de
Euler de segundo orden Homogéneas

1) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Euler:

1. x*y"+xyp+y=0 1. x*y” +xy+6y =0

2. x*’y"-2y=0 2. x*y”-3xy+3y=0

3. x>y —xy' =3y =0 3. x>y +5xy" +4y =0

4. x*y”+3xy"+y=0 4. x*y” +9xy’+ 12y =0

5. x*y" +xy+4y =0 5. x?y” +2xy -2y =0

6. x*y” +2xy -6y =0 6. x*y” +xy’ =0

7. x*y"+xy -y =0 7. x*y”" =2xy'+2y =0

8. x*v” +5xy+4y =0 8. x*y” —4xy’+ 6y =0

9. x?y”" -2y =0 9. x?y” —2xy' -4y =0
10. x3y” —x*p” +2xy’ =2y =0  10. X’y +3x%y” +2xy" =0
11. x°y”=9x?y”+37xy'—64y =0 11. x>y +2x*y" —xp+y =0
12. X3y —x?y”+2xy'=2y=0 12. x’y”+xy' -y =0

2) Resolver las ecuaciones diferenciales de Euler si son dane las
condiciones iniciales.

1. x*y”+2xy' =0 y(1)=3, p(2)=1
2. x*y”"+2xy" =0 y(-1)=1, p(2)=1
3. x*y” +2xy’ =12y =0 p(1)=1, (2)=8
4. x*y” —4xy"+ 6y =0 v(2)=1, y(1)=8
5. x’y” +2xy -6y =0 (0)=1, p(1)=2
6. x’y” +xy' =0 (0)=1, y(1)=3
7. x*y” -3xy+3y =0 p(1)=1, (2)=2
8. x*y”-3xy+3y =0 y(-1)=1, y(0)=2

2.6.4. Ejercicios Resueltos de Ecuaciones Diferenciales de Euler de
Segundo y ‘'n’ Orden No-homogéneas

1. Resolver la ecuacidon diferencial:

x*y” - 3xy’ - 5y = x*In(x)
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La ecuacién dada, es una ecuacién diferencial de Euler de segun-
do orden no-homogénea; por lo que, se obtiene su ecuacién carac-
teristica:
v=x, vV=rx"t, v/ =r(r-1)x"?
x*y” —3xy’ -5 =0 — x’r(r—1)x"?-3xrx" ' -5x" =0
r(r—1)x"=3rx"=5x" =0
Se divide para x" :
rir=1)-3r-5=0

Se encuentra las raices del polinomio de segundo orden:
1’1 = _1, 7’2 - 5

Las dos raices son numeros reales, lo que nos permite encontrar la
integral general, de la ecuacion diferencial, su parte homogénea:

" =1(x) = Cix° + Cox ™!

Se encuentra la solucién especifica de la ecuaciéon diferencial, su
parte no-homogénea, se aplica el método de la variacién de las cons-
tantes:
h _ _C 5 C -1
V' =791(x) = Cix° + Cyx

V5(x) = Cy(x)x° + Cy(x)x~"
Se obtiene el sistema de ecuaciones:
Cl(x)x> + Cyx)x! =0

Ci(x)5x* + Ci(x)(-1)x? = ——— =In(x)

Al resolver el sistema, se obtiene:

1 1
Ci(x) = gx_41n(x); Ci(x) = —gxz In(x)
Después de integrar, se obtiene ( el estudiante debe obtener las in-
tegrales):
1 1 1 1,

Ci(x) = ——xIn(x) - —x7, Cy(x) = _Ex3 In(x) + =1~

Se reemplaza en la ecuacién diferencial de Euler:

p" = p,(x) = Cy(x)x° + Cy(x)x~' =
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(.1 s 5 L3 1 3) -1
—( 5" ln(x))x +( Ta* In(x) + —x7 | x

Se simplifica la expresion:
- 1
p™" = pa(x) = 527 In(x)

La solucioén al ejercicio:

Y =9"+p™" = p;(x) +95(x) = C;x° + Cox™' - éx2 In(x)

2. Resolver la ecuacién diferencial:
Xy +xy’ —y=x2

La ecuacién dada, es una ecuacién diferencial de Euler de segun-
do orden no-homogénea; por lo que, se obtiene su ecuacion carac-

teristica:

1 -2

y=x, v=rx"", v"=r(r-1)x"
Xy +xy' —p=0 — x*r(r—-1)x"2+xrx"' —x" =0
r(r—1)x"+rx"—x"=0

Se divide para x” :
r(r=1)+r—-1=0

Se encuentra las raices del polinomio de segundo orden:

Las dos raices son numeros reales, lo que nos permite encontrar la
integral general, de la ecuacidén diferencial, su parte homogénea:

" =1(x) = Cx' + Cox 7!

Se encuentra la solucién especifica de la ecuacién diferencial, su
parte no-homogénea, se aplica el método de la adivinanza; ya que,
f(x) = x> un polinomio de segundo orden:

v =9,(x) = ax’ + bx +c
Se deriva dos veces:

v =2ax+Db, v’ =2a
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Se reemplaza en la ecuacion diferencial:

x*y”+xy' —y=x — x*(2a)+x(2ax +b) — (ax* + bx + cx) = x*

2ax? + 2ax*> + bx —ax*> —bx —cx = x°
3ax? —cx = x°

Se iguala los coeficientes del lado izquierdo con los coeficientes del
lado derecho:

1
3a=1 — a=z c=0, b= cualquier valor

Se reemplaza:
1
v =p,(x) = §x2 + bx

La solucion al ejercicio:
1
y= yh +y~h =p1(x) +p2(x) = Cix + sz_l + gxz + bx

3. Resolver la ecuacién diferencial:
x*y” +xy’ = 12In(x)

La ecuacién dada, es una ecuacién diferencial de Euler de segun-
do orden no-homogénea; por lo que, se obtiene su ecuaciéon carac-

teristica:
1

v=x, v =rx"", v/ =r(r-1)x""?
Xy +xy' =0 — x*r(r—1)x"2+xrx"' =0
rir—1)x"+rx"=0

Se divide para x” :
r(r=1)+r=0

Se encuentra las raices del polinomio de segundo orden:
r=0, rn=0
Se obtiene la solucién de su parte homogénea:
y" = 91(x) = C; + CyIn(x)

Se encuentra la solucién especifica de la ecuacion diferencial, su
parte no-homogénea, se aplica el método de la variacién de las cons-
tantes:

yh =91(x) = C; + G, In(x)
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Y2(x) = Cy(x) + C,In(x)

Se obtiene el sistema de ecuaciones:
{ Ci(x)-1 + Cy(x)In(x) = 0

, _ In(x
0 + Cix)x! = x(2)

Al resolver el sistema, se obtiene:

Ci(x) = —M’ C)(x) = 121;1(26)

Después de integrar, se obtiene ( el estudiante debe integrar):
Cy(x) = —4(In(x))’, Co(x) = 6(In(x))*

Se reemplaza para obtener su solucién especifica. La solucién a su
parte no-homogénea:

™" = 95(x) = C1 (x)+Cy(x) In(x) = ~4(In(x))*+6(In(x))* In(x) = 2(In(x))’
La solucién al ejercicio:
y=9"+y™" = p1(x) +32(x) = C1 + CIn(x) + 2(In(x))?

Donde : C;, C, son constantes cualesquiera.
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2.6.5. Ejercicios Propuestos de Ecuaciones Diferenciales de Euler de
Segundo y ‘'n’ Orden No-homogéneas

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Euler no-homogéneas.

1. x>y +xy'+y=x

2. X2y —xy'+y = 2x a) x*y” +xy’ = 6x1In(x)

3. x2p" = 2xy + 2y = 2% —x b) x*y” +xy’ +7v = 2sin(In(x))
16In(x)  © x*y” —xy’+y =3x>

X

4. x*y” - 2xy’ -3y =

b
d) x*y” —4xy’ + 6y = 2ax + 12—
cx*y” —4xy'+ 6y =x X

2.7 / _ 5
. x%y" — 6y = 121n(x) e) x°y” —2xy"+ 2y = 3x°In(x)

f) Xy +x%y"+2xy' =2y = 2x> +

5
6
) 3///_2//2 /_2 — 3
7. X7y =x"y"+2xy -2y = x°+3x 3y
2. / —
8. x7p”—2xy"+2y =4x g) X2y —xy’+p = 212
9. x*y” —4xy’ + 6y = x° |
h) x*y” +xy’ =
10. x*p” + 6xp’ = 121In(x) cos(x)
) , 1 4 2.0 / — 1
11. x%y —xy+y:; z)xy—xy+y—1+ex
12. x*y” +xy"+9 = 6x — xIn(x) j) X%y +xy’ = In(x)
x
13. x*y” + 4xy’ + 2y = 2(In(x))? +
- , _ 6In(x)
12x k) x*y”+3xy"+y =

X
14. x?y” = 2xy" +2y = x> - 2x+2

2.7. Ciertas Aplicaciones de las Ecuaciones Diferencia-
les de Segundo Orden.

1. Encontrar todas las curvas, de las cuales su curvatura es igual a la
funcioén f(x). El ejercicio nos indica que: la curvatura de una funcién
es f(x), lo cual se podria escribir:

k=flx)=y (2.72)
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De calculo diferencial, se puede obtener la formula general para la
curvatura de una funcién cualquiera, que esta definida por:

Y
k_(1+yQﬁ (2.73)

Por lo tanto, se puede escribir:

V2

y
fx)=y= 5 (2.74)
(1+372)2
Por lo general, se considera que, el elemento que se encuentra en el
numerador de la formula definida para el calculo de curvaturas esta
con valor absoluto, es decir, se puede utilizar una de las formulas:

77 2

fo)=y=——o0, flx) =y = ——
U ey T ey

Como se observa , en ninguna de las formulas aparece el elemento
X; por lo tanto:

) v dp
y=p vy =P =4 (2.75)
Se reemplaza (2.63) en la ecuacién diferencial (2.62):
dp
y” dx dp
flx)= , — flx)= (¥)=——3
(1+7)3 aepl Y T i

Lo que representa una ecuacién diferencial de primer orden de va-
riables separables:

Flydx=—2
(1+p?)?
Se integral a ambos lados de la identidad:
d
flx)dx = —F L[fumx+cfzj——@l7 (2.76)
(1+p?)> (1+p?)?

La expresion del lado izquierdo, representa una funcién cualquiera;
por lo tanto, se integral el lado derecho, para lo cual, se realiza un
cambio de variable:

ae
cos?(0)

p=tan(0) — dp= (2.77)
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Se reemplaza (2.65) en (2.64) :

J' dp :f dp _J' do
(1 +p2)% [(1 +p2)%] cos2(0)[+/1 + tan?( ]3

10 do
f [\/W f cos?(O) YT +tan’(O)F
do
Jcos2 [\/HTP ‘f 2

RE
cos?(0) l—cos(G)]

_ JM _ fcos(@)d@ _sin(6) + C

cos?

Jf(x)dx + C, =sin(0) + C,
Jf(x)dx +C;—-C, =sin(0)
Jf(x)dx + C =sin(0)

Donde: C = C; — C,, son constantes cualesquiera. Se recuerda que:
f(x) no esta definida en el ejercicio y por lo tanto, sera cualquier tipo
de funcién.

Pero, se tiene:

B dy _sin(0)  sin(0)
p =tan(6) — T tan(0) = cos(0) ——
Por lo tanto:
sin(6 Jf( )dx+C
dx \/1-sin? \/1 ff )dx+C) )
ff(x)dx +C =

i \/1 ([ fx)dx+C)?)

Se integra a ambos lados de la identidad obtenida:

x)dx+C
J dX+C1:
N jf )dx +C)?)
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Donde : C,C; son constantes cualesquiera.

La expresion obtenida representa el conjunto de curvas que cumple
las condiciones del ejercicio.

1
En el caso de que: f(x) = R donde: R es una constante.
j —.X' +C
\/ =¥ +C)?

Para integrar la tltima expresion se realiza un cambio de variable y
se deriva:

1
Z:Ex+C —> dx =Rdz

se reemplaza en la integral y se integra:

—x+C

dX+C1_R :—RV1—22+C1

J‘ zdz
\/ V1 -22
x+C

Se obtiene:

V-Gve)
y-C, =-R 1_(E+C)

Se eleva al cuadrado ambos lados:
2 R 2
(v—-Cy)? =R2—R2(%+C) — (p-C,)? ZRZ—(%+RC)
Finalmente se obtiene:

(y—C;)*+(x+RC)* = R?

Que representa el conjunto de todas las circunferencias de radio R
en el plano Oxy. Ademads, se demostré que, las tnicas figuras en
un plano con una curvatura constante y diferente de cero son las
circunferencias. Si la curvatura:

k =f(x) =
la ecuacién toma la forma:

p'=0 — p"=C — p=Cx+C,
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Donde C, C; son constantes cualesquiera.
Por lo tanto, las tnicas figuras de curvatura constante e igual a cero,
es la funcién lineal.

. Que forma toma una cadena uniforme, no-elastica por influencia

de su propio peso, si esta sujeta a dos soportes.
El andlisis se lo realiza en el plano Oxy, ademas, el punto mas bajo,
que la funcién toma, en el grafico es el punto A.

La forma que toma la cadena, se la define ,como:

y=(x) (2.78)

Se considera un punto cualquiera P(x,y(x)). En el arco AP de la ca-
dena actuan tres fuerzas:

1. El peso Q, de la parte AP dela cadena, el cual, se lo puede definir,
como el producto de su densidad lineal 6 y su longitud de arco s:

2. La fuerza tangencial a la curva en el punto A.

3. La fuerza tangencial N en cualquier punto del arco AP, en este
caso, punto P
Q=0-s (2.79)

La cadena no tiene movimiento; por lo tanto, la sumatoria de
fuerzas en el eje x e y igual a cero:

fo:o — N,+(-Ng)=0 — N,=N, — Ncos0 =N,

nyzo — N,+(-Q)=0 — N,=Q —> Nsin@=5-s

Donde: el dngulo O es el dngulo de inclinacién de la fuerza N con
respecto el eje x. En todos los ejercicios de este tipo se encuentra
la tangente:

sin@ No-s 0-s

cos@ N-N, N,

Por comodidad, se reemplaza:

tanf =

a=—

o

Ademas, se recuerda que:

tan 6 = y’(x)

182

Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden



Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 2.

Por lo tanto, se obtiene:

: (2.80)
a

v'(x) =

el problema en este momento es que, por el lado derecho de esta
identidad (2.68), no se tiene algo con diferencial; por lo tanto, se
deriva con respecto a x:

S 1ds

. =0 (2.81)

Se recuerda de cédlculo integral, la derivada de longitud de arco
de una funcién es:

ds
s — ,2
o 1+y (2.82)

Por lo tanto, se obtiene al reemplazar (2.70) en (2.69):

S lds 1
¢ = — v = —— = — /2
y(x)_a — p”(x) P Pl 1+y (2.83)

La ultima expresiéon es una ecuacién diferencial de segundo or-
den, que no tiene el elemento x, se realiza un cambio de variable:

/ 77 d
y'=p — y'(x)==L (2.84)

Se reemplaza (2.72) en (2.71):

dp _1

— /1 +0p2
dxa+p

d
P _ ldx
JV1+p? 4

Se integra ambos lados de la identidad obtenida:

ld

\/1+p

Se obtiene después de integrar, las dos integrales son basicas:

1n(p+\/1 +p2): lx+C

a
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Se debe obtener el valor de la
constante, para lo cual se utiliza
el punto A, donde y’(x) = 0; ya
que, es paralela al eje x; por lo
tanto,

plx=0)=7'(x=0)=0

Se obtiene:
C=0
Asi que:
ln(p+m):%x Y T
Se necesita despejar p: Figura 2.0

1n(p+\/1+p2):%x — p++/l+p2=eci
V1+p2=ei—p

Se eleva al cuadrado:

1+p2:(e§—p)2 — 1+pZ:e%—2pe§+p2

2x

=ea — 2pe§ —> 2pe 0
2

—ea —1

ea —1 1[E 1] I«
e :—eu——x :—ea—ea]
ea 2 ea 2

: Ly
= = —|fa —€ a
y=pP=5| |

Se integra a ambos lados:

1
1
P=3

Se reemplaza p:

ar x _x]
y+C1:E eite a

para encontrar el valor de la constante, se utiliza el punto A(0,a),
por lo tanto:

v+ C :g[e§+e‘§] — a+(C; :g[1+1] — ;=0
Finalmente,la ecuacién de la forma que toma la cadena:

Y = g[eg +e_§] = acosh(g)
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4. Un paracaidas desciende desde una altura ’h’,sujetando una ma-
sa ‘'m’. Determinar la maxima velocidad con la cual llega a tierra
y calcular el tiempo de caida,si la resistencia del aire es directa-
mente proporcional al cuadrado de la velocidad.

Se considera que la caida de paracaidas es perpendicular a la
superficie.
La resistencia del aire en un momento 't’ es :
ficv? — f, =kv?

Donde: k - coeficiente de proporcionalidad, una constante; a v -
la velocidad de caida en un tiempo ’t’.
La velocidad esta definida por:

ds

V=—
dt

Donde: s es el recorrido realizado por el paracaidas en un tiem-
po ’t’ dado. En todos estos ejercicios de este tipo o parecidos, se
recurre a la segunda ley de Newton:

Zf,-:m-a

La cual indica, que la suma de todas las fuerza que actian en un
cuerpo es igual al producto de la masa por su aceleracién ( en
este caso, ya que el cuerpo tiene movimiento). En este momento
en el cuerpo actuan dos fuerzas, la de su propio peso (f,) y la
resistencia del aire (f,); por lo tanto se escribe:

Zfi:m-a — fp+fa:m-a
Donde:

fp=m-g aceleracién gravitacional

fo=k-v* la resistencia del aire tiene signo negativo.

- dr?

Por lo que, se escribe:

a La aceleracion del cuerpo

s k(s
Mmap =8 dt
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Esta expresiéon es una ecuacién diferencial de segundo orden,
que no tiene x, solamente y”, y.

Se realiza un cambio de variable, que en este caso, se aprovecha
de otra forma de representar la aceleracién, en funcién de la ve-

locidad:

o
Cdt
Entonces, se puede escribir:
dv dv kK
Mo = mg = k(v)? — E—g—a(v)

Que representa una ecuacion diferencial de primer orden de va-
riables separables. Por comodidad, se realiza un cambio de las
constantes:

_ M8
TNk
Con lo cual, se obtiene:
dv_k,
dt ~ m (r —v )

En este momento, se puede realizar un anélisis de lo escrito:

En este tipo de movimiento, la velocidad tiene que aumentar, es

decir:
dv

Ir >0
Por lo tanto, r > v; 'r’ puede ser igual pero nunca menor a v, esto
permite obtener la velocidad médxima, que un cuerpo va atener,
en una caida libre:

mg
Viimite =T =

k

Por lo tanto, si t — oo, entonces v — 7.

Se debe tener en cuenta, lo que se acaba de escribir y ahora se
integra ambos lados de la identidad:

v k,, , dv k
dt m(r —v) — rz—vz__d — J‘rz—v2 f%dt

Al realizar la integracion, se obtiene (El estudiante debe verificar

el resultado):
Lln(r-l_v): £t+C
2r r—v m
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Para obtener, el valor de C:sit = 0, v = 0; entonces, C = 0.
Por comodidad, se considera que:

2rk
_— a
m
En ese caso, se tiene:
r—v
Se despeja v:
e —1 ds e —1

v=r

.  — _:r.
e + 1 dt e + 1

eat_l eat_l
ds=r- dt s=r| - dt
e +1 e’ +1

.. : at
Se divide el numerador y denominador por e2 :

at at
ez —e 2 at
5= rj-ﬁdt . rjtanh(—)dt
e? +e72 2

= zln (cosh(a—t)) +C,;
a 2

Se encuentra el valor de C;; paralocual,sit=0,s=0y:

0 o0
cosh(0) = % =1

Al reemplazar estos valores, se obtiene que: C; = 0.
Finalmente, reemplazandory a:

S = Eln(cosh( k—gt))
k m

La expresién obtenida nos indica, el recorrido del paracaidas en
un tiempo 't’. El tiempo, en el cual, el paracaidas cae de la altura

)h)
h = ﬂln[cosh(ﬂk—g . t))
k m

Para encontrar el tiempo en funcién de la altura; es decir, t = f(h),
esto se despeja de la expresién obtenida:

T R N
“\Fe v

El estudiante debe obtener la ultima expresion.
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5. Un cuerpo de masa 'm’ se encuentra a una distancia ‘a’, del cen-

tro de la tierra. En el momento t = 0, tiene una velocidad v,. El
cuerpo tiene direccién al centro de la tierra. Que velocidad tiene
el cuerpo por influencia de la fuerza de gravedad, si se acerca a
la tierra una distancia ’s’.

Si la distancia ‘a’ es bastante grande, se debe tomar en conside-
racion la fuerza de atraccion en el tiempo de su movimiento. La
fuerza de atraccidon a la distancia a” esta definida por:

fo=k

La fuerza de atraccién a la distancia ‘a - s” esta definida por:

m.m,

2 _
p — f,-a” =km.m,

m.m,

fa—s = k(&l _5)2

fa—s (a— 9% = kmm,

Donde: m, - masa del cuerpo; m, - masa de la tierra: k - una cons-
tante.

Esto permite obtener la identidad:

fa® = fus-(a=s)’

Una fuerza esta definida por: f = m-a, pero en este caso la fuerza
sera: f =m-g donde g- aceleracién .

m'ga°a2:m°ga—s°(a_s)2

2

gﬂ—S a

8a (a_S)Z

612

ga—s - ga (a _ 5)2
La aceleracion a la distancia ’s’ se define como:

gs_dtz_

77

Por lo tanto:
22

S// _ g
“(a—s)?
Se puede facilitar el calculo, si se recurre a un pequefio truco

matemaético ; es decir, (s”?)’ = 2s”ds. Por lo tanto a ambos lados
de la altima identidad multiplicamos por 2ds:

a2

12\’ _ VU _
(s9) =2s"ds = Zg”—(a—s)2ds
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Se obtiene:

612

(s )—Zga( S)2ds

Se integra ambos lados de la identidad:

Jirr=2[agtpes

2
(s%) = nga(aﬁ—s)zds

1 1
72 2
(s"7) =2g,a J(a 5 ds = Zgaa P +C

Se conoce que:

ds
BT

)

Lo cual, permite escribir:

1
v? = 2g,a° —5+C
Se determina el valor de C,yaque,t=0;s=0yv =1,
51 51
vy = 2g,a° +C — C=v]-2g,a°~

Se reemplaza:

1 1 1
v2=2¢00°"—+C — v?=2 — +v2-2
a0 s 8a” a—s 07 <&l
Finalmente: . .
2 2 2 2
vi=vit+29a ———29 a°—
0 ga d—s ga a
1 1
2 2 2
vo=v5+2g,a | ———
0 ga [61—5 LI]

[ 1 1
v =4/v5+2g,a [—a—s_E]

6. Un hombre con su perro estan en el parque. El hombre se mue-
ve con velocidad constante y se puede suponer que se mueve (en
linea recta) por el eje 'x’. El perro persigue a su duefio, por una
curva con velocidad constante, en direccién a su dueno. En el
momento t = 0, el hombre se encuentra en el punto de origen y
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el perro en un punto F(0,y,). Encontrar la funcién que repre-
sente la curva, por la cual, el perro persigue a su duefio hasta
encontrarlo.

El ejercicio considera que las velocidades del hombre y del perro
son constantes, esa es una facilidad para resolver el ejercicio. En
el momento de encontrar la solucién. las velocidades pueden ser
diferentes y no constantes.

El hombre tiene una velocidad constante:

vy, = % — &=yt
La recta tangencial a la curva de persecucion del perro, tiene por

ecuacion:

Y — Yo = m(x —xp)
Donde : m- pendiente de la rec- .
ta, también se lo puede escribir: 6
dy
m=— el punto (xy, y,) es el pun-
to por el que pasa la recta, en este
caso es el punto W(¢,0)

Y’ Figura 2.1

Se deriva ambos lados de la ultima expresic’)n con respecto a’t:

dx dx y —yy”dx

RTAE T At 2 dt

Por lo tanto:

B yy//@
Vp = y/2 dt
Finalmente:
@ ~ vhy/Z
dt — yy”
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Se ha encontrado una expresion que representa el cambio de re-
corrido en el eje 'x’ en funcién del tiempo.
Ahora, se hace lo mismo, tomando un punto que se mueve por la
curva que sigue el perro: La velocidad del punto P en el momento
't" es igual:
_ ds

vp =
Es una expresién que represente un cambio de ’s’ en funcién del
tiempo, pero se requiere el cambio de ’x’; por lo tanto:

ds dx
’Vp = -, —
dx dt
El primer elemento de esta identidad, representa el cambio sobre
la curva, es decir, el cambio de la longitud de arco:

ds dx L, dx
”UPZE'.E: 1+}] E
Se requiere encontrar,una relacién entre: v, y v, paralo cual, se
utiliza:
@ ~ vhy/Z
dt — yy”
Y se reemplaza en la identidad:
2
UnY
v, =1+ ——
! vy
Por comodidad, se reemplaza:
v
A=-E
Vh
7?2 v 72
Up:1,1+y,2'% —> —p: 1+})’2'y—”
Yy U vy
72
/\ = 1+ ylz . y—”
Yy
Se despeja la segunda diferencial:
1y
7 -7 1 )
Yy =7 v ty

Se ha obtenido una ecuacién diferencial de segundo orden y en
su estructura no hay 'x’, se realiza un cambio de variable:

dy ,_dpdy dp
ax VTP TV Ty T ayt
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Se reemplaza:

1
dy A y v
Es una ecuacién diferencial de primer orden de variables sepa-
rables:
_dp  _ldy

p+/1+p? /\3}

Se integra a ambos lados de la identidad:

h dp B ldy

C
=

—

+
"G

(@
]
p—
+
'E
>a

Se integral el lado izquierdo, para lo cual se realiza un cambio de
variable:

1 1 dq

—=q — —=p — — =-dp

p q q°

Se reemplaza en la integral, se integra y se obtiene:
dq 1
= —In(y) +1n(C)
o A (v) +1In(

In(q++/1+4%) =InC(y)x

g++1+¢%=C(y)

Para encontrar el valor de C: t= 0; y = y, en este momento la
tangente es perpendicular el eje 'x’:

:d—x:O

q_l
p dy

Por lo tanto:

0+V1+0=C —>C_—
s en W

Se reemplaza el valor de la constante:

VT = =)k = 32

VYo Yo
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Se despeja q:
q:ll/\ 2_)\@]
21Vv Vv
Nvo Y2

Se integra y se obtiene:

Se reemplaza q:

1 1 y%+1 yl—%
X==|— —</y0— +C1

1 1

2 WOX+1 -7

A 1 Y 1 70
— A _ A
x‘zy[)\n\/yo A—l\/y]+c1

Se encuentra el valorde C;,six=0ey =1y,

A 1 1
0_5y0[1+1_A—1]+C1
VoA
A E
Finalmente:

o LA I
5 e 1 ~ % T2
2%K+1 11 A1

El punto K, es punto en el cual, la curva corta al eje 'x’. es el
punto de encuentro, xx se obtiene cuando y = 0:

YA
KT

El tiempo que persigue el perro al duefio:

fo = 2K _ I
K Uy (/\2—1)7/;1

El perro en este tiempo recorre la distancia:

v VoA PoA?
= t :—p- =
TTUKT L A2 S1) T (A2-1)

Este ejercicio se lo conoce como la curva de persecucion.
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7. Obtener las ecuaciones diferenciales que permiten realizar un

andlisis de un circuito eléctrico, que conste de los 3 elementos:
Resistencias (R), inducciones (L) Condensadores (C) y por esto,
que se les conoce como circuitos RLC:

L
i 3 Fo
R
Figura 2.2

Este circuito RLC, es un elemento tecnolégico bien cercano a la
realidad, existe muchas aplicaciones de este circuito en la inge-
nieria y de ahi su necesidad de analizarlo. Por lo tanto, se requie-
re una ecuacion diferencial para definir sus cambios con respecto
al tiempo de cada una de las variables:es decir:

1) Se requiere una ecuacién para el cambio de voltaje.

2) Se requiere una ecuacién para el cambio de corriente eléctri-
ca.

3) Se requiere una ecuacién para el cambio de carga del circuito.

En cualquiera de los casos, se inicia aplicando la segunda ley de
Kirchof , que indica:

La sumatoria de los voltajes de cada uno de los elementos, que
forma el circuito eléctrico es igual al voltaje del circuito eléctrico,
en la figura 2.2 es E(t).

Voltaje de la bobina
—
di :
E(t) = LE + iR +
~——
Voltaje de la resistencia

Voltaje para el condesador

o)

En forma reducida:

di . q
E(t)—LE-l-lR'l'E

esta expresion NO se la puede tratar como una ecuaciéon diferen-
cial de primer orden, ya que existe una relaciéon ente q e i, que
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es:

_dq
- dt
La expresion se deriva con respecto al tiempo:
d*i _di 1dgqg

El)=Loz+Roy+cg,

i _di i

E'(t) = Lﬁ + RE + E
Se ha obtenido una ecuacién diferencial linea de segundo orden
con coeficientes constantes, que son: R,L,y C, que permite anali-
zar los cambios de i con respecto el tiempo de un circuito eléctri-

co.
En algunos libros realizan la substitucién:

1
S=—
C
Se obtendria: PR
i
E’ ( ) Lﬁ + Rd_ +Si
Si se desea realizar un andlisis con respecto q:
di . q
E(t)=L— —
(1) Ldt +1R + C
Se reemplaza:
dq . d%q
1= E di W
Se obtendria: 5
a9 9.4
E(t +R—+—=
=Lt R ¢
dzq dq

Una ecuacién diferencial hneal de segundo orden con coeficien-
tes constantes. Para definir una relacién entre el voltaje y el tiem-
po, se utiliza la relacién y sus derivadas entre q y V:

dg dV d*’q _d*V
= CV — = =
1 TR FTER TS
Se reemplaza en la identidad:
d’q ,dq 4
E(t)—LW-l-RE'FE
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% av
E(t)=LC—==+RC—+V
() dt> dt
Lo obtenido es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden,
que permite realizar un analisis del cambio de voltaje en un cir-

cuito eléctrico con respecto el tiempo.

2.7.1. Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales de Segundo Or-
den.

1) Un punto de masa ‘'m’ es lanzado perpendicularmente hacia
arriba. Obtener una relacién matematica que represente el re-
corrido del punto en funcién del tiempo 't’. Si se conoce que:
S(t=0)=Syy V(t=0)=V, No tome en cuenta la resistencia

: . : cm
del aire y la aceleracion g es constante e igual a 10 —-
s

2) Un punto de masa 'm’ es lanzado perpendicularmente hacia
arriba. Obtener una relacién matematica que represente el
recorrido S’ del punto en funcién del tiempo ’t’. Si se conoce
que: S(t =0) =0y V(t = 0) = 1%. En que tiempo alcanza su
méxima altura. No tome en cuenta la resistencia del aire y la
aceleracién g es constante e igual a 10 CS—T

3) Un cuerpo de masa ‘'m’ se encuentra, cuando t = 0, a una dis-
tancia S, del centro de la tierra y tiene una velocidad V; con
direccién al centro de la tierra. Determinar la velocidad del
cuerpo por influencia de la fuerza de gravedad, cuando se
acercado una distancia 'S’ a la tierra. Considere, que la acele-
racion gravitacional es inversamente proporcional al cuadra-

do de la distancia al centro de la tierra.

4) Una biga uniforme de longitud ’a’ sujeta ambos a lados se
dobla por su propio peso. Encontrar la ecuacién de su dobla-
miento.

5) Un cuerpo de masa 'm’ cae de una altura 'h’. Determinar el
recorrido 'S’ del cuerpo en funcién del tiempo y encontrar el
tiempo, en el cual, el cuerpo recorre la altura ’h’. Conside-
re que la resistencia del aire es directamente proporcional al
cuadrado de su velocidad.

6) Analice el movimiento de un punto de masa ‘'m’ que vibra
por la influencia de la fuerza proporcional a su recorrido (-
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dx

dt

Ix) y tiene una resistencia (—k ), si se conoce que : x(0) =

So v x'(0) = V,, ademas:
1. m=0.01gr,1=6cm, k=0.2,8 =5cm,V, = —50%’”

2. m=0.01gr,1=6cm k=1.2 8 =2cm,V, =122
S

3. m=0.01gr,1=6cm, k= V0.24,S, = 5cm, V, = —24%’"

7) Una biga uniforme de longitud ‘a’ sujeta en uno de sus lados
(x =0), en el eje 'x’, en el otro extremo (x = a) se dobla por su
propio peso, tal que :

v’ =A(x—a)

Encontrar la ecuacién de su doblamiento.

8) En cierto movimiento la relacién de su aceleraciéon con res-
pecto a su recorrido es una constante igual (a - 9). Encontrar
la ecuacién del movimiento.

9) En cierto movimiento la relacién de su aceleracién con res-
pecto a su velocidad es una constante igual a -3. Encontrar la

ecuacion del movimiento.
. . g . d’x
10) En cierto movimiento la relacién de su aceleracion 772 €S

. . dx ,
proporcional a su velocidad — Encontrar la ecuacién del mo-

dt

vimiento si k = 2.

11) Encuentre la intensidad de corriente en funcién del tiempo i
= f(t) para el circuito eléctrico RLC, si para t = 0, la fuente
f.e.m esta definida como: u = U sin(wt)

12) Encuentre la ecuacién lineal x = {(t), si se conoce, que su re-
2

corrido es proporcional su aceleracion T2 Y tiene direcciéon

contraria al movimiento.

13) Encuentre la intensidad de corriente en funcién del tiempo i
= f(t) para el circuito eléctrico RLC, si para t = 0, fuente esta
definida como: u = U cos(wt)

14) Una cadena homogénea esta colgando en un clavo liso de tal
modo que, por un lado cuelga 8 m de la cadena y por el otro
10 m de largo? Cuanto tiempo tardara la cadena en caer, des-
lizdndose alrededor del clavo?

Ecuaciones Ordinarias de Segundo Orden 197



CAPITULO 2. Ecuaciones Diferenciales

15) Una carga de masa de 4 Kg esta colgada de u resorte y lo
alarga en 1 cm. Hallese la ley de movimiento de la caga, si el
extremo superior del resorte realiza una oscilacién armoénica
vertical y = 2sin(30t) (cm) y en el momento inicial la carga
esta en reposo. ( Se desprecia la resistencia del medio am-
biente).

16) Hallese la ecuaciéon de la curva que pasa por el origen de coor-
denadas, si el punto medio del segmento de su normal desde
un punto cualquiera de la curva hasta el eje Ox, esta situado
en la pardbola 2y? = x.

17) Hallese la ecuacién de la curva que pasa por el punto (3,1), si
la longitud del segmento que se corta , por cualquier tangente
suya sobre el eje de coordenadas, es igual a su subnormal.

18) Hallese la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1,2) si
el producto de la abscisa del punto de tangencia por la abs-
cisa del punto de interseccién, de la normal con el eje Ox, es
igual al cuadrado duplicado de la distancia desde el origen
de coordenadas hasta el punto de tangencia.

19) Hallese la ecuacién de la curva que pasa por el punto (V2,0),
si la suma de las longitudes de su tangente y subtangente es
igual al producto de coordenadas del punto de tangencia.

20)
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Capitulo 3

Sistema de Ecuaciones Lineales
Diferenciales Ordinarias

1. Caracteristicas Bdasicas de los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias.

2. Resolver un Sistema de Ecuaciones Diferenciales con el Método de
Transformar el Sistema una Sola Ecuacion Diferencial.

3. Resolver un Sistema de Ecuaciones Diferenciales con el Método de
las Primeras Integrales.

4. Resolver un Sistema de Ecuaciones Diferenciales con Coeficientes
Constantes.
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3.1. Caracteristicas Basicas delos Sistemasde "n “ Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden

En muchas problemas y aplicaciones técnicas, en el momento en que
se desea encontrar una solucién, por lo general, aparece un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias; por lo tanto, se debe conocer los
métodos que hacen posible su soluciéon. Un sistema de " n “ ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden tiene la forma:

%1 = fil% Y1, V2 V3000 Un)
| B = Lo yu vy, 9 (3.1)
dyn e

= S V0 Y2 Y3, D)

Las incognitas en este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden (3.1) son " n “ funciones de la forma y; = y;(x), v, =
V2(x), ¥3 =v3(x), , - ¥, = v,,(x). De las funciones:

fi=(% Vi, V2 V3 Yars 5 V)

f2:(x;y1; yz; }/3; y4n "';yn)y

fn:(x;yly y2; y?)} y4n "';yn)

Son funciones conocidas, definidas y continuas en cierto intervalo de
(n+1) dimensiones. Las soluciones del sistema de ecuaciones diferencia-
les (3.1) de " n “ funciones y;(x), v»(x), v3(x), - v,(x), que al ser reem-
plazados en el sistema de ecuaciones diferenciales (3.1) deben satisfacer
la solucién para todo “ x “ de un definido intervalo (a, b).

El teorema de Cauchy, para el valor inicial del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.1) que consiste en encontrar la solucién de:

Y1(x), 92(x), 93(x), pa(x), -+ pu(x). (3.2)

Para el sistema de ecuaciones diferenciales, para el cual, se da un valor
de antemano conocido x = x; se obtiene un valor:

91(x0) =9, v2(x0) = 957, p3(x0) = 95+ Dulx0) = 91 -
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Si el lado derecho del sistema de ecuaciones diferenciales (3.1), es de-
cir, la funciones f; = (x, v1, Y2, V3, Vs -+ ¥,), parai=(1,2,3...n) son con-
tinuas en cierta cercania V del punto P(x, yio), yéo), yéo), yio),--- y,(f’)) y
cumplen en esta cercania las condiciones de Lipschitz con respecto a las
variables vy, v,, v3, v4--- ¥, en ese caso, existe, en la cercania del punto
X, una sola respuesta al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden (3.1).

La solucidn al sistema de ecuaciones diferenciales tiene la forma:

V1 = §01(x: Clr C21 C3""1 Cn)

Vo = (Pz(x; Cl: CZ! C3,---, Cn)

Vn = (Pn(xr Cl! C21 C31"'r Cn)

Donde las constantes C;, C,, C;, ---C,,, son constantes libres. A esta so-
lucién del sistema de ecuaciones (3.1), se la llama integral general del
sistema de ecuaciones, también conocida como solucién explicita (3.3).
En el momento en el cual, no se pueda resolver el sistema de ecuacio-
nes diferenciales de la manera explicita, se obtendrd lo que se conoce
como la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma
implicita (3.4).

01(% Y1, V2 V3,0, V) = C;

02(x, ¥1, Y2, Y305 ) = Cs (3.4)

0,(%, V1, V2, V37" » Vn)

Cy

Si cualquiera de las funciones 6(x, v;, V5, ¥3,:* ¥,,,) NO es una igual de
identidad de la constante, pero toma un valor constante, cuando vy, V5, ¥3, -+ Yy
se reemplaza en cualquiera de las soluciones y;(x), v,(x) v5(x), v4(x)--+ v,(x)

del sistema de ecuaciones diferenciales. La identidad:

0(91(x), 92(x), ¥3(x), 9a(x),---pu(x)) = C (3.5)

Se la llama la integral primera del sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden (3.1).

La solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de pri-
mer orden, significa, obtener la integral general de este sistema, que esta
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en la forma de un sistema de " n “ integrales primeras. Si el lado derecho
del sistema de ecuaciones diferenciales cumple con el teorema de exis-
tencia de una solucidn, el sistema tiene " n ” integrales primeras inde-
pendientes. Si se logra de cualquier forma encontrar las " n “ integrales
primeras del sistema de ecuaciones diferenciales, lo que significa resol-
ver el sistema con respecto a y;, V», V3, V4, ¥, estas seran las solucio-
nes generales ( integral general ) del sistema de ecuaciones diferenciales
(3.1). La condicién suficiente y necesaria para que la ecuacién:

O(x, 91, V2, V3, Y4+ V) = C (3.6)

Sea presentada como la integral primera, es que exista la identidad si-
guiente y se cumpla:

00 00 20
P +f1(x,y1,yz---yn)a—yl +---+fn(x,y1,yz---yn)a—% =0 (3.7)

Si se conoce una integral primera del sistema dado, el namero de ecua-
ciones se reduce en una ecuaciéon. Por lo tanto, es suficiente una integral
primera despejar una ecuacién y reemplazarla en las otras (n - 1) ecua-
ciones.

3.2. Meétodo de Transformar el Sistema de Ecuaciones
Diferenciales a una Sola Ecuaciéon Diferencial

Este método consiste en que, se despega una de las variables de la
funcién ( lado derecho de las ecuaciones del sistema (3.1)) y se reempla-
za en las otras ecuaciones del sistema de ecuaciones diferenciales. Como
se puede entender es un método ya conocido por los estudiantes, conoci-
do con el nombre método de substitucién, que es un método tradicional.
Este procedimiento se lo puede representar:

F(x; yn; }77’1; y;l,} y;;”;'” yﬁl”)):() (38)

El siguiente paso es encontrar la integral general de la ecuacién diferen-
cial, la cual, consta de " n “ constantes libres. Con las demds incégnitas
V1(x), v2(x), ,v3(x) ,v4(x),-++, v,_1(x) se despeja, se reemplaza , se sim-
plifica, se integra si es posible. Los pasos del método se repite las veces
que sea necesario.
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3.3. Caracteristicas Basicas de los Sistemas de Dos Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden

Un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer or-
den, se llama al sistema de la forma:
Yo fxya E-fap (3.9
De las funciones {(x, y, z) y f(x, y, z) son funciones continuas en cierto
dominio de tres variables V.
La solucién al sistema de ecuaciones (3.9), se llama al conjunto de dos
funciones:
p=9(x), z=2(x) (3.10)
Estas funciones son definidas en cierto intervalo (a, b), donde se encuen-
tra el sistema diferencial(3.9). Toda linea en el espacio cartesiano de tres
ejes, que corresponde a la solucién (3.10), se le denomina la curva inte-
gral del sistema (3.9). La solucién al sistema de ecuaciones diferenciales
(3.9) en el intervalo (a, b), significa encontrar todas las funciones "y “e
"z " que son la solucién al sistema de ecuaciones diferenciales(3.9) en el
intervalo dado. Estas funciones, si existen dependen de dos constantes
cualesquiera C; y C,. Por lo tanto, se puede escribir:

y = (P(X, Cl’ C2)l zZ= I)D(X, Cl; C2) (311)

Si se considera, que la condicién , para cierto valor x, € (a,b) de la varia-
ble independiente (3.11) tome un valor dado y,, z, el problema de encon-
trar la solucidén al sistema de ecuaciones diferenciales, se lo denomina el
valor inicial para el sistema (3.9). La solucién general del sistema dife-
rencial(3.9) , se lo denomina a la solucién (3.11) del sistema, que para
todo valor de x, del intervalo a < x < b es la solucién del valor inicial; es
decir, si la ecuacién :

Vo = @P(x9,Cy,Cy), zp = P(x0, Cy, Cy) (3.12)

Son la solucién con respecto C;, C, en forma clara, por el punto (xg, vy, z9)
pasa exactamente una curva de la familia de dos pardmetros (3.11) Si ex-
presamos la solucién general en forma de dos ecuaciones independien-
tes que aparecen por la solucién del sistema (3.11) con relaciéon a C,yC,
se obtiene dos ecuaciones en la forma:

¢(x,9,2)=C;  P(x,2)=C, (3.13)
Cada una de estas soluciones, se les denomina la primera integral del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.1).
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3.4. Ejercicios Resueltos de Sistemas de Ecuaciones Di-
ferenciales Transformados a una Ecuaciéon Diferen-
cial

1. Encuentre la integral general del sistema de ecuaciones:

= = X+2y+z
2 = —1-2x-3y-2z

De la primera ecuacién del sistema despejo la variable z y se deriva
con respecto la variable x:

_dy dz d*y dy
T T T T
Se reemplaza en la segunda ecuacion del sistema de ecuaciones di-
ferenciales:
A’y dy dy
7 927~ 1 _92x—_3p-2-2 4
2 %3y 1-2x-3y de+2x+ {7
Al simplificar queda:
d?y
V=0

La ecuacidén es una ecuacion diferencial de segundo orden con coefi-
cientes constates homogénea y ya se conoce el método de resolver,
este tipo de ecuaciones diferenciales. Su solucién es:

dz X —X
d—xz—y:O—>y:C1e + Cye
El valor obtenido de y se reemplaza en la ecuacién:
dy X -X X —-X
z:ﬁ—x—Zy—m:Cle —Cre " —x—-2Ce" —2Cye

Al simplificar queda:
z=Cie"—Cre " —x—-2Ce"=2Cye™"
La solucion final es:

y = Clex + Cze_x

z = —x—Ce¥=3C,e™
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2. Encontrar la integral general del sistema de ecuaciones diferencia-

les: ;
dx _
i — Y
dy
— oy Z
1
dz  _
i - X

Después de observar el sistema, se concluye que la operacién deri-
var nos ayuda a resolver el sistema, se deriva la primera ecuacién y
se reemplaza en la segunda: .

d*x dy d>x

B N
dt?  dt dt?
La ultima ecuacion se vuelve a derivar, se obtiene: .
d?x d3x _dz

—_— =z —> - =
dt? dt3  dt
Al reemplazar se obtiene una ecuacién diferencial de tercer orden
con coeficientes constantes:

d’x dz d’x dz d3x

apat  an @ Y T gp 70

El método para resolver la ecuaciéon obtenida es conocido, solo se
escribe la respuesta: .

3 3
x=Cpel+e2! [CZ cos(gt) +C,4 sin(gt)]

La variable y se la obtiene al derivar la ecuacién obtenida para x, se

obtiene:
1 3 3
y=Ce - Ee_%t [Cz cos (gt) +C,4 sin(gt)] +

te it [—?Cz sin(?t) + ?Q cos(?t)]

La variable z se la obtiene al derivar, simplificar y asociar, se obtie-

z;cef+e%f V3o Lo Nain(Y34) - (Le, s Y3, ) eos e
1 (223)()(22 3)()]

3 2 2 2

Sistema de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 205



CAPITULO 3. Sistema de Ecuaciones Diferenciales

3. Encontrar la integral general del sistema de ecuaciones diferencia-

les: ;
dy _
I = zZ+2y
dz _ .
o = y+sinx

De la primera ecuacién se despeja z y se deriva con respectoa 'x

d dz d? d
2= oy — 4z _0¥ L4
dx dx dx* dx

Se reemplaza en la segunda ecuacién del sistema, se obtiene: .

d’y _dy d’y _dy

—= —2—"=—=y+sinx — —= —2-—"=—-y=sinx

a2 “dx Y
Se ha obtenido una ecuacién diferencial de segundo orden con co-
eficientes constantes. El método para resolver este tipo de ecuacio-
nes ya se conoce. La solucién a su parte homogénea es: .

(1- \/_x 1+\/§x)

p" = C, e )+ Cyel

Se aplica el método de la adivinanza, lo que permite encontrar la
solucién a su parte no-.homogénea: .

~h — —lsinx+ lcos.x

¥y Ty 4

La solucién de y es: .
1
p=yp"+ph = eV 4 € el1+V20) | 4cosx—Zsmx
Con este valor es facil obtener el valor de z: .
dy
— 2y =
2= dx Y=

1
— Cl (\/E_ 1)8(1—\/5)96 _ CZ (\/54_ 1)@(1_\/§)x + Z (sinx — 3COSX)

4. Encontrar la integral general del sistema de ecuaciones diferencia-
les:
ay _ 1
dx z
iz 1
dx Y-z
206 Sistema de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden



Sistema de Ecuaciones Diferenciales CAPITULO 3.

dz

Por facilidad de resolver el ejercicio se escribe — =z’ asi mismo, se

dx
d
lo hace para d_ic) De la segunda ecuacién se despeja "y “ e se deriva:

V2
N RN
y - Z/ y - Z/Z
De la primera , se escribe: .

1
l_1:__
y Z

Se iguala las dos ultimas ecuaciones: .

1 Z// 1 le Z/ le
_ —— —_ _= — —_ _ = —
z z'? z z7? z Z

Ahora se integra: .
Inz’ =Inz+InC, — z'=zC,
Se integra por segunda vez:
z'=zC o —=C — Inz=C;x+InC,
Lo integrado se puede escribir: .
Inz=C;x+1InC, — z = Cyret*

Se reemplaza en la ecuacion: .

1
Y—X=— — v =x+ —C,ye*
G
Las siguientes relaciones son las integrales generales: .

1

Cix
z=Cye"! — s N
Y C, CpeCix

5. Encontrar la integral general del sistema de ecuaciones diferencia-

leS:
dx _
Ir X'Fy'fz
dy
{ 75 X'—}’+'Z
dz _
T x4_y_+z

Las condiciones iniciales: x(0) =1, »(0) =0, z(0)=0
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De la primera ecuacioén se resta la segunda: .

dx dy ,
g - -y — -y =-2(x-y)

La ultima ecuacién , se integra: .

-9 _ 5
X—Y
, (X_Z/)’
_ =-2 — =-2
(x-) (x-) s
Se integra la ultima ecuacién: .

x=9) =-2In(x-y)=-2t+1InC;

X—-y

Se obtiene: .

-2t

In(x-y) =-2t+1InC, —> x—-py=Ce

Ahora se suma las dos ecuaciones del sistema:

dx dy
=2
at Tax -
Se utiliza la tercera ecuacién del sistema derivando con respecto x:
dz v dzz_dx dy dz
TR az = dr " dt " ar
En base a lo escrito , se puede obtener la ecuacién:
d’z dx dy dz d*z dz
— = =2z+—
dt? dt dt dt dt? dt
Finalmente, se tiene:
d’z dz 5y =0
—_— =2z =
dt> dt

Es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes
constantes. El método para resolver este tipo de ecuacién diferencial es
conocido; por lo tanto, se escribe su solucidn:

Z = Cze_t + C3€2t

Ya se tiene el valor de z, una de las variables, ahora toca ver en cual de las
ecuaciones diferenciales del sistema, se puede hacer algo para obtener
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el valor de las otras variables. En este caso, resulta que en la ecuacion
tercera del sistema, se puede reemplazar su derivada y su funcién de "z

7
.

~Cre ' +2C5e " =x+p+ Cre + Cye?
Se simplifica y se obtiene:
—2C,e '+ Cse ¥ =x+y
Se tiene dos ecuaciones diferenciales formamos un sistema:
— —t -2t
x+y = =2Ce " +Cse
x—y = Ce¥
De donde , facilmente se obtiene los valores de x e y:
1 _ 41 _ 1 _ 41
X:—C1€ 2t—C2e t+—C3e 2t yz——Cle 2t_C2€ t+—C3e_2t
2 2 2 2
La solucidén general al sistema de ecuaciones diferenciales seria:

1 1
X = Ecle‘Zt—Cze‘t+§C3e‘2t

1 1
) y = —Ecl e_zt — Cze_t + 5C3€_2t
z = Cre™t + Cye?

Para encontrar la solucién especifica del sistema de ecuaciones diferen-
ciales reemplazamos en estas ecuaciones el valor de t = 0O:

1 1
1 = Ecl—C2+EC3

1 1
<
0 = =-C,-C,+=C
S t1 =t s
O - C2 + C3
Al resolver el sistema por cualquiera de los métodos conocidos, se obtie-
1
ne:C; =1, C,=-—, C3=—. Al reemplazar los valores de las constantes

en la solucién general, se obtiene la solucién especifica del sistema de
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ecuaciones diferenciales que cumple con las condiciones iniciales.

Voo 1o
= —eMiel+—
x Se e+ e
1 1 1
1y = _Ee—zt_ge—t_l_ge—Zt
1 1
z = ——et 4 —e?
3 3

3.4.1. Ejercicios Propuestos de Sistemas de Ecuaciones Diferencia-
les Transformados a una Ecuacién

1. Encuentre las integrales generales de los siguientes sistemas de ecua-
ciones diferenciales:

dy dy _
%_y+z E—ZJ—SZ
a) < a) |
%— +7v+ %— -3
ix _TYTE ix 77"
dy _ dy _
E—y+3z d_x_l_z
b) < b) <
dz _ -z dz__2 —Inx
ix 7 dx  x27
dy dz _ dy
E-'-E_ZZ E = y-l—Z
a) 1 a) <
3dy dz dz ,
EJFE_}H_% i -y +3z+sinx
dy _ dy _
ax ° ax
b) < b) ¢
dz _ +ef+e™ dz _ _
ix _JTeTe ix 7
dy _ dy _ x
%+2y+z = sinx e 2z-3y+e
c) 4 c) 4
dz dz ox
a—4y—2z = Ccosx Tx - y—6z+e
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2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales encon-
trando sus integrales generales:

d_x = p+z
dx dt
523—2}) dy
a) 4 ) op = 3x+z
dy
EZZX—Zt dz
x T = 3x+vy
E:x—2y p
Y
b) < ] Pl z
4y _ b) -
37 X+ 3y iz )
dx dx Y
E:—?)x—y dx
c) ; TR -X+V+z
dy
ar =7 0l _
dx 4 E = X—y+Z
— =2x-9y
0 dt dz
B¢ - = —
dy T X+y-2z
E:x+8yy iy
Ix Ix 2z—-3y+e
E=2x—93? d) 3
e) 3 dz = y—6z+e
dy dx
E:x+8y dy
x E+2y+z = sinx
—=Tx-y e) |
t dz
f) 3 dy a—4y—22 = COSX
—— =3y —2x
dt dx g
dy dr y
E:yﬂz
8) | nilay —z
dz _— dt
dx Y=z dz
— = 2 -2
7 X+ 8y—2z
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3. Resolver los sistemas de ecuaciones con las condiciones iniciales:

dy
I 4y +z—-36x
a) < Condicione: y(0) =0, z(0)=1
@ _ 2x+z—2e*
dt
dy
% = —3y —4z+ 2x
b) < Condicione: y(0) =0, z(0)=0
dz _ X+y+2z
ax Y
ax _ 5,
it~ VTF
c) < Condicione: y(0) =1, z(0)=1
dy )
ar 7
dx
E =2x— 9y
d) | Condicione: y(0) =1, z(0)=1
49 _ x+8
dt Y
% =3x+8y
e) < Condicione: y(0) =6, z(0)=-2
4 _ 3y —x
ar = 7
dx
—=-Tx-y
f) 4 Condicione: y(0) =1, z(0)=1
9 _ 5y —2x
T
dy
E =7 + 2z
Q) 3 Condicione: y(0) =1, z(0)=1
% =-3y -5z
ix 7
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ax s
a7

a) < % = 3x+z Condicione: y(0) =x(0) =1, z(0) =1

dz
dt

= 3x+vy

dx
dt
b) { Condicione: y(0) =x(0) =z(0) =1
9
dt

= 4x-5y

dx _ .,
a7

c) < dy = X+z Condicione: y(0) =x(0) =1, z(0) =1

dt

dz
dt

= X+7Y

dx
E = X+ 1% +t

d) ! ] Condicione: y(0) =x(0) =t(0) =1
ay

= x—-2v+ 2t
it y

dx
dt
e) 1 Condicione: y(0) =x(0) =1, z(0) =1
dy
dt

= 2x-9y

= x+38y

dt Y

f) 3 % = Y4 Condicione: y(0) =z(0) =0, x(0)=1

dz
dt

= 2x+8y—-2z
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3.5. Método de las Primeras Integrales

El método de las primeras integrales consiste en transformar el sis-
tema de ecuaciones diferenciales dado (3.14) en un sistema de igual
estructura, del cual, la primera integral se puede obtener, facilmente,
sin conocer la solucién del primer sistema de ecuaciones diferenciales
(3.14). Se sabe que, el conocimiento de las " n * primeras integrales in-
dependientes de “ n “ ecuaciones diferenciales de primer orden (3.14),
se puede obtener la solucién general del sistema de ecuaciones nos da la
integral general del sistema de ecuaciones diferenciales (3.14). Es bas-
tante comun que, antes de encontrar las primeras integrales del sistema
de ecuaciones diferenciales dado (3.14), presentarlo en su forma simétri-
ca. La forma simétrica permite en alto grado encontrar rapidamente las
primeras integrales del sistema.

Matematicamente, se puede demostrar que de un sistema de (n- 1)
ecuaciones diferenciales de (n - 1 ) incoégnitas : vy, v2, V3, Vo **» Vuo1
de la forma:

E:fl(x: Vo V2, =5 Vin-1 )

E:fz(x; Vi, Y2 s Vi1 )
3 (3.14)

Lo cual, se la puede llevar a la forma:

dx;  dx,  dx; _ _dx,
X X X5 X,

Forma Simetrica (3.15)

Donde las letras pequefas : x;, x,, X3, X4, ++,X,, son las respectivas

variables de (x,v1, v, ¥3, *-*¥,_1, )y donde:

Xis1 = Xi(x1, xp X300 x,) - fi(xy, X1, %, -o0x,) i=1,2,3,--+,(n-1)
(3.16)
Pero ademas: X;(x;, x, X3 x4 ---x, ) son cualquier tipo de funcién de las
variables (x;, x, X3 x4 ---X, ) y no son iguales a cero.
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3.5.1. Ejercicios Resueltos de Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
Método de la Primera Integral

1. Encontrar la integral general de el sistema de ecuaciones diferen-
ciales por el método de la primera integral:

dy z
dx — (z-yp)?
< (3.17)
dz 7
dx — (z-p)?

Para aplicar el método de la primera integral al sistema de ecuacio-
nes diferenciales, se lo debe transforma a su forma simétrica , en
este proceso se trata de encontrar algo en comun, como es en este
caso:

dx__dy_dz

(=9 z ¥
Con el objetivo de encontrar la primera integral, se toma una parte
de la ecuacién de la forma simétrica:

d_y:@ — p-dy=2z-dz

z ¥
2 2
_ y_oz,4
Jydy—szz — S Eot

v>—2z* = C, — La primera integral

Se obtiene:

Aplicando una de las propiedades de proporciones se se puede ob-

tener la identidad:
B _dz_ dy dy-dz _dz
z Y dz vy dz VY z2—7y VY

De la forma simétrica, se obtiene:

dy—dz _dz dy—dz dz _ dx

z-y Y z-y v (z-p)?

Al simplificar y aplicar la propiedad de calculo integral, se obtiene:

dy—dz z-y

AN

dy—dz dz dx dx
= — = d —Z) =
2=y y  (z-p) v-2) (z-)

Sistema de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 215




CAPITULO 3. Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Al aplicar la propiedad de los paréntesis, se obtiene:

dly=2)= 2 — ~y=2)d(y=2) = dx

Se integra y se obtiene finalmente:

(y-2)d(y—2)= —dx —> ﬁy—z)d(y-z):_jdx

N2
J]y—@d@—zy:—Jﬁx (yzﬂ :—x+%;

Por lo tanto, la integral general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.17) tiene la forma:

(v —2)°
2

+2X:C2

y2_22:C1

. Por el método de las primeras integrales encontrar le integral gene-

ral del sistema de ecuaciones: Para aplicar el método de la primera
integral al sistema de ecuaciones diferenciales se lo debe transfor-
ma a su forma simétrica , en este ejercicio ya se presenta el sistema
en su forma simétrica:

dx dy dz

(y—z) z-x - xX—7

(3.18)

El ejercicio permite obtener una conclusién; la suma de los deno-
minadores es igual a cero; por lo tanto, la suma de sus numeradores
también tiene que ser igual a cero; es decir:

dx+dy+dz=0
Se puede integrar:
x+y+z=0C Es la primera integral (3.19)

Para encontrar la segunda primera integral multiplicamos al primer
quebrado por x al segundo por y al tercero por z: por lo tanto:

xdx ydy zdz

x(y-z) y(z-x) z(x-—y)
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En esta forma, se logro que todos los denominadores al sumarles
sean igual a cero, lo que , permite escribir:
X2 y? 22 . _
xdx+ydy+zdz=0 — Stoto = C, Lasegunda primeraintegral
(3.20)
Por lo tanto, la integral general del sistema de ecuaciones diferen-

ciales (3.18) tiene la forma:

x+y+z=C;

x2+y2+22=C,

3. Encontrar la integral general de el sistema de ecuaciones diferen-
ciales por el método de la primera integral:

dy _x+y dz  z

= — = 3.21
dx x-v° dx x-y (3:21)
Para aplicar el método de la primera integral al sistema de ecua-
ciones diferenciales se lo debe transforma a su forma simétrica , en
este proceso, se trata de encontrar algo en comun y facilmente se lo
puede observar como es en este caso:

dx dy dz

X-y x+y z
Entre las operaciones que mas se utilizan en la resolucién de este
tipo de ejercicios en este método es: al primer quebrado multiplicar
por “x “yalsegundo por "y ’
xdx ydy dz xdx ydy dz
= = 5 -

x(x-y) ylx+y) z  xP-xp yx+y? 2

Ahora es propicio aplicar propiedades de proporciones:

xdx ydy _dz . xdx +ydy _ dz

x2-xy yx+y? z x? + 2 z
Se observa , lo que se tiene en el denominador, la derivada de esta
. d
expresion es (2x + Zyd—y)dx Ya con esto, se trata de que aparezca en
X

el numerador la derivada del denominador; se saca factor comun
en el numerador:

d
dx(x+yd—i) i

x? + y? z

Sistema de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 217



CAPITULO 3. Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Lo que falta ahora, es multiplicar por 2 y dividir por 2:

dy
. dx(2x+ Zya) 4z

2 x? +p? z

Al integrar, se obtiene:
1
InC, + Eln(x2 +7%) =Inz

Por lo tanto:
z

Para encontrar la segunda primera integral, se pone atencion en la

primera ecuacién del sistema, el cual, esta en funcién de una so-

la y(x), por el método conocido se puede integrar, ya que es una
dy

ecuaciéon de la forma — = f (2), por lo tanto, su solucién tendria la
X

dx:

ln(W/x2+y2—arctan£ =C, (3.22)

4. Encontrar la integral general de el sistema de ecuaciones diferen-
ciales por el método de la primera integral:

sty iz dz_
xz  yz —(x2+y? dx x-yp

=C; Es la primera integral.

forma:

Para aplicar el método de la primera integral al sistema de ecuacio-
nes diferenciales se toma en cuenta la primera parte del ejercicio:

dx _dy
zx Yz

Después de simplificar se integra:

d
@:—y — Iny=Inx+InC,
zx Yz
Finalmente:
Iny=Inx+InC; — %z Ci Es la primera integral

De la proporcién inicial del ejercicio, se puede obtener:

2, .2
@:—dz — —(x Y )dx:—ZdZ
xz —(x?+7yp? X
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Se reemplaza el valorde "y "

2, .2 2, 202
X+ x“+x°C
wdx =-zdz — gdx =—zdz
X X
La expresion algebraica tiene un factor comun, al aplicar distribu-
tiva y simplificar, se tiene:
2, 202
x“+x°C
gdx =—zdz — x(1+C?) =-zdz
X

Al integrar se tiene:

x? z2 C
1+CHdx= | —zd —(1+CH=-Z+2
Jx(+1)xfzze2(+cl) 2+2
Finalmente, se escribe:
x? 2 C
7(1+Cf):—%+72 — xX(1+CH+22=C,

La expresion obtenida no es una primera integral ya que contiene

C, , al reemplazar 2, se tiene:
X

X +9?+27=0 Es la segunda primera integral

La primera integral y la segunda primera integral son la solucién al
sistema de ecuaciones diferenciales.

5. Encontrar la integral general de el sistema de ecuaciones diferen-
ciales por el método de la primera integral:

dx  dy dz
x(y-z plz-x) zx-y)
Se observa que la suma de los denominadores es igual a cero; por

lo tanto, la suma de todos los numeradores tiene que ser es igual a
cero:

dx+dy+dz=0 — x+y+z=C; Es la primera integral

Para encontrar la segunda primera integral dividimos y multiplica-
mos a la primera fraccién por " x ’, a la segunda por "y ", yala
tercera por “ z ’, se obtiene:

dx A da
x _ Y _ z

(y-2) (z-x) (x-p)
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Se observa que la suma de los denominadores es igual a cero; por lo
tanto, la suma de los numeradores tiene que ser igual a cero:

@+d—y+%:0
X oy oz
Se integra:
@.,_d_y.k%:() — Inx+Iny+Inz=1InC,
Xy oz

Se aplica propiedades de una funcién logaritmica:

Inx+lny+lnz=InC, — xyz=C, Es la segunda primera integral.

3.5.2. Ejercicios Propuestos de Sistemas de Ecuaciones Diferencia-
les Método de la Primera Integral

1. Encuentre la integral general por el método de la primera derivada
de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales
dx dy dz

4) XzZ—-7Yy :yz—x T1-22

y dx_dy_dz

b% v z
C)d_x:d_y: dz

X V X+
d) dx dy B dz

X2(y3—2° - 2(z3 - x3) T 2(x3 —93)
o b _dy_dz

X { 1

dx d dz
f)7:—y:—2

y ¥z

dx d dz

g)TZ—y:T
%

n) dx dy _ dz

x(y2+2) —y(x2+2z)  z(x?-p?)
ydx_dy_de
VY -y oz
. dx d dz
j)—= _

1 _y+z_—26y—z
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i _dz
X V vz
) dx  dy dz
x(y2-22)  p(z2-x%)  z(x2-p?)
my 94X 24y _dz
1 3x2 z
dx dy dz
n) —2 = —2 =
X Y (x+7)z
N dx dy dz
n) = =
mz—ny nx-lz ly—mx
0) dx B dy B dz
x(y3-2x%)  p(2p*-x%)  3z(x3-p3)
dx d dz
p) -
X=Xy V=% 2Z2—%
) d_x B d_y B dz
V2™ 0z vyt
L dx_dy s
X v [x2 + 92
‘) dx dy _ dz
COSY COSX COSXCOSY
dx dy dz
t) = =
y(x+y)+az x(x+y)—az z(x+y)
i _dy_dz
X Yy -z
) dx_dy _dz
X Y 4
o v _dz
X { 1
o dx_dy_dz
2 Yy -z
dx dy dz
i
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Sistema de Ecuaciones Diferenciales

3.6.

tes Constantes

Sistema de Ecuaciones Diferenciales con Coeficien-

Un sistema homogéneo de " n “ ecuaciones diferenciales tiene la for-

ma (3.23):

dx,

— + ai1xq + 172Xy + a13X3 +---

dt

dxz

— + ar1Xq + ar7Xy + ay3X3 +--

dt

dx,

— + as1Xq + a37Xy + a33X3 +---

dt

dX4

— + ag1X1 + Ag42XH + a43X3 +---

dt

dx

n

dt

+ a,1X1 + a,7X- + a,3X3 +--

+a1,x,=0
t+dy, X, = 0
+ Az X = 0
(3.23)
+ AgnXy = 0
‘+a,,x,=0

Con coeficientes constantes y reales. La ecuacién caracteristica que co-
rresponde al sistema de ecuaciones diferenciales (3.23). se llama a la

ecuacion de ’

n “orden (3.24):

ap +r dap a13 aig
asy Aypt1  dps apy
asq a3y sz +71  dzy
g A4 A4z  Ogqt+ 7T
a1 Ay au3 Aya

A1n

=0 (3.24)

La solucidn a esta ecuacion caracteristica de " n “ orden tiene tres casos:

1. Caso en el cual, la ecuacién caracteristica (3.24) tiene " n ~ diferen-
tes coeficientes ( raices ) reales o imaginarios:

Yy, Yo, T3, Vg, *°-

i (3.25)
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En este caso la integral general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.23) tiene la forma:

n
X1 = Allerlt +A12€r2t +A13€r3t + .- +A1ner”t = Z Alkerkt
k=1

n
Xy = Azlerlt + 022€r2t + A23€r3t + -4+ Aznernt = Z A2k€rkt
k=1

n
X3 = A3ler1t + A32€r2t + A33er3t + -+ A3ner”t == Z A3kerkt
k=1

] (3.26)
n
Xq4 = A4ler1t + A426r1t + (l43€r1t + e+ A4nernt = Z A4kerkt
k=1
n
X, = A e+ A e+ A et v+ Ae = Y A el k!
k=1
Las constantes:
Ay, Ary Az, Ay - Agy (3.27)
Son constantes libres y las constantes:
Akll Akz, Ak3, Ak4, ”'Aknl k = 2,3,,4,5,'71 (328)

Las constantes (3.28) son proporcionales a las primeras constantes
(3.27):

Al =P - An para k=2,3,4,---n

Apr =Pra-Ar para k=2,3,4,---n

3 Apz =pis A para k=2,3,4,---n (3.29)

Las constantes (3.28) Ay, Arr, Arsy Axsy - Arpy k=2,3,,4,5n
son definidas por las formulas Ay, = pr.-A1, para k=2,3,4,---n
y calculadas del siguiente sistema de ecuaciones:

(ap + 1) A +a A +aps-Asp+--+ap, Ay =0
Ay Arg+ (A + 1) - Ag + g3 Az +-ooeeeees +ay, Ay =0

§ A3y A+ azpAg + (Az3 — 1) Agp +eeeeee e +as3,As, =0 (3.30)
A1 'Alk + an2A2k +dsy, 'A3k Tt + (amn rk)Ank =0

Donde k=1,2,3,---,ny r, es una de las raices (3.25).
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2.

El segundo caso, es cuando entre las raices de la ecuacién carac-
teristica aparecen raices multiples. Se puede suponer, que la ecua-
cioén caracteristica (3.24) tiene raiz r; con una multiplicidad m > 1,
la raiz r, de multiplicidad m > 1 ; por lo tanto, si la raiz r, de multi-
plicidad m, > 1 donde m; + m, + m3 + my + m, = n En ese momento,
la integral general del sistema de ecuaciones diferenciales tiene la
forma (3.31):

p
x1= ) Gu(t)e'k!
k=1

1%
Xy =) Go(t)e'k!
k=1

k=1 (3.31)
p

Donde G, (t)(v = 1,2,3,---n) son polinomios que corresponde de
(my; — 1) orden y donde los coeficientes de los polinomios G(k =
1,2,3,---p) se consideran como constantes libres (3.31). Estos name-
ros de las constantes libres deben cumplir la condicién m+m,+m3+
et m, =1;es decir, es igual al numero de ecuaciones del sistema
(3.1) y asi deberia ser. Los coeficientes de los restantes polinomios
Guk(t),dondev = 2,3,4,---n;k =1,2,3,---p dependen del caso anali-
zado de los respectivos coeficientes Gy, y se expresan por los coefi-
cientes de estos ultimos que deben ser lineal y .homogénea. . Esta

p
igualdad se obtiene reemplazando la expresiéon x, = Y G (t)e"k
k=1

en el sistema de ecuaciones diferenciales. En el caso en el cual, el
sistema dado es lineal y no-homogéneo con coeficientes constantes:

dx &
“0 1Y ez bt donde p=123,m (332
k=1

La integral general del sistema lo encontramos al aplicar el teore-
ma: La integral general de un sistema lineal y no-homogéneo de
coeficientes constantes es igual a la suma de dos integrales:
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a) La integral de un sistema homogéneo :

dx,
d—; +) ayx, =0,  p=1,23n (3.33)
k=1

b) La integral especifica de un sistema no-homogéneo, se aplica
generalmente el método de la constante
3.6.1. Ejercicios Resueltos de Sistemas de Ecuaciones Diferen-

ciales con Coeficientes Constantes

1.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales (3.34):

d
d—:+3x—4y+5220
dy
| 7, F12x-11y+102=0 (3.34)
d
d—j—4x+2y—4z:O

La solucién del sistema de ecuaciones diferenciales (3.34) signi-
fica encontrar las raices de la ecuacion caracteristica del sistema
de ecuaciones diferenciales (3.34), para lo cual, se escribe el de-
terminante del sistema de ecuaciones diferenciales (3.35):

(3+71) —4 5
12 (=11+7r) 10 |=0 (3.35)
—4 2 (—4+7)

Al resolver el determinante, lo mejor, es siempre aplicar propie-
dades de determinantes, que el estudiante debe conocer:

(3+71) -4 5 f2)+f | (=5+7) 0 (=3+2r)
12 (-11+r) 10 — 0  (=5+7r) (2+3r)
4 2 (4t | PR I

Ya que se tiene la mayor cantidad de ceros en el determinante,
se desarrolla el determinante:

(=5+71) (-2+3r)
2 (—4+7)

(=5+7)

(=5+7) ‘ (3420 0
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(=5 +7) [zo —5r—dr+r’—4- 6r] +(=3+7)(=1)(=4)(=5 + )
(=5+7)[r? =157 + 16|+ (=3 +2r)(4)(-5+7)
Se aplica la ley distributiva:

(-5+7)[r?=15+16-12+87]

(=5+1)[r? = 7r+4] (3.36)

Las raices de la ecuacidn caracteristica del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.34) son (3.37):

(=5+7r)(r—4)(r-3)=0 — r =3,r=4r3=>5, (3.37)

En base a la teoria general, la solucion especifica que correspon-
de a laraiz r; = 3, tiene la forma (3.38):

x =A%, v = Bye”, z=Ce”, (3.38)

Se necesita encontrar los valores de B;, C; en funciéon de A,
para lo cual, reemplazamos la raiz r = 3 en el determinante ca-
racteristico del sistema de ecuaciones:

(3+3) -4 5 6A, -4B, 5C,
12 (-11+43) 10 |=0 124, -8B, 10C, |=0
—4 2 (-4 +3) —4A, 2B, -1C,

Se desea encontrar la solucién general del sistema, para lo cual,
se considera que, A; es conocida y se debe obtener By, C; en
funcién de A,. Por lo tanto, se forma un sistema con la primera
y la tercera ecuacion del sistema ecuaciones (parece el mas sen-
cillo, sino se busca otro determinante de segundo orden) y se lo
resuelve en funcién de A;. En este caso , se obtiene:

4B1 + 5C1 = 6A1
Se obtiene los valores:
7 2
Bl - gAl, Cl — §A1, (340)
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Con lo cual , se obtiene una solucién especifica-general corres-
pondiente a la primera raiz (3.41)y tiene la forma:

7 2
x =A%, Y= gAlee’t, zZ= §A1e3t, (3.41)
Donde A; sera una constante cualquiera.

En forma similar , se lo resuelve para la segunda raiz:
x = A,e*, v = B,e*, z=C,e*, (3.42)

Se necesita encontrar los valores de B,, C, en funcion de A,,
para lo cual, reemplazamos la raiz r = 4 en el determinante ca-
racteristico del sistema de ecuaciones:

(3+4) -4 5 7A, -4B, 5C,

12 (—11+4) 10 :O 12A2 —7B2 10C2 :0

4 2 (-4+4) ~4A, 2B, 0C,
(3.43)

Se desea encontrar la solucién general del sistema de ecuaciones
(3,43), para lo cual, se considera que A, es conocida y se pueda
obtener B,, C, en funcién de A,. Por lo tanto, se forma un siste-
ma con la segunda y la tercera ecuacién del sistema ecuaciones
y se lo resuelve en funcién de A,. En este caso , se obtiene:

Bz = 2A2, C2 —

Con lo cual , se obtiene una solucién especifica-general corres-
pondiente a la segunda raiz y tiene la forma:

1
X = Aze3t, Y= 2A2€3t, zZ= §A2€3t;

Donde A, sera una constante cualquiera.
En forma similar, se lo resuelve para la tercera raiz (3.44):

x = Aze™, v = Bye™, z = Cye™, (3.44)

Se necesita encontrar los valores de B;, C; en funcién de As;,
para lo cual, reemplazamos la raiz r = 5 en el determinante ca-
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racteristico del sistema de ecuaciones:

(3+5) -4 5 8A, -4B; 5C,

12 (=11+5) 10 |=0 12A; —-6B; 10C; |=0

—4 2 (-4+5) ~4A; 2B, 1C,
(3.45)

Se desea encontrar la solucién general del sistema de ecuaciones
(3.45), para lo cual, se considera que A; es conocida y se pueda
obtener B;, C; en funcién de Aj. Por lo tanto, se forma un siste-
ma con la primera y la tercera ecuacién del sistema ecuaciones
y se lo resuelve en funcién de A;. En este caso , se obtiene:

B3 - 2A3, C3 — OAz, (346)

Con lo cual , se obtiene una solucién especifica-general corres-
pondiente a la segunda raiz y tiene la forma (3.47):

x = Aze”, v =2A5e”, z=0 (3.47)

Donde Aj; sera una constante cualquiera.
De lo calculado, se obtiene la solucién general (3.40) del sistema
de ecuaciones diferenciales y que tiene la forma (3.48):

x=Ae3 + Ayet + Azed!

7
Y= §A1€3t + 2A264t + 2A3€5t (3.48)

2 1
z=-Aze3 + = A,
3 3

Donde A;, A, A; son constantes libres.

2.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-

nes diferenciales (3.49):

dx

E—2x+y+3z:0
dy
| g A2 +62=0 (3.49)
d
d—j—6x+5y—z:o
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La solucién del sistema significa encontrar la ecuacién carac-
teristica del sistema de ecuaciones diferenciales (3.49), para lo
cual, se escribe el determinante caracteristico (3.50) del sistema

(3.49):
(=2+7) 1 3
4 (=2r+r) 10 =0 (3.50)
-6 2 (=1+7)

Al resolver el determinante, lo mejor, es siempre aplicar sus pro-
piedades de determinantes, que el estudiante debe conocer:

(=2+7) 1 3 (=2+7) 1 3
4 (-2+r) 6 H(=2)+f | 8-=2r (—4+1) 0O
-6 5  (<1+r)| | -6 5 (=1+7)

En la segunda fila se tiene un factor (-4 + 1), el cual, sale delante
del determinante:

(-2+r) 1 3
(—4+71)| 2 -1 0 G(2)+C

—_—
-6 5 (-1+7)

= o =

1
1 0
5 (-1+7)

Se desarrolla el determinante con respecto la segunda fila, se
obtiene:

(—4+7) =0 — (4+r)(r*-r-12)
4 (-1+r)

Finalmente, se obtiene las raices de la ecuacién caracteristica del
sistema de ecuaciones diferenciales:

rl = rZ - 4; 7"3 = _3 (351)

Como r; = 4 es una doble, por lo que , la solucién al sistema
de ecuaciones diferenciales que corresponde a esta raiz, tiene la
forma:

x= (A +A,-t)e", p=(B,+B,-t)e*, z=(C,+C,-t)e*, (3.52)

Con el fin de encontrar los coeficientes A;, By ,C;, donde k =
1,2. Estas respuestas se reemplazan en el sistema de ecuaciones
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diferenciales (3.49), se simplifica el elemento et que es elemen-
to comun y se obtiene:

2A1+A2+Bl+3C1+(2A2+B2+3C2)'t - O
4A1 +2B1 +B2+6C2+(4A2+2B2+6C2)'t - 0
—62A,+5B;+3C,; +Cy,+(-6A,+5B,+3C,) -t 0

Al igualar los coeficientes libres y los coeficientes multiplicados
por "t “acero, en ese caso, se obtiene seis ecuaciones:

2A1 +B1 +3C1+A2 = 0 2A2+B2+3C2 = O
4A1 +2B1 +6C1+B2 = 0 4A2+2B2+6C2 = O
—6A1 +5B1 +3C1 +C2 = 0 —6A2+5B2+3C2 = O

Se toma en consideracién las 3 primeras ecuaciones del sistema
de ecuaciones del lado derecho. Es un sistema homogéneo y su
determinante es igual a cero. Para encontrar su solucién se toma
un determinante de segundo orden:

2 6
=-24%0 (3.53)
5 3

Se toma en consideracién la segunda y la tercera ecuacién del
sistema del lado derecho, se considera ademas que, A, es cono-
cida. Por lo que, en funcién de esto se puede obtener B,, C, sus

valores son: A
B2 = 2A2 C2 = —gAz (354)

Se reemplaza estos valores en el sistema del lado izquierdo, se

obtiene:
Bl + 3C1 = —2A1 —A2

2B1 + 6C1 = —4A1 - 2A2
4
5B1 + 3C1 == 6A1 + §A2

En este ultimo sistema de ecuaciones, se considera que A;, A,
son conocidos y teniendo en cuanta que :

2 6
=-24%0
53

De las dos ultimas ecuaciones del sistema, se encuentra B, C;,

se obtiene:

7 4 19
B, =2A+ —A Ci=—A,—-—A 3.55
1 1+12 2 1 3 T 36702 ( )
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Considerando las ultimas ecuaciones, se tiene la solucién del
sistema que corresponden a la raiz r; = 4 (3.56)

X = (Al +A2t)€4t
=(2A +1A +2A,t|e*
Y= 171272 2t )€ (3.56)
4 19 4
z= (——A1 - —A,- —Azt)e4t
3 36 3

Donde A;, A, son constantes libres.
La solucién con respecto a la raiz r; tiene la forma:

x =Aze™, Y =2Aze, z=Aze" (3.57)

Lo que permite encontrar la integral general del sistema y tiene
forma:

X = (Al +A2t)e4t +A3e_3t

7

A

Z_(4 19 4
\ 3 36 3

—=A|——A, - —Azt)e‘” + Aze!
Donde A;, A, Aj; son constantes libres.

3.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales:

d
d—f+5x+4y+2z:0
d
4 —y+4x—y+z:() (3.59)
dt
%—3636—28;}—132:0

La solucién del sistema significa encontrar las raices de la ecua-
cién caracteristica del sistema, para lo cual, se escribe el deter-
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minante del sistema:

(5+7) 4 2
4 (-1+r) 1 =0 (3.60)
36  -28 (=13+71)

Al resolver el determinante (3.60), lo mejor, es siempre aplicar
sus propiedades, que el estudiante debe conocer. La ecuacién
caracteristica del sistema de ecuaciones tiene tres raices r; = r, =
r3 = 3, como es una raiz que se repite tres veces la soluciéon que
corresponde a la raiz, tiene la forma:

X = (Al +A2t +A3t2)€3t
y = (Bl +B2t+B3t2)e3t (361)
Z = (Cl + C2t + C3t2)e3t

Con el objetivo de encontrar los coeficientes Ay, By, C, donde K
=1,2,3, Las ultimas expresiones reemplazamos en el sistema de
ecuaciones del ejercicio (3.59), realizando operaciones algebrai-
cas y al simplificar €* se obtiene:

Ay +8A, +4B; +2C; + (2A; +8A,+4B, +2C,) -t + (8A5+4B;+ 2C5)-t> = 0

By +4A, + 2B, +Cy + (2B + 4A, + 2B, + C,) - t + (4A;5 + 2B + C5)t? =0

C2-36A; —28B, —10C, + (2C5 - 36A, — 28B, —10C,) -t + (~36A;—
—28B;-10C;5)-t> = 0

Al igualar los coeficientes libres y de "t "y ¢,, se consigue nueve

ecuaciones:

A2+8A1 +4B1 +2C1 - O
B2+4A1 +2B1 +C1 — 0 (362)
C2—36A1 —28B1 —10C1 = O
2A3+8A2+4B2+2C2 — O
2B3+4A2+2B2+ Cz - 0 (363)
2C3—36A2—28B2—10C2 = 0

8A3 + 4B3 + 2C2 =0

4A3 + 233 + C3 = 0 (364)

—36A3 - 28B3 - 10C3 = O
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El ultimo sistema de los tres escritos (3.64), tiene su determinan-
te igual a cero. Para encontrar su solucién , se busca un determi-
nante diferente de cero,y el cual debe ser de segundo orden:

2 1
=8=0
-28 -10

Por lo tanto, de las dos ultimas ecuaciones del tercer sistema, se
encuentra Bj, Cs, se tiene:

1
B3 — EA?,, C3 — —5A3 (365)
Los valores obtenidos, se reemplaza en el segundo sistema (3.63)

de los tres sistemas definidos, se obtiene:

4B2 + 2C2 = —2A3 - 8A2
2B2 + C2 = —A3 - 4A2 (366)
—28B2 - 10C2 - 10A3 + 36A2

En el ultimo sistema A,, y Aj, se considera como datos conoci-
dos y se encuentra el determinante:

2 1
=8=0
-28 -10

Por lo tanto, se encuentra B,, y C,, se tiene:

1
B2 - §A2, C2 - —5A2 —A3
Con estos valores, se reemplaza en el primer sistema (3.62)de
los tres escritos, se obtiene:

4B1 + 2C1 = —A2 - 8A1
1
2B1 +C1 = —§A2—4A1

—2831 - 10C1 = 5A2 + 36A1 +A3

En este ultimo sistema A;, A,, ¥ A; se considera como datos
conocidos, se tiene:

1 1 1 1
Bl — EAl - §A3, Cl - —SAl - EAZ + ZA3
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Con los valores B;, C;, B,, C,, B, C;.alreemplazarlo en la so-
lucién general del ejercicio:

X = (A1 +A2t +A3t2)e3t

11, 1, 1,\ .
y=(34- §1A3 + 5?2” 3)e (3.67)
Z = [—SAl - EAzt + ZA?) + (—5A2 —A3)t — 5A3t2 e3t

Donde A;, A,, A; son constantes libres.

4.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales:

d
d—f+4x+2y+52:0
dy
9 E+2x+7})+10220 (368)
92 _ g 6v—102=0
dt 4 B

La solucién del sistema de ecuaciones diferenciales significa, en-
contrar las raices de la ecuacién caracteristica del sistema de
ecuaciones diferenciales, para lo cual, se escribe el determinan-
te del sistema:

(4+7) 2 5
2 (7+r) 10 |=0 (3.69)
-5 -6 (-10+7)

Se obtiene el resultado del determinante, se resuelve el deter-
minante aplicando las propiedades, se obtiene la ecuacién ca-
racteristica del sistema:

P+r’P—r+15=0
Las raices de esta ecuaciéon son:
rn=-3 1r=1+2i, rs=1-2i (3.70)

La solucién especifica que corresponde a la raiz r; = -3 tiene la
forma:
x=Ae>, y=Be?, z=Cie™
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Estas expresiones reemplazamos en el sistema de ecuaciones
(3.68) del ejercicio y después de haber simplificado y transfor-
mado, se obtiene en funcién de A;, B, ,C; el sistema:

Al + 2B1 + 5C1 - O
2A1 + 4:B1 + 10C1 = 0 (371)
—5A1 - 6B1 - 13C1 = O

El ultimo sistema (3.71)es lineal homogéneo y por lo tanto, tie-
ne su determinante igual a cero. Para encontrar su solucién , se
busca un determinante diferente de cero, el cual, debe ser de
segundo orden:
4 10
=112=0
-6 13

Por lo tanto, de las dos ultimas ecuaciones del sistema (3. 71), se
encuentra B;,Cy, en funcién de A, a la cual, se considera como
conocida y en ese caso , se tiene:

Bl - —3A1, Cl - Al (372)

Estas expresiones (3.71 , 3.72) se reemplazan en la solucién es-
pecifica del sistema que corresponde a la raiz r;, se obtiene:

x=Ae>, y=-3Ae, z=Ae? (3.73)

La solucién especifica que corresponde a la raiz r, = 1 + 2i tiene
la forma:

X = A28(1+2i>t, y — B26(1+2i>t, P C23(1+2i)t (374)

Reemplazando estas expresiones en el sistema de ecuaciones di-
ferenciales (3.68) y después de haber simplificado y transforma-
do, se obtiene un sistema en funcién de: A,, B,, C,

(5+2i)A2+2B2+5C2 == 0
2A1 +(8+2i)B2+ 10C2 == 0 (375)
—5A2—6B1 —(—9+2i)C2 = 0

Se considera a A, como elemento conocido y de la primera y
segunda ecuacién de(3.75) , se obtiene:

9 2

BZ = 2A2, Cz = —(g + g)Az (376)
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Donde A, es una constante libre
En forma muy similar encontramos la solucién especifica de la
tercera raiz r = (1 — 2i)

x=Aze y = 2Bz = —(— -~ —)A3e(1_2i)t (3.77)

Donde A; es una constante libre

Considerando las soluciones especificas de las diferentes raices,
se obtiene la integral general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.68), en la forma:

X :Ale—3t+Aze(1+2i)t+A3e(1—2i)t
Y= _3Ale—3t + 2A26(1+2i)t + 2A3e(1—2i)t
2 2

9 2. 92 .
Z = Ale_3t - I:(g + EZ)A2€(1+2 )t + (g — gl)t)Ag,e(l 2 )t]

Donde A;, A,, A;son constantes cualesquiera.

5.) Encuentre la integral general del siguiente sistema de ecuacio-
nes diferenciales:

d
d—}:+3x—4y+522t
dy
X E+12x—11y+10220 (3.78)
d
d—j—4x+2y—4z:sint

La solucion del sistema de ecuaciones diferenciales (3.78) sig-
nifica encontrar la solucion al sistema de ecuaciones diferencia-
les homogéneos y no-homogéneo. El primero lo resolvemos por
medio de su ecuacién caracteristica del sistema, para lo cual,
se escribe el determinante del sistema, lo cual ya se hizo en el
primer ejemplo de esta seccion:
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dx
—+3x-4y+5z=0
dt X y Z
dy
Y g T12x-11y+102=0 (3.79)
dz
— —4x+2y-4z=0
dt X }) Z
Su solucién es:
x=Ae3 + Ayet + Azed!
7 3t 4t 5¢
) Y= gAle + 2A26 + 2A3€ (3.80)

2 1
= ZA 83+ — A, et
Z 3 36 3 Ze

Donde A;, A, Aj; son constantes libres.

Ahora, se calcula la solucién especifica del sistema de ecuacio-
nes no-homogéneo. En este caso las constantes A;, A,, Aj se
transforman en variables, es decir: A,(t), A,(t), As(t) se tiene:

x = A ()3 + Ay (t)et + As(t)e™

7
y = gAl(t)e3t + 2A2(t)e4t + 2A3(t)€5t

2 1
z= §A3(t)e3t + gAz(t)e‘”

(3.81)

Las funciones A;(t), A,(t), As(t) se las calcula en tal forma que,
el sistema sea definido. Con este objetivo, se deriva con respecto

de "t “ este ultimo sistema (3.81):

d
BX A3 134,63 + ALt + 4A M 1+ ALeSt + 5A,0%
dt 1 2 3
dy 7
) % = SAT +7AL + 24264 + 8Asel + (24367 + 1045
dz 2 1 4
d—j = §A1€3t + 2A1€3t + gA’2€4t + §A2€4t

Al reemplazar los valores de x, y, y z sus derivadas en el sistema
de ecuaciones diferenciales (3.78). Se realiza simplificaciones y

se obtiene el sistema:
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Aje + ALet + 5A%e =t

 7ALE + 6ALet + 6ALe> =0 (3.82)

10A}e% +3A%e* = 15sint

En este sistema A}, A} AJ son lasincdgnitas del sistema de ecua-
ciones lineales. La solucién por cualquier de los métodos cono-
cidos es:

A} = —6te™!
A, =5eHsint +20te ™
A, =—5¢sint —13te™"

Después de integrar, se obtiene:

A(t) = 2e‘3f(t+%)

1 4
4 Ay(t) = —5eH t+Z+ﬁcost)
13 13 25 5 )

As(t)=e ( 5 t+2—5+2—6smt+2—6cost

Finalmente, se reemplaza en el sistema de las soluciones especi-
ficas del sistema de ecuaciones diferenciales:

X 2t 19 93 int 45 cost
=——f————35 -
5 300 442 442
v = 2 —t+ 43 7> sin t 45 cost
Y= 715" T 450 221 221
1t+ 4 2 s t cost
zZ=—t+———sint— —
3 36 17 17

La integral general del sistema de ecuaciones diferenciales es la
suma de la integral general de su parte homogéneo mas la parte
no-homogéneo.
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3.6.2. Ejercicios Propuestos de Sistemas de Ecuaciones Diferencia-
les con Coeficientes Constantes

Encuentre la integral general de los siguientes ejercicios:

dx

dt

1.<d—y
dt

4y
dt

+x-y-2=0

-x+y—-2=0

-x-y-2z=0
——-x-y-2=0

=x-7

=4x -3y

x_

it 7

dy

E—Z
5lz—z—x
dt

dx _ _

it 277

dy
E?_Z—Zx
%—Zx_

dt y
x_ s

it 7

dy
E—3x+y—0
dz

E?—3x+z

dx

=

dy

7 -9

it ¢

dz
E;_2x+8y—2z
dx

v —dz ="
T y—4z=e
dy
E+4}}—SZ—1
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dx

ax _ g2
dt+x+y t 1. "
— —-3x-4y+5z=0
dy dt
L. = +p+2z=2t
dt dy
{ - +12x-11y+10z=0
—Z+z—t "
dt - dz
dx E—4x+2y—4z:0
— +5x—-2y=¢
dt 2.
o X ox—3y-9
d —7 VX =0y =5z
d—i}—x+6y:ezt dt
dy
%—Zx—ﬁly:cost | 2 =-18x+7y+ 182
3. 4 dz
d “4z _ by 17y —
d—3;+x+2y:sint dt—18x 6y-17z2=0
dx
@:—4x+2y+52 a7
dt 3
-
d
d & __
4. 9 d—i]:6x—y—6z dt X
dx
1z gx+3y+9 ar -
dr . orToYTez 4. |
Y _
@:21x—8y—19z G =X+ 8y
dt
d 4y +y+t
—— =X
5. —y: — — dx
<dt 18x—-7y—-15z 5. )
dz
—=x—-1y+2t
E:16x—6y—15.z dx 4
dt dy
dy e t E:4x—5y
5, = ytz=cos 6. -
6. < dz
dz R
it dx
T y—3z
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Propiedades de la Transformada Laplace.
Transformada Laplace de la Derivada
Ejercicios Resueltos de Transformada Laplace,

Ejercicios Propuestos de Transformada Laplace,
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4.1. Caracteristicas Basicas de la Transformada Laplace

La Transformada de Laplace, es una técnica Matemadtica que forma
parte de ciertas transformadas integrales, como la transformada de Fou-
rier, la transformada de Hilbert y otras. Estas transformadas estan de-
finidas por medio de una integral impropia y cambian una funcién de
una variable de entrada en otra funcién.

En muchos procesos técnicos, asi como, en la Fisica muy a menudo,
se aplica la transformacién Laplace para resolver ecuaciones diferencia-
les lineales con coeficientes constantes y no-constantes, pero es mds a
menudo que, se aplica para resolver una ecuacién diferencial con coefi-
cientes constantes.

La transformacién Laplace permite resolver ecuaciones diferenciales
utilizando férmulas de una tabla ya lista, la cual permite obtener la so-
lucién de la ecuaciéon cumpliendo con las condiciones iniciales del pro-
blema y por lo tanto, nos libera de los problemas de integracién, que
muchas veces son tediosas y largas; asi como, del calculo de las constan-
tes de integracion.

La integral de Laplace de una funcién f(t), se llama a la integral im-
propia en la forma:

Jf(t)e‘“dt = F(s)
0

La metodologia consiste en aplicar la transformada a la ecuacién di-
ferencial y posteriormente usar las propiedades de la transformada.

Los fundamentos de la transformacién de la Laplace, son las propie-
dades de una funcién, es decir, la transformacién es biyectiva. Lo que
nos indica esta propiedad es que, para cada elemento de un dominio de
una funcién tendrd uno y solamente un valor en el dominio de la trans-
formaciéon Laplace.

Si se considera una funcién f(t) definida para todos los valores del
conjunto de los IR en tal forma que:

1. La funcién f(t) cumple las condiciones:

£(t) = f(t) >0 para todo t>0
=0 para todo t<0

2. Y ademas:
lim e f(t)=0

S—>00
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3. Para todos los valores del conjunto de los nameros imaginarios:
S=r+ip

De tal forma que :
re s=r>r,

Exista la integral impropia:

La formula:

s = [ Flne =
0
Define en la plano re s = r > ry la funcién y(s) de la variable s.
De la funcién y(s) se dice, que se la obtuvo por sencillas transforma-
ciones de la Laplace de la funcién f(t); conocida como la transformacién
del original de la funcién f(t) y se lo escribe L[f (t)]; es decir:

ﬂ$=£vun=ffmwﬂw
0

La ultima formula representa el ordenamiento de la funcién variable
real f(t) en los valores de la funcién variable y(s).

Este ordenamiento, también permite en la direccién contraria; es de-
cir, conociendo los valores de y(s) se puede calcular f(t) con la ayuda de

la formula:
r+iu

= L lim E(s)es'ds
2701 u—infty
r—iu
Donde: r es un numero real cualquiera mayor a ry; (r > ry). Se puede
demostrar que el lado derecho de la identidad escrita tiene sentido y no
depende de t.

En este momento, es cuando se utiliza la tabla de la transformacion
Laplace. En este libro se adjunta una tabla elemental de estas transfor-
maciones, que es lo que més se utiliza en la practica.

Este cambio de la transformacidn (y(s)) para obtener el original ( f(t)),
definido en la ultima formula, se la conoce como la transformacién in-
versa de Laplace y se la denota:

f(t)=L7[F(s)]

f(t)
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4.2. Propiedades de la Transformacion Laplace

El estudiante debe tener en mente que, la transformacién de Laplace
y su inversa son funciones basadas en una integral; por lo tanto, sus
propiedades deben ser en funcién de las propiedades de las integrales.

1. Si la transformacién Laplace tiene una constante, la constante sale
delante del signo de la transformacién Laplace.

Lle-f(8)] =c- LIf(t)]

2. La transformacién Laplace de una suma de funciones es igual a la
transformacién de Laplace de cada una de las funciones, sumandos:

LIfi(t)+ fo(1)] = LA (B)]+ LI f2(2)]

3. La transformacién de Laplace de la transformacién inversa de La-
place es igual a su argumento:

LILTES)]] = L7 [LIE(s)]] = F(s)

Las mismas propiedades tiene la transformacién inversa de Laplace:

1. Silatransformacién inversa de Laplace tiene una constante, la cons-
tante sale delante del signo de la transformacién inversa:

L7 c-F(s)]=c-LE(s)]

2. La transformacién inversa de Laplace de una suma de funciones
es igual a la transformacién inversa de Laplace de cada una de las
funciones:

L7Fy(s) + Fa(s)] = L7'[Fy(s)]+ L7 [Fa(s)]

3. La transformacién inversa de Laplace de la transformacién de La-
place es igual a su argumento:

LTLIF O] = f(1)

En funcién de las propiedades y su definicién, ya se esta en condiciones
de ir obteniendo la transformacién de Laplace de cierta funciones, con
lo cual, se obtiene la tabla de transformaciones de Laplace y eso es lo
que se va hacer. Se comenzara con funciones bésicas:
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1. Sila funcién f(t) = 0; es decir, su transformacién de Laplace es:

(oo

F(s) = J-f(t)e_“dt = fO-eStdt =0
0

0

Por lo tanto, su transformada de cero es cero.

2. La funcién unidad, que esta definida:

)1 para t>0
f(t)_{O para t<0

La transformada de esta funcién:

1, 1
[——e‘“] = —[lime™* — lim e~*f]
a

— _ . —st — 14
P(S)_[:[f(t)]_fl ¢ dt 01(1_1;1(')1 S S a—0 p—o0
0 p—o0
1 1
= — 1 — = —
5[ O] S

3. Dada la funcion:
f(t)y=e" para t>0
ea

f(t):{f(t): =0 para t<0

Donde ’a’ es una constante, se tiene:

F(s)=L[f(t)] = Je“t cetdt = Je(H)tdt = lim [—e(“‘s)t] =
a—0la—Ss a
0 0 p—o0
1 ‘ (a—s)p 7 (a—s)a 1 ; (a—s)p
= ——[lime —lime ]= ——I[lime -1]=
a—S p—0 a—0 a—S p—0
1 1 1
—J0-1]=z=—=—
a-—s a—s Ss—a
Finalmente se puede escribir:
1
F(s)=L[e"]|=—— res>a
(5) = £le"] = —
Sia =1, se obtiene:
1
Lle'] = — > 1
[e'] p— re s
Sia = -1, se obtiene:
re s>-—1

_ 1
fetl=g
245
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4. Dada la funcién f(t) = sinht

t_ ,—t 1+
F(s):L’[f(t)]:[Z[sinht]:[l[e Ze ]ZE cle']-£le™]] =
_E[L_L]_l s+l-(s=1)f_17 2 ]_ 1
C2ls-1 s+11 2| s2-1 C2s2-1] s2-1
Finalmente se puede escribir:
F(s):ll[sinht]:sz_1 re s>1
5. Dada la funcién f(t) = cosht
el+et| 1y, , L
F(s) = LIf(1)] = Lleosh ] = £]| ———]| = = |L[e'] + L[e 1=
_l[ 1 N 1 ]_l s+l+(s=1)| 17 2s ]_ S
S 2ls-1 s+1] 2| s2-1 C20s2-1] s2-1

Finalmente se puede escribir:

res>1

F(s) = L[cosht] = o

4.3. Propiedades de la Transformada Laplace

Todas las propiedades de la transformada de Laplace estdn basadas
en la continuidad de la funcién a ser transformada, en un definido Do-
minio para cada funcién.

La continuidad permite definir que, tanto la funcién como la transfor-
mada, cumple con la propiedad de biyectiva; asi mismo, tiene la misma
propiedad de continuidad con la inversa de la transformada.

1. Propiedad de la Derivada de la Transformada Laplace. En la sec-
cién anterior, se presento la forma de obtener la transformada de
diferentes funciones. Al desear obtener la transformada de otras
funciones en muchas ocasiones son tediosas y largas, es por esto
que, se busco la marera de facilitar este proceso. El conocimiento
y la aplicacién de las propiedades de la transformacién de Laplace
facilita este proceso de transformacion.
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En el caso de la propiedad de la derivada, se aplica el mismo proce-
dimiento, que en casos anteriores; es decir, se parte de su definicion:

(o¢]

L8] — LI ()] = f e f(1)dt

0

La integral, se integra por partes, se aplica la formula, cuyos ele-
mentos son:
—se'dt

g1 dt_>f ff )t — g(t) = £()

Se aplica la formula de integracién por partes:

Jf(t)g(t)dt _ f(t)glt) - ff’(t)g(t)dt

Se obtiene:
[espwar=te sy +s | e risar
0 0

Se analiza independiente los dos términos obtenidos:

a) [ f(1)]5 = e f(t = co)—e 0 f(t=0)=0~1-f(t = 0) = —f(t =
0)

L[f()]
—_——

(o]

b) s [ sef(t)sdt =s Je'“f(t)dt =sL[f(1)]
0 0
Finalmente, se puede escribir:

(o]

CUF(0)] = Je‘“f’(t)dt = SLLf (0]~ (£ =0)

0

En algunos libros, la trasformada de la derivada, se escribe:

[Se]

CUF(1)] = fe—“f'a)dt = SLLF(D)] - £(0)"

0
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En forma muy parecida, se puede obtener la transformada de la
segunda derivada:

e[28)=clr )= (%)

En este momento, se aplica el resultado de la transformada de la
primera derivada; es decir:

“lanlar)| <[] (@),

Se puede definir que:

4%] = s(SLLf(1)] - £(0)) = LIF(1)] - £ ()

Finalmente, se puede escribir:

d dy 2 + 2 + ‘oo N+
z:[ dt( dt)]—s L] =sF(0) — t, = SSLLF(5)] - sF(0)* = (¢ = 0°)

Si, se realiza un procedimiento parecido, se puede obtener la trans-
formada de la tercera derivada y en este caso se obtiene:

3
ﬁ[d y]—53£[f ]—Szto—stl—tz

dt3
dzy)
Y2 = (—
dt? -0

En forma general se puede escribir:

Donde:

z:[dny]_s”[:[f )= (s" Mg+ "t 4o+ 1)

dtn
Donde:
dky
tk: —_—
dtk -0

. La Propiedad del Teorema de Traslacion.

En muchas de las transformaciones de Laplace, se tiene la siguiente
estructura:

Lle"f(t)]
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Donde: a es un nimero que pertenece a los reales, a € R. La fun-
cion f(t) puede ser, cualquier funcién que, se este analizando; por lo
tanto, se tendria al aplicar la propiedad de traslacién:

Lle"f(1)] = LIf(1)]s—(s-a)

Como, se puede observar, la parte ¢* ha desaparecido, con lo cual,
se facilita la transformacién Laplace. Lo que, se debe tener en cuen-
ta, es que, en la transformacion del lado izquierdo de la identidad
obtenida, se debe reemplazar ’s’ por ’(s - a)’.

Su demostracion esta basado en la aplicacion de la definicion; es
decir:

[ee]

Lle"f(t)] = Je_Ste“tf(t)dt = J-e_s”“tf(t)dt =
0

0

= Je—“-a)f f(t)dt =F(s—a)
0

La estructura de la integral impropia, con un exponente ’-(s - a)’ es
la misma, que con un exponente ’-s’; por lo tanto, también sera una
transformacién Laplace e igual a la inicial.

3. Segunda Propiedad de la Derivada de 1a Transformaciéon Laplace.
Esta propiedad tiene su aplicaciéon en el momento en el cual, su
estructura es:

Ll (0] =~ [£1£ (1)

Como se puede observar, en la transformada del lado derecho, no
aparece la variable ' t ’ , pero aparece la primera derivada con el
signo negativo; con lo cual, se facilita el calculo de la transformada
Laplace.

Esta propiedad indica que, para obtener la transformada Laplace,
compuesta por el producto de t y f(t), se puede aplicar esta propie-
dad, que dice, obtén la transformada de Laplace de f(t) y después
se deriva este elemento en funcién de s .

Su demostracion consta de dos pasos, en el primero, se demuestra
un teorema, que se obtiene de su definicién y en el segundo es una
aplicacién de este teorema:
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1. Se toma en cuenta el siguiente teorema:

(0¢]

[ etrwas - z:[@]

S

Se debe observar, que el limite inferior de la integral es el valor
cualquiera de’s”’.

Su demostraciéon parte de la definicién de la transformada La-
place:

CUf ()] = ff(twdt

A esta identidad, se toma la integral impropia desde ’s” al infini-

to:
[ eisonas- Sjofﬂt)e“dtds -

S

Se ordena el lado derecho de la identidad:

:bf S f(t)e™'ds dt:J- f(t)je‘“ds dt =

Al integrar la parte interna en funcién de ’s’, se obtiene:

- f[fm_itetsfdt : ﬂ@(ers)‘j]dt -
0 0
£ e o= [ [P o-tmefs-
0

= f[Me_St]dt =L [M]
t t

De lo desarrollado, se puede escribir:

]

(o¢]

[etrwas - t[@]

S
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2. El teorema anterior, se demostré que:

(0]

- jﬁ[f(t)]ds - z[#]

S

Para nuestra demostracion, se utiliza f(t) = t f(t), y se reemplaza :

tf (%)

t

(o]

— Jﬁ[tf(t)]ds:zl

S

]=£[f(t)]

De calculo integral, se define que; al integrar una funcién, se ob-
tiene la funcién primitiva definida y en este caso, sus limites se-
rian de s’ a infinito; es decir:

[ee]

fz:[tfu)]ds - F(s)

Como es una integral impropia, se puede escribir:

(o)

J[ﬁ[tf(t)]ds =F(s)|;°=lim F(s)—F(s = s)

S—00
S

El primer limite de lim F(s) es igual a cero. El segundo limite es

S$—00

igual a un valor en funcién de ’ s ’; por lo tanto, se obtiene:

(0¢]

fﬁ[tf(t)]ds = F(s)|° = lim F(s) - E(s) = 0 — F(s)

S§—00
S

Lo que, se puede escribir:

(o)

[ eteponas =
A lo obtenido, se puede aplicar la derivada en funcién de ’s ”:

|| cterenas| = Lk

S

Aplicando propiedades de integrales, se obtiene:

L/ (1) = 2 F(s)
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Aplicando la definicién de Laplace, se obtiene:

L1/ (0] =~ [Fs)] =~ (L[ (0)] =

Con lo cual se demuestra que:

Ll (0) =~ 21 (1)

4. Propiedad de la Integral con la transformada de Laplace

Esta propiedad esta definida como:

: 1
L] | fode|=<LIf0)
J s =

Su demostracién esta basada en la definicién de:

a) Calculo integral:
[ sz =F0 — P =5
0

b) Transformada Laplace:
LIf(B)] = F(s)
c) La propiedad de la derivada de la transformada Laplace:
LIf' O] =sLIf ()] - f(t=0)

Se considera que, F(s) es la funcién primitiva, que por terminologia
se lo escribe con mayuscula; por lo tanto, se reemplaza:

0

LU 0)] = L ff(t)dt —ff(t)dt

El segundo elemento por propiedad de integrales es igual a cero, se
obtiene:

U=t | | foae|-o
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Por lo tanto: t

| [ rwnde| = et
0
El estudiante debe tener en cuenta, que la transformada Laplace
cumple la propiedad biyectiva; por lo tanto, las propiedades ana-
lizadas y demostradas, se las puede aplicar en la obtencién de la
transformada Laplace inversa.

4.4. Ejercicios Resueltos de la Transformada Laplace.

1. Obtenga la transformada de la f(t) = sint

v(s) = L[f(t)] = L[sint] = | f(t)e™>'dt = | sin(t)e *'dt
et Jne

Se debe integrar la integral impropia, para lo cual, se aplica le méto-
do de integracién por partes:

fsin(t)e"”dt = (—cost-e*")y - f(—se“"t)cos tdt
0 0

(o]

Jsin(t)e‘”dt = (~cost-e)  +s
0
Se trabaja el primer termino:

costdt

0%8

—COS &0

eSOO

(0¢]

(—cosx-e™)F = (—cos co-e75°)—(—cos 0-e*") = (

)+(1-1):0+1 =1

Se trabaja con el segundo elemento:

s | (e7)costdt =sL[y(s)]
J

Se trabaja con la integral que aparecié y nuevamente se aplica el
método de integracion por partes:

f( costdt = (sint-e”* J —sint)dt
0 0
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j )costdt = (sint-e™") SJ )(sint)d
0 0

Se trabaja el primer termino:

sin co

eSOO

(sint- e~ = (sinco- €)= (sin 0- ¢~*°) :( )+(o-1) —040=0

Se trabaja con el segundo elemento:

(o]

sj(e‘“)sintdt =

0

Finalmente se obtiene:
J(e_“) costdt =0—s J-(e_“)(sin t)dt = —s j(e‘“)(sin t)dt
0 0 0

Se reemplaza en la integral y se obtiene la ecuacién:

Jsin(t)e‘“dt =1+s —sf(e_St)sin tdt
0 0
fsin(t)e_”dt +5° J-(e_”)sin tdt|=1
0 0

sin(t)e*'dt(1 +s%) =1

0%8

(o)

1
—stdt —
JSII’I (1+S2)

0

Si en el argumento de la funcién trigonométrica tuviese la estruc-
tura:

w

sin(wt)e 'dt = ———
J (s + w?)
0
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2. Obtenga la transformada de la funcién f(x) = cost. En este ejerci-
cio se aplicara la propiedad de la derivada de la transformacién de
Laplace:

y(s) = L[cost] = L[(sint)"] = sL[sint] -ty =s- L 0=

s24+1
£l(sint)] = sL[sint] - ¢ L =7
int)]|=sL[sint]|—-t,=5s- -0=
> 0 s2+1 s2+1
Finalmente:
L t] =
lcost] = 57

Se puede observar la facilidad de la transformada aplicando sus
propiedades.

Si el argumento tiene la forma: f(x) = cos(wt) en ese caso la trans-
formada es iguala a:

L[cos(wt)] = "

3. Encuentre la transformada de Laplace de:
L[e* cos(wt)]

El ejercicio tiene la forma e f(t) y se lo puede resolver por diferen-
tes métodos:

a) Aplicando la definicion de la transformada de Laplace, pero co-
mo, se pueden imaginar, esto tomaria tiempo; ya que, se deberia
aplicar el método de integracién por partes, tres veces.

b) Aplicar la tabla, esto facilita el trabajo, ya que, esta hecho:
s—2
(s—2)2+w?

L[e* cos(wt)] =

c) También, se podria aplicar la propiedad de traslacién, y esto se
va a hacer, para verificar esta propiedad, la cual es:

L{e" f(8)] = LIf (xt]s—(s-a)

En este caso a = 2 y se escribiria:

E[f(t)]s—>(s—2)'

Lo que significa que, se encuentra la transformada Laplace de:

L[cos(wt)].
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Que es igual a:
L[cos(wt)] =

s2+w?
En esta transformada obtenida, se reemplaza s por s - 2, con lo

cual:
S s—2

2rw?  (s—2)2+uw?

[:[COS(IUt)]S_>(S_2) =

4. Encuentre la transformada de Laplace de:
L[tsin(t)]

El ejercicio tiene la forma tf (t) y se lo puede resolver por diferentes
métodos:

a) Aplicando la definicién de la transformada de Laplace, pero co-
mo, se pueden imaginar, esto tomaria tiempo; ya que, se deberia
aplicar el método de integracién por partes, varias veces.

b) Aplicar la tabla, esto facilita el trabajo, ya que, la transformada

esta hecha:
2s

(s2+1)?
c) También, se podria aplicar la propiedad de la segunda deriva-

da, y esto se va a hacer, para verificar esta propiedad, la cual
es:

L[tsin(t)] =

LI (0] = 2[f D))

En este caso el exponente de t es uno. Lo que significa que, se
encuentra primero la transformada y después se deriva.

L[sin(t)].

Que es igual a:
1

s2+1

L[sin(t)] =

. d 1 25
Lltsin(t)] = ds [52 + 1] - (s2+1)?

5. Encuentre la transformada de Laplace de:
L[t?sin(t)]

El ejercicio tiene la forma tf (t) y se lo puede resolver por diferentes
métodos:
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a) Aplicando la definicién de la transformada de Laplace, pero co-
mo, se pueden imaginar, esto tomaria tiempo; ya que, se deberia
aplicar el método de integracién por partes, varias veces.

b) Aplicar la tabla, la tabla presentada en este libro, no dispone
este tipo de transformada. El estudiante deberia encontrar una
tabla mas completa.

c) También, se podria aplicar la propiedad de la segunda deriva-
da, y esto se va a hacer, para verificar esta propiedad, la cual
es:

LI () = {1 (0)])

En este caso el exponente de t es dos, por lo que, se deberia
escribir:

LIPF(0) = LI (0] =~ (L[ 0)]
Se vuelve aplicar la propiedad:
L) = |- et -

Por lo que, se puede escribir, en la siguiente forma:

d d2
- ds[ 1L m] EONE

Lo que significa que, se encuentra primero la transformada y
después se deriva dos veces.

L[sin(t)].

Que es igual a:

L[sin(t)] =

s2+1

42 1 d 2s
L[t*sin(t)] = dszlsz+1]:%[(sz+1)2]

Se vuelve a derivar y se obtiene la transformada:

~2(3s%2-1)

L[t*sin(t)] = 1)
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6.

Resuelva la ecuacién diferencial:

d .
B 20 0=y

Es una ecuacién diferencial de primer orden con coeficientes cons-
tantes homogénea.

Como es una ecuacidn, es una identidad y por lo tanto, se puede
aplicar la transformacién de Laplace y se hace a ambos lados:

Se aplica propiedades de la Transformacién Laplace:

(dy | _
[: _E_ —[,[2})] =0

[dy ] _
[: _E_ — 2[,[3)] =0
sL[y]-yo—2L[y] =0

Lly](s-2) =y

_ Yo
Llyl=-—5

Ll =7 [ 2

e et

Se aplica las formulas de la tabla:

2t

Y =%o€

Que es la integral especifica de la ecuacién diferencial, que cumple
la condicién y =y,

. Resolver la ecuacién diferencial:

d*x ,
—— +w?x = sin(wt)

dt?
Donde: w es una constante; su condicién inicial x(0) = a, x’(0) = 0.

Es una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes cons-
tantes no-homogénea, con respecto la variable x.
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Como es una ecuacién, es una identidad y por lo tanto, se puede
aplicar la transformada de Laplace y se lo hace a ambos lados:

d’x .
L [W +w x] = L[sin(wt)]

Se aplica propiedades de la Transformada la Place:

L d_zx + L{w?x] = L[sin(wt)]
| di? B
[ d2x | ,

L Lﬁ_ +w?L[x] = L[sin(wt)]

Se analiza cada elemento de la transformada:

d’x|
ﬁ[ﬁ] =s“L[x] - sx, donde:xy=a

ar?

De la tabla se obtiene el valor:

L [dzx] =s’L[x] -sa

w
s2 +w?

L[sin(wt)] =

Se reemplaza en la ecuacidn y se realiza operaciones algebraicas:

2 B 2 __ v
s°L[x]—sa+w"L[x] S
2,02 o W
Lx](s“+w)—sa= o
L[x](s* +w?) = sa

s2 4+ w?

Llx] = ((szjwz))(s2 —t}wz —sa)

IR

(s? +w?)? 242

Se observa las expresiones obtenidos y se los compara con las ex-
presiones de la tabla de transformacién y si es necesario, se realiza
operaciones para que estas expresiones sean idénticos a los de la

tabla.

w? s

1
Llxl=— — 4.2
[x] w (s?+w?)? 4 s2 +w?
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En este momento, ya se esta en condiciones de aplicar la inversa de
la transformacién de Laplace:

LL[x]) = £ [l.2w—2_a. s ]

w (s?+w?)? s2 +w?

1 w? s
f— _1 _—— —_— _l .
x=L [w (s2+w2)2] £ [a s2+w2]

Se recuerda que, a y w son constantes:

x=—L1
w

2
w 4 E_l[ S ]
(s? + w?)? s2 4+ w?
Los elementos de la tabla permite obtener:

1
x = =—(sin(wx) — cos(wx)) + acos(wx)
2w
Que es la solucién especifica de la ecuacién diferencial del ejercicio.

8. Obtenga la transformada de f(t) = t". Para obtener esta formula, se
comienza:

a) Cuando n = 0; es decir, f(t) = t° = 1. Para lo cual, se aplica la
propiedad de la derivada.

f)=1— f(t)=0;f(t=0)=

LIf)=1]=L[f(t) = ]—Sﬁ[f t)=1]-f(0)
0=sL[f(t)=1]-

CIf ()] =
b) Cuando n = 1; es decir, f(t) = .
flr)=t— f(t)=1;f(t=
LIF() = 1] = LI (1) = 1] = sLIF (1)] - £(0)

£1] = < = sCIf (1)

cn|r—\

CIf(r) =] = =

s2
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¢) Cuando n = 2; es decir, f(t) = 2.
f)=t>— f()=26f(t=0)=0
LIf (1) = #]= £If (1) = 26] = SLIf (1) = ] £(0)
£21] = - = SCIf (1)

2L[f() = ] = 25 = SLIf(1) = 1]

Lif()=r]=25= 2

En funcién de los ejercicios realizados, se puede escribir:

Se ha obtenido una formula que representa la solucién del ejercicio,
la forma para verificar, si la formula es correcta, seria aplicando el
método de induccidén matematica.

9. Resolver la ecuacién diferencial:

% +3y=>5e"  sip(0)=4

Se observa que, es una ecuacién diferencial de primer orden con
coeficientes constantes no-homogénea, por lo cual, se puede aplicar
la transformacién de Laplace:
dy

——+ 3y

'cdt

= L[5¢*]

L % +L[3y] = L][5e*]

o

s _d_};_ +3L[y] = 5L[*]

sL[y]-f(0)+3L[y] = 5L[e*]
sC[y]—4+3L[y] =5L[e*]

LIyl -4+3Lly] = —

Ly](s+3)—4= s—%
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Lly](s+3)= i+4L

s—2
Llyis+3)= 22
Ll +3)= 220
Lyl +3)= 2
)= o

Lo obtenido al lado derecho de la identidad, no es en nada pareci-
do a ningun de los elementos de la tabla; por lo tanto, lo mejor es
aplicar fracciones parciales.

Y lo que se tiene, es una fraccién propia y para cada factor una
fraccién; es decir:
45s-3 A N B
(s—2)(s+3) s-2 s+3

4s -3 A(s+3)+B(s—2)

(s=2)(s+3) (s=2)(s+3)
4s-3=A(s+3)+B(s—-2)
Se aplica el método de relaciones:
Sis=2
4(2)-3=A(2+3)+B(2-2)—5=5A—A=1
Sis=-3
4(-3)-3=A(-3+3)+B(-3-2)—-15=-5B—B=3

45 -3 1 3
£[y]_(s—2)(s+3)_s—2+s+3

Se aplica la inversa de la transformada:

1

el =0 e ]

o Fel R o]
y=£L [5—2 tL s+3

e [
y=~ [5—2 +3L s+ 3
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Se busca expresiones iguales que en la tabla, se obtiene:

y=e”+3e7

Que es la integral especifica de la ecuacién diferencial, que cumple
las condiciones iniciales dadas.

Las aplicaciones de la Transformacién de Laplace son muchas, entre
ellas, se debe recalcar la solucidén de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales

10. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales.

3——=-2— = 2y+3z
£ at Si (0)=0; z(0)=1
4% - 4z
dt " dt ’
Para cada una de las ecuaciones se aplica la transformacién de La-
place:
dy _dz
—Z 222 =r[2
£[3dt dt] L[2y + 3z]

[I[ % —£[2% = L[2y]+ L[3z]

o .
31:[61—3; —21:[@ = 2L[p] +3L][2]

3(sL[y] - f (v = 0) = 2(sLIz] - f(z = 0) = 2L[y] + 3£[z]
3(sL[y]-0)—-2(sL[z]-1)=2L[y]+3L][z]
3sLly]-2sL[z]+2=2L[y]+ 3L]z]
3sLly]—-2L[y] - 2sL[z] -3L[z] = -2
L[y](3s-2)-L[z](25+3)=-2

El mismo procedimiento para la segunda ecuacién:

dy dz
L [E + 4%] = L[4y + z|

L d_y +L [4% = L[-4y]+ L[z]

1 i |
[dy ] dz|
ARG lﬁ _ _4r[y]+ £]2]
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SLIY] - F(y = 0) + 4(sL[z] — f(z = 0) = ~4L[y] + L]2]
sCly]-0+4(sL[z]-1) =-4L[y] + L][z]
sCly]+4sL[z] -4 =-4L[y]+ L][z]
sCly]|+4sLz]+4L[y]-L[z] =4
Llyl(s+4)+L[z](45-1)=4
Se forma un sistema con lo que se obtuvo:

L[y](3s-2)-L[z](2s+3) = -2
Llyl(s+4)+L[z](4s-1) = 4

Un sistema donde: L[y] vy L[z] son las variables a calcular. Para fa-
cilidad de calculo, se puede escribir el sistema, con un cambio de
variable; es decir, L[y] = a; L[z] = b : se obtendria:

a(3s—2)-b(2s+3) = -2
a(s+4)+b(4s—-1) = 4

Se puede resolver por cualquier método, pero el mas aconsejable es
Cramer:

L —2(4s—1)+4(2s+ 3) 141
(35—2)(45—1)+(s+4)(25+3) 14s2+14 s2+1
B 4(35s—2)+2(s+4) . 14s s
C (35s—2)(4s—1)+(s+4)(25+3) 14s2+14 s2+1
1 s
1=thl= oy b=y

Se aplica la inversa de la transformada y se obtiene:

1 S
_ -l . _ -l
y=~L [52+1]' z=L [52+1]

Al observar la tabla se obtiene:

y =sin(t); z=cos(t)

Que representa la integral especifica del ejercicio y que cumple con
las condiciones iniciales.

Como, se puede observar, en los ejercicios resueltos presentados, el
proceso de resolver los ejercicios de la transformada Laplace, es el
mismo:
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a) Se aplica la transforma de Laplace a la expresién dada,
b) Se aplica propiedades de la transformada Laplace,

c) Se despeja un el elemento de la forma L[f(y)]
)

d) En la mayoria de ejercicios, se aplica fracciones parciales; con
lo cual, facilita la aplicacién de la inversa de la transformada
Laplace L7'[L[f(p)]], con lo cual, se obtiene la solucién de la
expresion dada.

En algunas ocasiones el proceso de la inversa de Laplace, se com-
plica y en esos casos, se debe aplicar las propiedades de la transfor-
mada Laplace.

11. Obtenga la inversa de la transformada Laplace de:

)

En este caso y en casos parecidos, lo mejor es aplicar propiedades
que anteriormente, se analizo:

d
Lt (5] =~ LLF ()
Se aplica a ambos lados la inversa de la transformada de Laplace:
-1 | 4
LO[Ltf O] =L [—%ﬁ[f(t)]]

Se puede escribir:

d
=L ——L[f(t
(0 [ S LIf >J]
Se recuerda la definicién de la transformada de Laplace:

LIf(t)]=F(s)

Se aplica la inversa de Laplace a la definicién:

LULIf (] = L7 F(s)]
Se obtiene:
f(t)=LT[F(s)]

Se reemplaza en la propiedad:

XL [F(9) = £ [—%ﬁ[f(t)]]
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t ds

Lo ultimo escrito nos indica que, para encontrar la inversa de La-
place de una transformada de Laplace (F(s)), se debe:

L7F(s)] = l[l_l [—iF(s)]

a) Encontrar la derivada de F(s),

b) Encontrar la inversa de Laplace de la derivada.

+2
En este ejercicio, F(s) = ln(s—):
s

ol je [l je [ (5)

_ %ﬁ_l [_% (In(s +2) - ln(S))] =L [‘(L - l)] )

s+2 s
d
= %[Z_l [—% (In(s+2) — ln(s))] = %[E"l E — H%] =

Se aplica propiedades de la transformada de Laplace y se obtiene:

e e e

Al revisar la tabla de transformaciones se obtiene:
+2 1
e m(Z2)] =2
S t

12. Obtenga la inversa de la transformada Laplace de:

En este caso y en casos parecidos , lo mejor es aplicar propiedades
que anteriormente, se analizo y un elemento que nos indica que se

debe aplicar la transformada de Laplace con integrales, es 3

La propiedad de la transformada de Laplace con integrales es:

! 1
‘M f(t)dt] = f (o)

Se aplica a ambos lados la inversa de la transformada de Laplace:

e el [ g |- e et
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Se puede escribir:

[ siar=c|erpn
Se recuerda la definicién de la transformada Laplace:

Lf(t)]=F(s)

Se aplica la inversa de Laplace a la definicién:

LLIf ()] = L7 E(s)]

Se obtiene:
f(t) =L [F(s)]

Se reemplaza en la propiedad:

Ltﬁ—l [F(s)]dt = £ [lF(s)]

S

Por lo tanto, se obtiene:

! EF(S)] _ fot,c—l (E(s)]dx

Lo ultimo escrito nos indica, que para encontrar la inversa de La-
place de una transformada de Laplace (F(s)), se debe:

a) Encontrar la inversa de la transformada Laplace de F(s),

b) Encontrar la integral de esa inversa de Laplace.

1 .
c) En el caso de que, el componente — estuviese al exponente 'n’
s

en ese caso, se debera integrar 'n’ veces.

1
En este ejercicio, F(s) = -2 se debe encontrar su inversa Lapla-
ce; es decir:
_ o[ 1 ST V2
N s

Se aplica propiedades de Laplace:

e e -t
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Se encuentra la integral:

J —sinh \/_t \/_J sinh \/_t

Se realiza un cambio de variable V2t = k, se deriva V2dt = dk, se

reemplaza :
1 (! dk 1 Jf 1 1
= — | sinh(k)=— == | sinh(k)dk = = coshk|; = = cosh(V2t|!
75 | sinh 942 =5 | sinh (k) = 5 coshily = 5 cosh(Vatl

Por lo tanto, se reemplaza los limites:

1 1
Ecoshtlf) =3 [cosht—1]

L [%(521_2)] _ Ltz:-l [Szl_z]dt _ %[cosht—l]

13. Resuelva la ecuacién diferencial aplicando solamente propiedades
de Laplace:

-2t

v +4y’+4y = (cost + 2sint)e si p(0)=-1, (0)=1 (4.1

La ecuacidén (1.1) es una identidad y se aplica propiedades de alge-
bra, a ambos lados aplica la operaciéon de Laplace:

Ly +4y" + 4y} = L‘{(cost+ 25int)e‘2t} (4.2)
A cada lado de la ecuacién (1.2)se aplica propiedades de Laplace:
L} +4LY) +4L{) = L{e cost)+2L{e ™ sint) (4.3)

L) =L -s(f(t=0 -y (t=0)=Lts(1) =1 (44)

L{y}=sL{y}+1 (4.5)
Se aplica propiedades de Laplace al lado derecho de la ecuaciéon
(1.2):
2t S sS+2
= = —_ 4.
E{e cos t} L{cost},  .» (52 3 )s—>s+2 Gr2211 (4.6)
l:{e_zt sin t} = L{sint} = ( ! ) - (4.7)
5—s5+2 2+ 1 en (S n 2)2 1 .
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De las expresiones (4.4) a (4.7) se reemplaza en la ecuacion (4.3):

) B o s+2 1
s Lyt +s—1+4sLi{y}+4+4L{y} = G127+l +(S+2)2+1 (4.8)
Se aplica asociativa y distributiva:
2 o s+2 1
[l{y}[s +45+4]+s+3_(S+2)2+1+(S+2)2+1 (4.9)
’ . 5+2 2 _
z:{y}[s +4s+4]_ SIS R P (s+3) (4.10)
Se despeja L{y}:
s+2 2 1
Llyh= (s+2)2+1 " (s+2)2+1 ~(s+3) l52+45+4] (4.11)
s+4 ] 1
,C{y}— m—(S'F?))A m (412)
s+4 s+3
Lyl = [(s+2)2+1](s+2)2| [(s+2) (4.13)

Ahora, se aplica la inversa de Laplace a ambos lados de (4.13) y
aplicamos las propiedades de la inversa:

| o s+4 s+ 3
L{Lv =L {L$+2y+1ﬂs+2ﬁ _(S+m2}
) s+4 B s+3
=L 1{[[<s+2>2+11<s+2>2]}_£ { (s+2)7 }

Se tiene dos inversas que resolver, se lo hard independientemente y

se aplicara sus propiedades:
o1 )|s—2+3
}s+2—>s =L {[ (s)2

£—1{ }: e—2t£—l{
s—>s5—-2
t p—1 1
)

Se divide en dos fracciones y se aplica propiedades:

R | e
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Se utiliza la tabla de Laplace basica:
e M [1+t]=e* +te? (4.15)
En forma similar se trabaja con el segundo elemento:

s+4

Cof e S+ 2
[(s+z)2+1](s+2)2}s+2—>s =L {[<s)2+1](s)2}

s—>s—2

LML) = ﬁ‘l{

La ultima parte de la expresion (4.13) se la puede comparar con la
propiedad de la inversa:

c {lp(s)} - fz—l (F(s)) dt

S
C ) 1 ) )
En el ejercicio se tiene — por lo tanto, se tendra la doble integral:
S

s+2
JJ 52+1 dt

Se encuentra la inversa, para lo cual, se separa en dos fracciones:

g Ss+2) . S a4 2 ) ,
L {s2+1}_£ {52+1}+£ {52+1}—cost+2smt

Se integra:

t t t
J (cost+2sint) = Jcos t+2 j sint = sint|j—2cost|j, = sint-2(cost-1)
0 0 0
La segunda integral:

t t t t

J(sint—Z(cost— 1))dt = Jsintdt—ZJcostdt—kadt =

0 0 0 0
= e H(—cost|) — 2(sint|}) + 2t|) = —(cost — 1) — 2sin t + 2t)
La respuesta seria:
2 te™ e (—cost|h - 2(sint|y) + 2|y = —(cost — 1) — 2sin t +2t))

e (3t —cost—sint +2)
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4.5. Ejercicios Propuestos de la Transformada de Lapla-

ce.

1. Encontrar las transformadas de:

a) f(t) = cosh(t) +cos(t)
b) f(t) = cosh(t) - cos(t)
¢) f(t) = sin’(t)

d) f(t) = cos(at)cos(bt)
e) f(t) = tsinh(at)

f) f(t) = e cosh(t)

¢) f(t) = tcos(at)

a) f(t) = sinh(t) + sin(t)
b) f(t) = sinh(t) - sin(t)
¢) (1) = cos?(1)

d) f(t) = sin(at)cos(bt)
e) f(t) = t*sin(at)

f) f(t) =sinh(t) -t

2. Aplicando la transformada de Laplace resolver las siguientes ecua-
ciones diferenciales, dadas la condiciones iniciales:

a) Y +2y==6 1(0)=0
b) y -y = xe** 9(0)=0
¢) " -2y" = (x> +x-3)e* p(0)=0; p'(0)=2
d) y "+2y"+ 2y = 2e7*sin(x) p(0)=1 79’(0)=1
e) v’/ -4y’ +4y =x*-8 »(0)=0 9’(0)=0
Ny +y = cos(t) p(0)=1 2(0)=0
g) 2 +y 0 »(0)=0 »'(0)=0
h) v -4y’ + 4y = 8xe™* p(0)=0 (0)=0 9p”(0)=1
i)y 3y +2y =8¢ »(0)=0 (0)=0 9”(0)=0
j) ¥+ w?y = cos(wt) p(0)=a '(0)=1
k) x” + a*x = ce™" x(0)=0 x’(0)=1
) v’ + 4y = xsin(2x) p(0)=0 9’(0)=0
m) y” -y =x* p(0)=1 p(0)=1
n) y"” -y’ =sin(x) y(1)=0 »'(0)=1
)y =2y"+y =sin(x) p(0)=0 2(0)=0
0) y'+ 2y = 2 x5 YO)=1 y(0)=2
Py +2y=x"+2 p(0)=0 (1)=3
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q) v’ -3y’ +2y=¢ y(0)=2 y'(0)=1

r) v” -4y’ + 3y = e**sin(x) y(1)=0 7’(0)=2
s) v+ 4y = x* + e**sin(x) 1(0)=0 1’(0)=0
t) v”+ 4y = xsin(x) p(0)=1 v’(0)=0
u) v’ -3y’ + 2y = 3x + 5sin(2x) y(0)=2 v’(0)=0
v) v+ 3y + 2y = sin(2x) + cos(x) 1(0)=0 v’(0)=0
w) ¥’ +5y"+6y=e*+3sin(2x)+1  p(0)=2 y’(0)=1

TABLA DE TRANSFORMACIONES LAPLACE

N¢ | Nucleo f(x); x> 0 | Transformada L[ f (x)]
1
1 1 — res>0
S
1
2 e* — res>rea>0
s—a
S
3 cos(wx) g e >0
: w
4 sin(wx) T €S >0
: w
5 sinh(wx) g Tes > |w|
h S
6 cosh(wx) o e > |w|
1
7 xe™ res>rea
(s —a)?
x" 1
8 ! (571 (n=1,2,-)
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9 x" e # (n=1,2,---)res>0
10 Lsin(wx) % es>0
2w (5?2 + w?)?
11| e**cos(wx) (S_Sa)_ziwz res>0
12| e*sin(wx) 5o ;;; 2 es >0
13 | e* cosh(wx) G _sa)—za_ 3
14| esinh(wy) | a;‘; —

Transformada Laplace
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