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Prefacio

Este texto, es el sexto volumen de una serie de diez voliumenes. Ha sido realizado con el propésito
de ayudar a todos aquellos estudiantes que estén interesados en mejorar y profundizar sus conoci-
mientos en el drea de la matemadtica, y para todos aquellos estudiantes que desean incrementar sus
habilidades en resolver ejercicios de diferentes niveles de dificultad del drea de la matematica.

Esté Compendio de matematica, ha sido preparado; para que, cumplan con el programa obligato-

rio, que se estudia en el curriculo de las Universidades, que tienen la facultad de Ingenieria; el cual,
tiene principalmente los temas de:
Conjuntos, los numeros reales, induccién matemadtica, relaciones y funciones, polinomios, funcio-
nes exponenciales, funciones trigonométricas, funciones logaritmicas, geometria analitica, sistema de
ecuaciones, planificacién optima, series numéricas, cilculo diferencial de una variable, de dos o mas
variables, cdlculo integral de una o mas variables, ecuaciones diferenciales y métodos numeéricos, que
espero cumpla con las exigencias de la facultad.

En este volumen, se encuentra los temas de integrales indefinidas, definidas, aproximadas, aplica-
ciones de integrales, funciones de dos o més variables, integrales dobles y triples.

De mi observacion de estos altimos afos, en los cuales he ensefiado estds materias, me ha permitido
llegar a la conclusién; de que, justamente el nivel de conocimientos; asi como, la habilidad de resolver
diferentes tipos de problemas, tiene gran influencia en el éxito de permanencia de los estudiantes en
las facultades de Ingenieria.

El libro pretende lograr los siguientes objetivos:

1. Introducir al alumno de ingenieria en temas técnicos de razonamiento.

Muchos de los problemas requieren un cuidadoso analisis de su estructura y posibilidades 16gi-
cas, de ese andlisis cuidadoso, se observara con frecuencia que, la solucién de un problema re-
quiere técnicas simples y la aplicacién de ellas dara una solucién al ejercicio.

2. Incluir una gran variedad de problemas; asi como, indicar una gran variedad de aplicaciones.

Las soluciones de algunas aplicaciones conducen, por si mismas, a procedimientos deductivos,
que llevan a algoritmos especificos. Este enfoque refuerza la relacién intima existente entre estéd
disciplina y los diferentes campos de la ciencia.

3. Desarrollar la madurez matematica del estudiante mediante el estudio de estos temas, que son
de mucha ayuda en un drea tan diferente a otras; como es el célculo.

4. La de ayudar a los profesores en la preparacion de sus clases, de las diferentes formas de eva-
luacién; asi como, a los estudiantes en su preparacién y mejorar su nivel de conocimientos de la
materia.

Los pre-requisitos, para este libro, son principalmente un interés por abordar y resolver diversos tipos
de problemas, una formacién basica en el dlgebra de secundaria. Mi mayor motivacién, para escri-
bir este libro, ha sido el impulso recibido en los dltimos diez afios de mis alumnos; asi como, por
recomendaciones de las autoridades de la facultad de Ingenieria.

En el libro, se ha tratado de presentar los diferentes temas en la forma més simple y clara posible,
ademas, al final de cada tema hay un conjunto de ejercicios diversos cuya solucién quiza requiera la
aplicacién de varios teoremas. Los ejercicios al final de los temas estdn disefiados para:

1. Aplicar las ideas presentadas en cada tema.
2. Enlazar ideas de temas anteriores con las ideas de los nuevos temas.

3. Desarrollar otros conceptos relacionados con el material dado.



Si el espacio lo permitiera mencionaria a cada uno de mis estudiantes que asistieron a mis cursos y
sugirieron la redaccién de un texto a partir de las notas de clase.

Deseo expresar mis agradecimientos, muy especiales, al PhD. Jaime Jarrin, amigo y colega de la
Facultad, que estudiamos en Polonia, en diferente tiempo, quien con su motivacién, consejos y ayuda
me permitié, el escribir de mejor forma este libro.

No obstante, si hay algunas personas a quien debo el mayor agradecimiento es, sin duda: a mi
esposa, Dorota , a mis hijos, Damidn, Marcel y ultimamente a Rubi; que sin sus aportes, paciencia,
motivacién y ayuda; este libro hubiese sido imposible de elaborar.

Un especial agradecimiento a mi compafiero de trabajo y de drea de matematicas MSc.. Eduardo
Rodriguez, quien en el transcurso de este ultimo semestre, tuvo que leer este compendio de Calcu-
lo Integral, para preparar sus clases de calculo y significativamente lo mejoro.
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Integrales Indefinidas

1. Elementos Basicos de una Integral Indefinida
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3.1 Ejercicios Resueltos de Integrales Indefinidas
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CAPITULO 1. Integrales Indefinidas

1.1. Elementos Basicos de una Integral Indefinida

Si el dominio de la funcién f(x), se encuentra en el intervalo cerrado [4,b] y a este intervalo, se
lo divide en ’'n’ subintervalos y la forma como se seleccione a estos puntos, es indiferente; es decir:
X1, Xp, X3, Xg,°*+, X, locual, se escribe:

Aa=x9<X] <Xp<X3-+<X,_1<x,=b

La longitud de estos subintervalos [x;_;;x¢] donde, k =1,2,3,---,n se la asigna la terminologia de Ax
y se lo define, como la variacién de ’ x” :

AXp = X — Xj—q

Esté relacion, se la obtuvo al aplicar uno de los fundamentos basicos de Geometria Analitica, que es
la distancia de un segmento entre dos puntos.

Los puntos xi, X, X3, X4,---, X,_1 definen la divisién del intervalo [4;b] en 'n’ subintervalos y
a estd subdivision de la define como: A,,.

Se considera al nimero 0, al subintervalo de mayor longitud y se lo define:

0, = max Ax
" igk<n "
Y se la conoce como la medida media de los subintervalos.
En cada uno de los intervalos [x;_1;x;] se toma un punto cualquiera &, se calcula f(x = &)y, se
considera la suma de los productos:

Sn=) flE)- by
k=1

A estd suma, se la conoce con el nombre la suma integral de Riemann de la funcién f(x) en el intervalo
[a;b] que corresponde a la subdivisién A,,.

Ahora, se forma una sucesién de las subdivisiones (A,) en el intervalo [4;b] a la cual, se la conoce con
el nombre de sucesién normal de las subdivisiones; siempre y cuando, le corresponda a una sucesién
de la medida de medias que tiende a cero (nh_)r{.lO 0, =0).

En funcién de este analisis, se puede escribir la definicién de una integral: Si para toda sucesién
normal de la subdivisién del intervalo [a;b] la sucesién de las sumas (9,) es convergente al mismo
limite, independiente de la forma, como se considere el punto &, a este limite, se lo denomina la
integral definida de la funcién f(x) en el intervalo [a;b] y su simbolo es:

b
J-f(x)dx Integral Definida
a

A esta definicién, se lo puede escribir en la forma:

O0p—00

b n
Jf(x)dx: 1lim Zf(x:ék)~Axk Integral Definida
1
a

En el momento, en el cual, el intervalo no es conocido y se realiza el mismo tipo de anélisis, se deno-
mina integral indefinida:

Jf(x)dx:blim Zf(x:ék)~Axk Integral Indefinida
n—>00 1

1.2. Integral Indefinida

La funcién primitiva de la funcién f(x) en el intervalo a < x < b, se llama a toda funcién F(x), de
la cual, al encontrar su derivada F’(x) es igual a la funcién f(x), para todo valor de 'x’ del intervalo
a < x < b. Dos funciones que tienen en un determinado intervalo, la misma derivada, se diferencian en
la constante.

8 Integrales
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La integral indefinida de la funcién f(x), se lo simboliza:

Jf(x)dx

a la expresiéon F(x) + C, donde F(x) es la funcién primitiva de la funcién f(x), a C es una constante
cualquiera. Por lo tanto:

ff(x)dx =F(x)+C «— F'(x)=f(x)
De lo escrito, se obtiene las siguientes conclusiones:

1. Puede existir diferentes métodos para conseguir la funcién primitiva F(x), pero al derivarla, se
debe llegar a una sola ( dnica ) funcién f(x),

2. La funcién F(x), tiene que ser continua en un intervaloa <x <b
3. Laidentidad escrita, se la conoce como la definicién de la integral indefinida.

4. La definicién nos indica que, la operacién de integracién y la operacién de derivacién son fun-
ciones inversas.

5. La integracién de una misma funcién en un intervalo dado, se diferencia a lo mucho por la
constante.

1.3. Tabla Basica de Integrales Indefinidas
La tabla bésica de integrales indefinidas, son aquellas integrales, que se las obtiene en forma di-
recta, aplicando solamente la definicién de integrales.
Por ejemplo: se tiene una funcién f(x), a la cual, se le aplica la derivada:
f(x)=sin(x) —  f’(x)=cos(x)
Lo cual, se lo puede escribir de diferente manera:

f'(x)=cos(x) —>  (sin(x)) = cos(x)

Lo obtenido es una identidad y como tal, se la debe tratar. Ahora, se aplica a ambos lados de la iden-
tidad la operacién matemadtica de integracién; es decir:

(sin(x)) = cos(x) —> f(sin(x))'dx = Jcos(x)dx

Como la integracién y la derivacién son operaciones matematicas inversas:

J(sin(x))’dx = Jcos(x)dx —  sin(x) = jcos(x)dx

Por lo tanto, se ha obtenido una integral basica; es decir, la integral de la funcién coseno es igual a la
funcién sin(x):

J-COS(x)dx =sin(x)+ C

Como no hay un intervalo, en el cual, se va a integrar, se aumenta la constante C. Aplicando el mismo

Integrales 9
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razonamiento, se puede obtener todas las integrales bdsicas.

de = x+C
fe"dx = e*+C
Jcos(x)dx = sin(x)+C
fsm(x)dx = —cos(x)+C
d_x = In(x)+C x>0
X
% = 24x+C x>0
d_.;C = _l + C X # O
X X
ax
a*dx = +C azl;a>0
In(a)
d
J‘ i = tan(x)+C cos(x) =0
cos2(x)
j _ dzx = —cot(x)+C sin(x) =0
sin“(x)
d
f — = —coth(x)+C
sinh“(x)
J‘d—z = —tanh(x)+C
cosh”(x)
dx .
= arcsin(x)+C =—arccos(x) -l<x<1
1—x2
d
J‘ 2 _): I = arctan(x)+C
dx .
= In(x+Vx2+1) =arcsin(x)+C
x2+1

fcosh(x)dx = sinh(x)+C

fsinh(x)dx = cosh(x)+C

xn+1
fx”dx +C n=-1;
n+1

1.4. Propiedades de Integrales Indefinidas

La operacién de integracién y de derivacién son operaciones matematicas inversas; por lo tanto,
sus propiedades deben ser muy parecidas y mutuamente se complementan: Sus propiedades son:

1. La integral de la suma de dos o mas funciones, es igual a la suma de la integral de cada una de
las funciones.

[+ gonar= [ pears [ gwax
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Esta es la propiedad aditiva, que también, es aplicada a limites; asi como, a la derivada de fun-
ciones. Y ademas, se aplica en ecuaciones diferenciales.

2. La constante en el interior de una integral, se la puede sacar delante de la integral.

JK F(x)dx = KJ-f(x)dx

También, es una propiedad, que se aplica a limites, derivadas y ecuaciones diferenciales

3. Si se tiene dos funciones con la variable ’x’ y son continuas sus derivadas, entonces:

fg<x> A(F() = f(x)-glx) - ff(x)d(g(x))

Esta propiedad aparece de la propiedad de la derivada; es decir, la derivada del producto de dos
funciones:

(f(x)-g(x))" = f'(x)-g(x) + f(x) - &'(x)
De aqui, se despeja una de los elementos:

f1(x)-8(x) = (f(x)-g(x)) = f(x)-&'(x)

A esta ultima identidad, se toma la operacién de integracién a ambos lados:

fg(x) () = f (£ g(x)) — f(x)-g'(0)]dx

Se aplica la primera propiedad:

fg(x) () = j(f(x) g dx— ff(x) ¢

Se aplica la definicién de integracién:

fg(x) F()dx = f(x)-glx) ~ ff(x) ¢/()dx

Se debe recordar que: f’(x)dx = d(f(x)) = (f(x))’ representan lo mismo.

Esta propiedad es conocida, como el método de integracién por partes, y como se puede apreciar,
se aplica en el momento en que, la integral este conformada de por lo menos de dos funciones
diferentes.

4. Si para el intervalo a < x < b, la funcién g(x) = u, tiene su derivada continua en el intervalo
A < g(x) < B, la funcién f(u) es continua en el intervalo [A,B]:

[ stetng'wax= [ runds
Después de integrar el lado derecho, se regresa a la variable 'x’. A esto se lo conoce, como la
integracién por cambio de variable.

Los dos ultimos numerales, ademads de ser propiedades, son métodos de integracién y son los tnicos
métodos de integracién, que se aplica. El estudiante debe dominar estos métodos, si desea entender la
operacién de integracién de una funcién f(x), dada.

1.4.1. Ejercicios Resueltos de Integrales por Partes o Cambio de Variable

1. Encuentre la integral de I = Ix(x —1)(x—2)dx.

Se lo transforma a su forma polinomial:

) ) xt w3 X
f(x3—3x +2x)dx=jx3dx—3jx dx+2dex: 2—3?+27+C
iFinalmente:
x4 )
I:Z—x3+x +C

Integrales 11
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2. Encuentre la integral I = f(x2 —x+1)%dx.

Se desarrolla el trinomio:
I=(x*=2x3+3x>—2x+1)dx

I :fx4dx—2fx3dx+3fx2dx—2jxdx+jdx

5 4 3 2

X X X X
[==—-2> 43 -2 +xC

5 ‘33

5 .4
I:%—%+x3—x2+x+C

3. Encuentre la integral I = f(x2 +a®)xdx

Se lo resuelve por dos diferentes métodos:

4 2
({2 2 _ (3 2 _X X
a)I_j(x +a)xdx_fx dx+a fxdx_ 1t 2+C

b) Se realiza un cambio de variable: x2 + a% = u, se deriva ambos lados de la identidad, se
obtiene: 2xdx = du, se reemplaza:

du 1 1u? 1
I_J(x +a)xdx_fu2 2Judu 75 4(x +a°)°+C

)
4. Encuentre la integral I = j de
I
Se separa en dos integrales, x > 0:
42 3
I :f—x(\/} ad %)dx: J X\/)_Cdx— al g/;dx

Se aplica propiedades de funciones exponenciales:

11 1 -1 5 37
:Jx-xzx 4dx—J‘x3-x3x4dxzjx4dx—Jxl2dx:

4 12 4 12
= 53(% —Ex% +C= §x2%—@x4 %+C

5. Encuentre la integral I = f de
x

Se integra:

Se separa en dos integrales, x ;0:

I= jv_fdx_JV_fdx = Jx§x2dx—Jx§x2dx
X b

I= J-\/—;_Cdx— f ifdx = Jx%x‘zdx—fx%x_zdx
X b

= J-x_%dx— Jx_%dx = 2x2 —+%x_% +C
xdx
(x2 +a2)n

Se realiza un cambio de variable: x% + a2 = u;u > 0, se encuentra su derivada: 2xdx = du, se

reemplaza :
d d 1 —n+1
I:JL:J - :—ju”du: L iC
(x2 +a?)" 2ut 2 -n+1

u—n+l -1 -1
I= +C = +C = +C az0;x=1
-n+1 (n—1)un1 (n—1)(x2 +a2)r1

En el caso de que n = 1, se tiene:

I:J-(x&:%ln(x2+a2)+c

6. Encuentre la integral I :f

12 Integrales
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d 3
7. Encuentre la integral I = j X ; x> =
2x-3 2
Se realiza un cambio de variable: V2x -3 =t
Vox—-3=t—2x-3=1t>
Se deriva la identidad:
2x—3=1t* — 2dx = 2tdt —> dx = tdt
se reemplaza:
d tdt
I:J a dx:j—:Jdt:t+C:\/2x—3+C
V2x-3 t
3
8. Encuentre la integral I = fx2V2x3 —3dx; x> i/;
Se realiza un cambio de variable: V2x3 -3 =t
Voxd-3=t—2x3-3=1
Se deriva la identidad:
2 1
6x2dx = 2tdt — x?dx = ctdt— xdx = St
se reemplaza:
1 1
I= Jx2V2x3 ~3dx = Jgtzdt =3 J t2dt =
_Le C= ! V2x3 ’ C
= 53 +C= 6 ( X7 — 3) +
9. Encuentre la integral I = fxex2 dx
Se realiza un cambio de variable: x> = t
Se deriva la identidad:
2xdx = dt
se reemplaza:
dt 1 1 1 2
I = XZ = tZ- = — t = — t = _e*
fxe dx fe > zfedt 5e +C 5e +C
10. Encuentre la integral I = Isin(x)cos(x)dx
El ejercicio se lo puede resolver por tres diferentes formas.
a) Cambio de variable: sin(x) = t — cos(x)dx = dt Se reemplaza:
£2 2
I= J‘sin(x)cos(x)dx = J.tdt =3 +C= 51n2(x) +C
b) Se utiliza identidades trigonométricas
1
sin(x)cos(x) = Esin(Zx)
Se reemplaza:
1 1
I= Jsin(x)cos(x)dx = J 5 sin(2x)dx = 3 fsin(Zx)dx
1 .
I=— j sin(2x)dx =
2
Cambio de variable:2x = u — 2dx = du y se reemplaza:
1 . 1 . du 1 .
I= 5 fsm(Zx)dx =3 fsm(u)T =1 jsm(u)du =
1—1 in(u)du = ! (u)+C= L (2x)+C =
=7/ =~y cos = - cos =
Integrales 13
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c) Cambio de variable: cos(x) = t — —sin(x)dx = dt, se reemplaza:

2
I= jsin(x)cos(x)dx = ——[tdt = —% +C= —%cosz(x) +C

Como, se aprecia, se tiene tres diferentes resultados, para comprobar se tiene dos métodos:

1) Al derivar los resultados:

[—% cos>(x) + C], = %cos(x)sin(x) = cos(x)sin(x)

[—% cos(2x) + C]’ = %sin(2x) = % sin(x)cos(x) = cos(x)sin(x)

[sinz(x)

7 + C] = %sin(x)cos(x) = sin(x)cos(x)

2) La diferencia entre dos cualquiera de estos resultados tiene que dar una constante:

[sin;(x)] - (—% cosz(x))

%(sinz(x) +cos?(x)) = N
In(x)
X

11. Encuentre la integral I = f

d
Se aplica un cambio de variable: In(x) =t — ?x =dt, se reemplaza:

I:Jlnix)dx:ftdt:§+C: (1n(2x))2 +C

xdx
V1 — x4

Se aplica un cambio de variable: x> = t — 2xdx = dt, se reemplaza:

12. Encuentre la integral I =

xdx dt 1 1
I= J = = —arcsin(t) + C = = arcsin(x?) + C
Vi-xt J 2vi-g2 2 2

13. Encuentre la integral I = jxsin(x)dx

Se aplica el método de por partes, su férmula es:

fg(x)-f’(x)dx =f(x)’g(x)—ff(x)-g’(x)dx

gx)=x f(x) = sin(x)dx

- !

g'(x)=dx [ f(x)dx = [ sin(x)dx
!

f(x) = —cos(x)

Se reemplaza:

J.xsin(x)dx = x(—cos(x)) — J(—cos(x))dx
fxsin(x)dx = —x(cos(x)) + J‘(cos(x))dx +C

fxsin(x)dx = —x(cos(x)) +sin(x) + C

14
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14. Encuentre la integral I = Jex sin(x)dx

Se aplica el método de por partes, su formula es:

[ - 570x = 0219001~ [ 05

g(x) =sin(x) f/(x) = e¥dx
i S
8'(x) = cos(x)dx [ f(x)dx = [ e*dx
!
flx)=e*

Se reemplaza:

Jex sin(x)dx = e*sin(x) — f(ex cos(x))dx

El segundo miembro tiene una integral con dos funcione; por lo tanto, se vuelve aplicar el méto-
do por partes: Se aplica el método de por partes, su férmula es:

[ - 50dx = 1219001~ [ 0

g(x) = cos(x) f'(x) = e¥dx
1 1
g’(x) = —sin(x)dx [ f(x)dx = [e*dx
!
flx)=¢

Se reemplaza:

f e* cos(x)dx = e* cos(x) — J —(e*sin(x))dx

~

e* cos(x)dx = e* cos(x) + J-(ex sin(x))dx

J

Se reemplaza en la integral anterior de la primera parte:

r

e*sin(x)dx = e* sin(x) — j(e" cos(x))dx

J-ex sin(x)dx = e*sin(x) — [¢* cos(x) + J-(ex sin(x))dx]
fex sin(x)dx + J(ex sin(x))dx = e* sin(x) — e* cos(x)
2 J(e" sin(x))dx = e* sin(x) — e* cos(x)

2 f(ex sin(x))dx = e*[sin(x) — cos(x)]

f(ex sin(x))dx = %[sin(x) —cos(x)]+C

15. Encuentre la integral I = J-ln(x)dx

Esta es una de las integrales, que el estudiante la va a utilizar con mucha frecuencia.

El método a utilizar es por partes. Su férmula es:

[0 57 0dx = 131901~ [ 0

Integrales 15
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g(x) = In(x) f/(x) = dx
b !
g == [ f/(x)dx = [ dx
!
flx)=x

Se reemplaza en la integral:

Jln(x)dx =xIn(x) - Jx- %
Jln(x)dx =xIn(x) - J dx

Jln(x)dx =xIn(x)—x
Jln(x)dx =x[In(x)-1]+C

16. Encuentre la integral I = J-xlo In(x)dx

El método a utilizar es por partes. Su férmula es:

[ g7t = 1000 [ 7100-

g(x) =1In(x) f/(x)=x0dx
{ {
g0=2 [fde= [x
! 11
x
flx)= 11

Se reemplaza en la integral:

I= [ 2In(xdx = xMnx) [ xdx
11 11x

11
I= Jxloln(X)dx _x Inlx) iJxloalx
11 11

Winx) 1 x'!
I= | xn(x)dx == LI
Jx ndx = =9~ 7 7

_ 10 _x _L
I_fx In(x)dx = 11 [ln( ) 11 +C

17. Encuentre la integral I = j(ln(x))zdx

El método a utilizar es por partes. Su férmula es:

[ - 50x = 02190~ [ 05

g(x) = (In(x))? f(x)=dx
1 ] 1
g/(x)=2In(x)- [ F/(x)dx = [ dx
!
flx)=x

16 Integrales
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Se reemplaza en la integral:

dx

I= J(ln(x))zdx = x(In(x))? - Zlen(x) —

I= j(ln(x))zdx = x(In(x))? - ZJ-ln(x)dx

El segundo miembro ya se lo integro en un ejercicio anterior.

I= j(ln(x))zdx = x(In(x))? - 2x(In(x) - 1)+ C

18. Encuentre la integral I = J-arctan(x)dx

El método a aplicar es el mismo, para todas las integrales que contengan funciones trigonométri-
cas inversas. El método a utilizar es por partes. Su férmula es:

[0 5 0dx = 031900~ [ 05

g(x) = arctan(x) f'(x)=dx

3 ; l

7 X ’

g0 =5 J £ df {dx
flx)=x

Se reemplaza en la integral:

I= Jarctan(x)dx = xarctan(x) —j xdx

x2+1

En la segunda integral se realiza un cambio de variable: x> + 1 = t — 2xdx = dt
xdx 1 1 ’
sz_” f Eln(t):zln(x +1)

xdx
x2+1

Se reemplaza:

I= J-arctan(x)dx = xarctan(x) —J‘
I= Jarctan(x)dx = xarctan(x) — %ln(x2 +1)+C

19. La aceleracién en un movimiento lineal, se la expresa con la formula a = 12¢% + 18sin(3t) — 2.
Encontrar una relacién que defina la velocidad v’ con respecto el tiempo. Si parat =0, la

velocidad v = 10[ﬂ]. Encontrar ademas, la relacién que define el desplazamiento 'x’. Si para t =

s
0 x = 5[m] Esta es una aplicacion de la ingenieria de la mecanica. En este caso, se recurre a una

definicién de la aceleracién.

a:d—v—>dv—adt
dt

Se integra a ambos lados de la identidad:

dv :adt—>fdv :Jadt

jdv = jadt — v = J(12t2+ 18sin(t) —2)dt =
v = f12t2dt+ 18Jsin(t)dt—2jdt =

Integrales 17
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t3 cos(3t)
=12 —18(——|-2t+C=
v ( 3 )

Se requiere encontrar el valor de C, para lo cual, se utiliza el valor de la condicién, t = 0, v = 10.
p=128 1g(BD) o e
] 3

10 = 12%3—18(M

3

10:0—18(%)—2(0)+C

)—2(0)+C

10=-6+C—C=16

t3 3t
v=125 _1g( oS3
3 3

)—2t+16

La relacién buscada para la velocidad:
v =413 - 6(cos(3t)) -2t + 16

Para encontrar la relacién para el desplazamiento, se vuelve aplicar una definicién de la mecani-
ca:

v:@—wlx:vdt
dt

Se integra a ambos lados:

dx =vdt — fdx = Jvdt —x = J(4t3 —6(cos(3t)) — 2t + 16)dt

x:j4t3dt—6j(cos(3t))dt—2jt+16jdt
2

4t*  sin(3t)
=— -6
T 3
x=t*=2sin(3t)—t2 +16t+C

t
-2—+16t+C
2

Parat=0,x=5:
5= (0)* - 2sin(3(0)) - (0)> + 16(0) + C

5=C

Se encuentra, finalmente, la relacién del desplazamiento con relacién al tiempo:

x=t*—2sin(3t) - t> + 16t +5

18 Integrales
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1.4.2. Ejercicios Propuestos de Integrales por Partes o Cambio de Variable

Integre los siguientes ejercicios:

i 2 5

L | (5x* —6x+3- =+ =)dx
X x

-

2. | (?=x+1)(x®+x+1)dx

" xdx

J 1+x2

[ x?dx

J a®+x3

e _ 4

x/x x\/de

vx

"x\/§—2\3/x_2+4\/45x3d
x

6/x

[

o

-
w
I
N
=
N

10. —dx

11.

12.

13.

o
(@)
o]
»
N
—~
o
S
~

14.

15.

16. | xIn(1 +x?)dx
17.

18.

19.

J Vxb0+1

b=0

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(-

[ (x> —1)%dx
X

(" xdx

(x2+3)0
[ —x%: %dx
X

"
(x* + 4)>xdx

-
61 *dx

(" In(arctan(x))

14 x2 dx

.
(3+2+x)3dx

[ 3+5Vx2
———dx
Vi3

Va+ bxdx

r

-
xV1 +x2dx

(" 2
xe ¥ dx

-
xsin(2x? +1)dx

(" cos(x) dx
1 +sin(x)
(" tan(x)

cos?(x)

(( xdx

x4 +1
( dx
a?+b2%x

(" a*dx

Integrales

19



CAPITULO 1. Integrales Indefinidas
f sin(x)
1. | cos(x)-e dx L pxe_xzdx
r 2
2. (In(x)) dx ) (" In(x)
X : 4
X
( (eX)
3. ( In®
2e +1 5. [y,
!
" d
4. X 4 (" xdx
x4/1 —1In?(x) ) x4l
s Pw/2+ln(x)d 5. 2e¥dx
. . X
r 4 2x
6. xe"z(x2+l)dx 6. eZdx
-
. [ x%dx 7. | x%cos(x)dx
. 1—x6
-
(" (7t —arcsin(x)) 8. | e*cos(x)dx
8. | ————dx
V1 -x2
e 2x
r 9. |e cos(—)dx
9. | x*(1+x)3%dx 3
-
10. | (In(x))*dx
10. | x3e¥dx
-
p 11. | Vx(In(x))3dx
11. | xcos(x)dx
(1 2
o, 12, [,
12. | x*sin(5x)dx Vx
i d
( or 13. X
13. | e “*sin(3x)dx (1 + x2)arctan(x)
r 2.
14. [ VEin(odx 14. | x“sin(x)dx
'
o O
15. | xsin(x)dx x4
- 16 (" xdx
16. | x(In(x))*dx T ) ex?
f cos(x)
17 | x2e%dx 17. | sin(x)-e dx
r . cos(x)
18. | x3sin(x)dx 18. ] sin(x)-e dx
2
( xdx 1o, [ seex 4y
19. ywa a-b-tanx
2
ot 20 [ sec*x
20. |2 2x " J tan*x
X
( senx
( xdx 21, | ——dx
21. o1 Vcos2x+4

20
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Integrales Indefinidas de Funciones
Racionales

1. Elementos Bésicos de una Funcion Racional

1.1 Ejercicios Resueltos de integrales Racionales

1.2 Ejercicios Propuestos de integrales Racionales
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CAPITULO 2. Integrales Funciones Racionales

2.1. Elementos Basicos de una Integral Indefinida de Funciones
Racionales

Una funcién racional, es aquella funcién que tiene la forma:

Pl(x)d L[ agtax+apx® et a, x" kg,
bo+bix+byx2 4+ by_x™ 14D, xm

pa(x)

Por lo tanto, una funcién racional, es la relacién de dos polinomios de diferente orden. De la teorfa
de Algebra Lineal, se conoce que, todo funcién racional se la pude transformar en suma de cierta
combinacién de diferente tipo de funciones. En el calculo integral de este tipo de funciones se debe
observar:

1. Si n > m, es lo que, se denomina una fraccién impropia, y por lo tanto, hay que transformarla
a una fraccién propia, para lo cual, se debe realizar la divisién de estos polinomios y aplicar el
teorema de Euclides:

p(x) = D(x)- Q(x) + R(x)
Lo que permite representar a la integral inicial como suma de polinomios, en los cuales el grado
del polinomio del numerador es menor que el grado del polinomio del denominador.(n < m)

2. Si n < m la funcién racional en la integral, se la debe transformar en sus fracciones parciales.
Fracciones que tendran la forma:

A Bx+C
(ax+b)k’ (cx2+dx+e)P
Donde: A, B, C, a, b, ¢, d, e son constantes, a los coeficientes k, p son constantes, que pertenecen
al conjunto de los nimeros naturales. La forma de presentar una funcién racional, de los dos casos

analizados, en sus fracciones parciales y el calculo de las integrales de estas fracciones, se lo presentara
en los siguientes ejercicios.

2.1.1. Ejercicios Resueltos de Integrales de Funciones Racionales

J dx b
_ az0 x=#-
ax+b a

dt

Se realiza un cambio de variable: ax+b=t—adx=dt — dx = —
a

j dx =j@:1 L= Lin@xrb)+C
at a t a

ax+b a

1. Encuentre la integral de:

2. Encuentre la integral de:
J(ax +b)'dx;

Sin = -1, este caso fue analizado en el ejercicio anterior. Si n es un nimero negativo, se debe
tener en cuenta que: ax+b # 0 y si n no es un nimero entero, se debe tener en cuenta, ax+b > 0.

. . . dt
Se realiza un cambio de variable: ax+b=t —adx =dt — dx = —
a

j(ax+ b)'dx = J‘(t)”ﬂ _1 J-(t)”dt ot (ax+ by Lo

Tn+l n+1
cx+d
J ax;
ax+Db

Lo primero, que se debe observar, es que, se tiene una fraccién impropia, lo que significa , que
el grado del polinomio del numerador es igual o mayor que el del denominador. En este caso se
debe realizar la divisién:

3. Encuentre la integral :
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Después de realizar la divisién, se aplica el teo-
rema de Euclides:

+
p(x) = D(x)Q(x) + R(x) cx +d | ax+b

- cX - (bc)/a

En este caso: C!{a

d- (bc)/a

cx+d=(ax+b)§+(d—%)

Gracias, al teorema de Euclides, se ha Figura 2.0

obtenido una identidad y se la divide a ambos lados por (ax +b) :

c bc
Cx+d_(ax+b)g d—;
ax+b  ax+b ax+b

Finalmente, se obtiene, al simplificar:

be

cx+d ¢ d_;

=—+
ax+b a ax+b

Que es una identidad: el lado izquierdo es igual a la suma de dos fracciones propias del lado
derecho. Lo que permite escribir:

be be
d—— d——
jcx-i-ddx:f E+ 2 | dx = [E]dx+f 2 | dx =
ax+b a ax+b a ax+b
Se integra y se obtiene:
c be dx c ad —bc dx
=—-x+|d-— =—-x+ =
a a ax+b a a ax+b

fcx+ddx:£x+ ad —be In(ax+b)+C
ax+b a a?

En este tipo de integrales, una integral que se aplica muy frecuente es:

flx) .
ff(x) dx =1In|f(x)|+C

Esta férmula se obtiene: p
7x =In|f(x)|+C

El numerador se los puede escribir:

(Vdx ([ (fG)Vdx
f - —f S =l

6x—1
————dx =
3x2-x+5
El discriminante del polinomio del denominador es A = b2—4ac=1-60<0,1lo que nos indica,
que el numerador de la funcién racional nunca va a cortar el eje 0x , con ningtn valor de ’ x .

Ademas, se observa que la derivada del denominador: (3x2 —x+5)" = 6x—1; por lo cual, se puede
aplicar la férmula:

4. Encuentre la integral:

_ 2 _ ’
dex:Jdezln(3x2—x+5)+C
3x2-x+5 3x2-x+5
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5. Encuentre la integral:

-3
Jx—dx:
x2—-6x+5

El discriminante del polinomio del denominador es: A = 36—20 = 16, sus raices son x; = 1;x, = 5.
Por lo tanto, el dominio de la integral es: x € R—{1,5}. Se observa que (x>*~6x+5)" = 2x—6 = 2(x-3),
lo que significa , que el numerador es proporcional al denominador.

fldx:1J&dx:11n(x2—6x+5)+c

x2-6x+5 2 ) x2—6x+5 2

Cuando el numerador no es la derivada del denominador y tampoco es proporcional, en ese
caso, el método de integracién depende del signo del discriminante del polinomio de segundo

del denominador.
1
j S
2x2+9x -5

Su discriminante es mayor a cero, es decir, tiene dos raices, se encuentra sus raices:

6. Encuentre la integral:

2x2 +9x—5=(2x—1)(x +5)

En el desarrollo del ejercicio se considera, que x; = %; X, = =5, Se obtiene sus fracciones
parciales:
1 A B
2219x—5 2x-1 x+5
1 A(x+5)+B(2x-1)

2x2+9x-5  (2x—1)(x+5)

Se aplica el método de relaciones, para obtener los valores de A;B.

1=A(x+5)+B(2x-1)

Six=-5 .
1=0-B(11 B=—-——
(11) — 11
1
Six=—
g 2
1:A(—+5)+B(0)—>A:H
Se reemplaza:
2 1
1 A B 11 11

= + = =
2x2+9x-5 2x-1 x+5 2x—-1 x+5

Se reemplaza en la integral:

2 1
1 11 11 2 d 1 d
= 1111 |, _2 x 1 dx _
2x24+9x -5 2x -1 x+5 11 ) 2x-1 11 J x+5

2 dx 1 dx 2

1
11 ) 2x—1 11 ) x+5 11 2

1
ln(2x—1)—ﬁln(x+5)+5:

1 1 1 2x-1
_H~ln(2x—1)—ﬁln(x+5)+5—Hln( — )+c

J’ 9x -5 dx =
9x2 —6x+1
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Su discriminante es igual a cero, es decir, tiene una raiz doble, se encuentra sus raices:
2 _ 2
9x“-69x+1=(3x-1)
En el desarrollo del ejercicio se considera, que x; , # 3’ Se obtiene sus fracciones parciales:

-5 _ A B _A+BG3x-1)_
9x2—6x+1 (3x-1)2 3x-1  (3x-1)2

9x-5=A+B(3x—1)
1
Six=~-
1X 3 1
9(5)—5:A+B(0)—>A:—2
Six=0
9(0)-5=A+B(0-1)—>-5=—2-B—>B=3

Se reemplaza:
9x—-5 A B -2 3

= =+ = +
9x2-6x+1 (3x-1)2 3x-1 (3x-1)2 3x-1

Se reemplaza en la integral:

J‘ 9x -5 dx—J -2 . 3 dx—J- —2dx +J 3dx
9x2—6x+1 ) |(Bx-1)2 3x-1| ) (3x—1)2 3x -1

dx dx
=-2
J(3x—1)2+f33x—1

Ya se conoce ,como integrar las dos integrales; por lo tanto, el estudiante lo verifica:

9x—5 1 1
_ X7 v o[——}+3.21n(3x-1
J9x2—6x+1 X (3(3x—1))+3 3InEx-1+C
9x -5 -1
_ X7 v o[ )+n(Bx-1
J-9x2—6x+1dx (3(3x—1))+n(3x )+C
JLM
22+ 6x45

El discriminante del polinomio del denominador es: A = b? —4ac = 36 — 4(10) = —4; A < 0. Se
encuentra la derivada:

8. Encuentre la integral:

(2x?>+6x+5) =4x+6

Se divide el numerador para la derivada del denominador y se aplica el teorema de Euclides:
1 1
x+1= Z(4x+6)—5

Se reemplaza:

x+1 1 (4x+6) 1 1
S Py I . dx =
2x2+6x+5 4 2x?2+6x+5 2 2x2+6x+5

1 4
_J-ﬂdx_lj[;:ldx:
4 2x24+6x+5 2 2x2+6x+5

1 (4x + 6) 1. 1
ZJ[M]dx: Zln|2x +6x+5)

La primera integral:
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La segunda integral:

| [veess)
e ax=
2 2x2+6x+5

Se transforma el polinomio a su forma candnica, para lo cual, se aplica la férmula:

ax*+bx+c=a x+i 2—i
B 2a 4q2

Se transforma el polinomio:
2 (_ 2
2%+ 6x+5= 2[(x+§) —ﬂ] :2[(x+ i) +(1_)]

Se reemplaza:

1ff__g__4dx:1J____L___dx:
2 2x2+6x+5 2 [ 32 1
2(x+ )+

medxzfmdx

2 1 i 1

—éj 1 dx—f 1 dx
4 (2x+3)2+1 7 J (2x+3)2+1

Se realiza un cambio de variable: 2x +3 =t — 2dx = dt

_J 1 dx_J‘ldt_lJ‘ldt
) (2x+3)2+1 7 J 2412 2 1241

La integral obtenida, es una integral bédsica en funcién de 't”:

ifﬁa:%qu“if7z:57—q“

1 1
=— dt = arctan(t) = arctan(2x + 3
2ft2+1 ®) ( )

La solucién del ejercicio seria:

+1 1 1
S P —1n|2x2 +6x+5( ——arctan(2x+3)+C
2x2+6x+5 4 2

Se ha realizado un analisis de todas las posibles formas dependiendo del signo del discriminante.
Ahora se analizara la integral de una funcién racional (homogréfica) cuando el orden de los
polinomios es mayor a dos.

. Encuentre la integral :

3x3 - 5x% + 8x
I= dx
(x2-2x+1)(x2-1)
En todo este tipo de ejercicios, cuando el orden de los polinomios es dos o mayor a dos se aplica

el método de fracciones parciales.

Para encontrar las fracciones parciales, siempre se debe encontrar los factores del denominador:

3x3 —5x2 + 8x 3x3 - 5x2 + 8x 3x3 - 5x2 + 8x _

(x2=2x+1)(x2-1) (x-1)2(x-1)(x+1) (x—-1)3(x+1)

Para cada factor una fraccién, como en el denominador son polinomios de primer orden, en el
numerador va una constante:

_3x°-5x2+8x A B C D

T Ro1Px+l) (1P x=1)2 Txo1 T x+1

26
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Se realiza la suma de fracciones del lado derecho:
3x% -5x2+8x  A(x+1)+B(x—1)(x+1)+C(x—1)*(x+1)+ D(x—1)*
(x=1)3(x+1) (x—1)3(x+1)

Se simplifica sus denominadores:

3x3 —5x2 +8x =A(x+ 1)+ B(x—1)(x+ 1)+ C(x—=1)>(x + 1) + D(x - 1)?

Se aplica el método de la relacién de funciones, por lo tanto, se da valores a ’x’:
Six=1:
31> =5(1)°+8(1) = A(x+1)+B(1-1)(x+ 1)+ C(1 -1)*(x + 1)+ D(1 - 1)3
6=A(1+1)—A=3
Six=-1:
3(-1)> = 5(-1)? +8(-1) = A(-1+1)+ B(-1 - 1)(-1+1)+ C(1 -1)>(-1+1) + D(-1 -1)3
~16=D(-1-1)> —-16=D(-2)* — -16 =D(-8) — D =2

Six=0:
3(0)>-5(0)>+8(0) = A(0+1)+B(0—1)(0+ 1)+ C(0-1)>(0+1)+ D(0-1)?
0=A(1)+B(-1)+C(1)*(1)+ D(-1)3
0=3+B(-1)+C(1)+(-2)—0=1+C-B—C-B=-1
Six=2:

32> -5(2)° +8(2) = A(2+1)+B(2-1)(2+ 1)+ C(2-1)*’(2+ 1)+ D(2-1)?
20=A(3)+B(3)+C(3)+D —20=3(3)+B(3)+C(3)+2 —
20=3(3)+B(3)+C(3)+2—9=B(3)+C(3) — C+B=3

Se forma un sistema y se encuentra C, B:

{gtg - % —c=1B=2
Se reemplaza:
3x% - 5x% + 8x A B C D
= + + +
(x=1)3(x+1) (x-1)3 (x-1)2 x-1 x+1
3x>-5x2+8x 3 2 1 2

+ + +
(x=1)3(x+1) (x-1)3 (x-1)2 x-1 «x+1
Lo que se ha obtenido es una identidad; por lo tanto, se integra a ambos lados de la identidad:

f3x3—5x2+8xdx_f 3 2 v 2]
(x-1)B3(x+1) ~ J|(x-1)3 (x-1)2 x-1 =x+1
Se aplica propiedades de integrales:
3_£,2
J3x 5x+8xdx:3J‘ dx +2J‘ dx +f dx +2J‘ dxdx
(x=1)3(x+1) (x—1)3 (x—1)2 x-1 x+1
En la primera integral, cambio de variable: x -1 =t — dx = dt

dx  (dt (.5, t2 1
J(x—lP‘JW‘Jt M= = 1y

En la segunda integral, cambio de variable: x—1 =t — dx =dt

La tercera y la cuarta ya son integrales bésicas; por lo tanto, la solucién del ejercicio es:

I_J’ 3x3 - 5x2 + 8x -3 2
J

x2—2x+1)<x2—1)dx: 2x-1)2 1(x—1) +In(x-1)+2In(x+1)+C
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10. Encuentre la integral :

I:J4x3+x2—4x—4dx
x4 —-5x2+4

En es este tipo de ejercicios, cuando el orden de los polinomios: es dos o mayor a dos, se aplica
el método de fracciones parciales.

Para encontrar las fracciones parciales, siempre se debe encontrar los factores del denominador:
xt-5x2 4= (x*-1)(x*—4) = (x—1)(x+ 1)(x - 2)(x + 2)

Para cada factor una fraccién, como en el denominador son polinomios de primer orden, en el
numerador va un polinomio de un grado menor, en este caso, una constante:

4’+x?-4x-4 A B C D
x4-5x2+4  (x+1) (x—-1) x-2 x+2

Se realiza la suma de fracciones del lado derecho:

Ax=1)(x>—4)+B(x*>-4)(x+ 1)+ C(x+ 2)(x> = 1)+ D(x* - 1)(x - 2)
(x=1)(x+1)(x+2)(x—2)

Se simplifican los denominadores:

43 +x% —4x—-4=Ax-1)(x>—4)+ B(x> —4)(x + 1)+ C(x + 2)(x* = 1)+ D(x* = 1)(x - 2)

Six=1:
—3=B(1-4)(1+1)— -3=B(-3)(2) — -3=B(-6) — B= %
Six=-1:
“3=A(x—1)(x*-4) — -3 =A(-2)(-3) — -3 =A(6) — A = —%
Six=2:
42 +(2)2-4(2)-4=C(2+2)(4-1)—24=C(4)(3) — C =2
Six=-2:

4(-2)3 +(-2)*—4(-2)-4=D(3)(-4) — 24 =D(-4)(3) — D =2

Se reemplaza los valores obtenidos:

1 1
43 +x?-4x-4 73 2 N 2 N 2
x4-5x2+4 (x+1) (x—-1) x-2 x+2

Lo que se ha obtenido es una identidad; por lo tanto, se integra a ambos lados de la identidad:

1 1

4 3 2 _ _ -
f X7 4+ x° —4x 4dx:j 2 .2 2 N 2 ix
x*—5x2+4 (x+1) (x-1) x-2 x+2

Se aplica propiedades de integrales:

4x3+x2—4x—4dx_ 1 dx Jr1 dx 42 dx 49 dx
x4 -5x2+4 2] (x+1) 2 (x-1) x—2 x+2
J‘4x3+x2—4x—4
x4 -5x2+4

1 1
dx:—51n|x+1|+Eln|x—1|+21n|x—2|+21n|x+2|

— dx=—=In
x4 -5x24+x2-2 2

4+ dx—4 1
J = +21n|x® - 4]+ C

x—1
1
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11. Encuentre la integral :

dx

: Wrxt+3x3+x2—4x-4
xt-1
Se observa que, la funcién racional, es una fraccién impropia; por lo tanto, se debe realizar la
division.
Orxt+3x3+x2-4x-4 33 +x2+x-1
7] =x+1+ 7}
x*—1 x*—1

Es una identidad, se integra a ambos lodos de la identidad:

5, .4 3,02 A 31042 4 0
Jx +x*4+3x% +x°—4x 4dx:fxdx+1jdx+f3x +x°+x 1dx
xt-1 xt -1

J‘x5+x4+3x3+x2—4x—4 x2 j3x3+x2+x—l
dx="—+x+ | ————
x4 -1 2 x4 -1

2

dx

En la tercera integral, como el orden de los polinomios es mayor a dos, se aplica el método de
fracciones parciales.

Para encontrar las fracciones parciales, siempre se debe encontrar los factores del denominador:
ol =(x+ D) -1) = (x=1)(x+1)(x* +1)

Para cada factor una fraccién, como en el denominador son polinomios de primer orden, en el
numerador va un polinomio de un grado menor, en ese caso, una constante. Si el denominador
es de segundo orden, en el numerador sera un polinomio de primer orden:

303 +x2+x— 1 33 +x2+x+1 A . B +Cx+D
x4 -1 (x 1)(x+1)(x2+1) x-1 x+1 x2+1

Se realiza la suma de fracciones del lado derecho y se simplifica los denominadores:

30 +x2+x-1=Ax+1)(x*>+ 1)+ B(x = 1)(x* + 1)+ (Cx+ D)(x = 1)(x + 1)

Six=1:
31 +(1)2+1-1=A(1+1)(1+1)—4=A4) — A=1
Six=-1:
3(-1°+(-1)>-1-1=B(-1-1)(1+1) — -4=B(-4) — B=1
Six=0:
-1=A+B(0-1)(0+1)+D(-1)—-1=A-B-D—D=1
Six=2:

32 +(2)2+2-1=15A+5B+(C(2)+D)3—-1=A-B-D—D=1

29=15A+5B+(C(2)+D)3—29=20+6C+3—29-23=6C—C=1

33 +x2+x—1 A B Cx+D
= + +

x4 -1 x—1 x+1 x2+1

33 +x2+x-1 1 1 x+1
= + +

x4-1 x—1 x+1 x2+1

Se integra a ambos lados de la identidad:

303 +x2+x— 1 [ x+1]d
oA x—1 x+1 x2+1

Se aplica propiedades de integrales:

33 +x2+x-1 dx dx x+1
- dx= + + dx
x4-1 x—1 x+1 x2+1
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La primera y segunda integral son igual:

x+1
x2+1

J’3x3+x2+x—1

1 dx:ln|x—1|+1n|x—1|+f
x —

Se calcula la tercera integral:

x+1 xdx dx
dx = +
x?+1 x2+1 x2+1
En la primera integral, se realiza un cambio de variable: x2+1=t— 2xdx=dt
d dt 1 (dt 1 1
e ) S Y S T P
x2+1 20) 2t 2 2
La segunda integral es una integral basica; por lo tanto , la respuesta es:

33 +x%+x-1 1
J : Z 1x dx:1n|x—1|+1n|x—1|+§1n|x2+1|+arctan(x)
x —

5, 44 3, .2 2
XX +x*+3x7+x°-4x-4 X 1
dx = — +x+1n|x2—1|+ —ln|x2+ 1|+arctan(x)+C
xt-1 2 2
Se ha realizado un analisis de todas las posibles formas que pueden aparecer de funciones racio-
nales.

Ahora se analizara la forma de obtener las férmulas de reduccién, generales, de cierto tipo de in-
tegrales. Aqui se desarrolla un tipo de integral bastante comun, en el calculo de areas y volime-
nes de cuerpos.

12. Encuentre la integral :
dx
J- —(x2 Ty nelN

Esta integral tiene exponente 'n’, es una integral general.Por lo tanto, se debe encontrar una
férmula, que permite calcular la integral, para cualquier valor de ‘'n’. Su transformacién siempre
esta basada en alguna propiedad , en este caso, de algebra.

La integral que tiene exponente, se la puede definir como I,,. Se suma y se resta x’:

J‘ dx _J‘ 1 dx—fx2+1_x2dx—
2+ ) (x2+0)r T ) (2 T

Se forma dos integrales:

x2+1-x2 x2+1 x2
= - dx= —  dx- —d
J iy _[(x2+1)” X J(x2+l)” X

_J‘x2+1d_.[‘ dx _J‘ dx
B TS e I TR S b R =Ry

Como se puede observar, estd tltima integral y la inicial, se diferencia solamente en el exponen-
te. La integral inicial tiene un exponente 'n’ y la dltima, un exponente 'n - 1’, para facilidad de
célculo, se lo denomina I,,_;, es decir:

) (21t bt

dx x2
oy SR B
J 2+ J- (x2+1)" ax
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Se trabaja con la segunda integral:

2
X
J i

En esta forma no ayuda de mucho, se la transforma:

x2 X
S PR [P —
J(x2+1)” * Jx(x2+l)” *

A estd ultima integral, se aplica el método de por partes:

gx)=x—g'(x) =dx

((x) = 20 o = [
rw= vy — | = | G

Se realiza un cambio de variable: x2+1 = t —> 2xdx = d¢t

.[f j xZi-);) ﬁf(x):f(x;iﬁ)ﬂ :fzzltt)"dtzéj(f_)idt

1 ( dt 1 _ 1 el 1 1 1 -1
| —dt==| t"dt== == == =
2 (1) 2 2(-n+1)  2(-n+ 1)t 2 (n-1)(x2+ 1)1

En este momento, se puede aplicar ya la férmula del método de por partes:

[ storan = gtnfe- | rg

1 -X —1dx 3
T 2(n-1)(x2+1)n1 _J.2(n—1)(x2+1) -

1 —X 1 ldx B
T2t 2(n—1)f(x2+1)"‘1 B

En la parte final de esta integral, volvié aparecer la integral I,,_;; se puede escribir:

f x? dx—l i + ! I
(x2+1)" " 2m-1)x2+ 1)1 2(m—1) "

J’ dx g +l x B 1 I
2+ "2 -2+ )t 2(m—1)

Se aplica asociativa y distributiva:
J‘ dx I 1 1 . 1 x
xZ+1)r N 2m-1)) T 2 (n-1)(x2 + 1)

dx g 2n-3 1 x
J(x2+1)” - ”1(2(n—1))+§(n—1)(x2+1)n1

dx
Donde . In,l :JW

Esta es la férmula de reduccién para este tipo de integrales.

dx
J. (x2+1)4

En este caso n = 4; por lo tanto, I, se aplica la férmula obtenida:

13. Encuentre la integral:

5 1
I3+ — al

I, = —_—
YT T 6 (k24 1)
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Ahora se obtiene I3 aplicando la misma férmula:

3 1 X
L=-hL+-——
T4 4 (x4 1)2

Ahora se obtiene I, aplicando la misma férmula:

1 1 X
L==L+=-———
2T T2yt

La integral I; es igual:

dx
I = j T arctan(x)

Se regresa en sentido contrario:

L=ipel X I = Larctan(x) + - —*
== ———— — I, = —arctan(x) + =
272 T 2 1) 272 2(x2+1)!
I 31 +1 a I > 1actan(x)+1 X +1 x
= — _— = —|—ar — —
3T 4T (k24 1)2 T 42 2(x2+ 1)1 | 4(x2+1)2
5 1 X
="+ >——
YT T 6 (k24 1)
5(3(1 X 1 X 1 x
Iy =—|~|zarct + = + - +— +C
4 6(4[2arcan(x) (x2+1)! 4(x2+1)2) 6(x2+1)

14. Encuentre la integral:

J’ dx
(x2 —4x+13)2

En este caso n = 2; por lo tanto, a I, se aplica la férmula de reduccidén, pero antes se la debe
transformar utilizando para ello, la forma canénica:

2 2
RN B R R e
dx B dx
J(x2—4x+13)2 _J[(x—2)2+9]2
dx dx
_f[(x—2)2+9]2_f (x—2)2 2
|

Se realiza un cambio de variable: *—= = f — x—2 = 3t —> dx = 3dt Se reemplaza en la integral:

_LJ‘ dx _if 3dt _if dt
92 x-2 [2+1]* 97 J [12+1]°

lesr]

Para este ejercicio, se tendrfa: n = 2, se aplica la férmula de reduccién:

Se reemplaza:

Se aplica la distributiva:

1 t

L==+——
272 T 24

32 Integrales Indefinidas



Integrales Funciones Racionales CAPITULO 2.

Se integra I

dt
I = j o arctan(t)

Se regresa en sentido contrario:

1 t 1 t
L==-I{+ —— I, =— tan(f) + ———
2= gl gy 7 B parctan( S
Se reemplaza la variable t:
x—2
-2
Iz=—arctan(x3 )+2 x—zz 1
( )
I —larctan(x_2 + ox=2)
272 3 2-3[((x-2)2+9)]
I —3arctan(x_2)+ (x-2)
272 3 2[((x—2)2+9)]
x—-2 (x=2)

3
I, = —arct ( )+
2T M T T O — x4 13)

Finalmente la respuesta:

1 J dx 1 (3 x-2 (x=2)
== == —arctan( )+ +C
92 (x—2)2 2 92\2 3 2[x?-4x+13)
9
15. Encuentre la integral:
J dx
x(x2+2)2

En la integracién de estd integral, bueno es aplicar un pequefio truco y es algo que el estudiante
debe tenerlo en mente. Se multiplica y divide para ’x’, con lo cual, se obtiene:

J dx j xdx
x(x2+2)2 ) x2(x2+2)2

Gracias, a lo cual, se procede a un cambio de variable: x2=t—>2xdx =dt

_J xdx _J‘ dt _lJ‘ dt
) x2(x2+2)2 ) 2t(t+2)2 2 ) t(t+2)?

Este cambio de variable permite reducir el nimero de incégnitas, al momento de hallar las
fracciones parciales:

1 —A+ B . C  A(t+2)?+Bt+Ct(t+2)
HE+2)2 t (t+2)2 t+2 t(t+2)2

Se simplifica los denominadores:
1=A(t+2)2+Bt+Ct(t +2)

Sit=-2

Sit=0

1:A(0+2)2+B(0)+C(0)(t+2)—>1:A(2)2—>A:i
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Sit=-1

1:AG&+Q2+M—U+CFUGJ+Q—AI:A—B—C—al:%—(1)

2
1 1
=——(-%|-C
4 ( 2)
1 (1 1
1 = - — |- = - —1 = —_——
| J-c—c=1 4
Se reemplaza los valores obtenidos:
1 1 1
1 A B C 4 ) T4
_4a 4,2 4

+ + = +
t(t+2)2  t (t+2)2 t+2 ot (t+2)?2 t+2

1 1 1 1

Ht+2)2 4t 2(t+2)2 4(t+2)

Se integra, ambos lados de la identidad:

1 1 1 1
Jt(t+2)2dt:JEdt_J-2(t+2)2dt_,[4(t+2)dt

Se aplica propiedades de integracién:
1 11 1 1 1 1
——dt=- | —dt—-= | ——=dt—-— dt
Jt(t+2)2 4Jt 2J(t+2)2 4J(t+2)
1 (1 1

1 1
Ej(t+2)2dt

Cambio de variable: t + 2 = m — dt = dm se reemplaza:

N R U T GRS U]

La primera integral:

La segunda integral:

La tercera integral:

1 1 1

1 1 1 1
———dt=-Inlt|+ — - =1In|t+2
Jt(t+2)2 4n|| 2t 4n| |
Finalmente:

dx 1 1 1
J‘mzzln|x2|+ﬁ—zln|x2+2|+c
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2.1.2. Ejercicios Propuestos de Integrales de Funciones Racionales
Encuentre la integral de:
i 3 dx
1. | (2x+1)°dx 1. | ————dx
J (3x—2)%
 3x-4
) [, 2 [ 2
J x*-x-6 -3x-3
h 13
3. de 2x+6
J x?—4x-5 2x2+3x+1
 6x-13
4. x7 3dx J 24x > dx
J o2l 2 2x°—5x+3
2 2 5
s [ox+1l g* 106
") x2+3x-10 Jx2+3x 18 dx
i dx
6. —_—
J x2+2x-1 6. J5x2+4 *
[ x+5
7. | 212 ax 7.
J x2+10 1+x— x2
[ dx 3x+2
8. —_— 8.
J —5+6x—x2 X2—X 2
[ dx
9 | 50—== 9. dx
J 2x-3x2 J6x2—13x+6
[ 2x-1
10. ——dx 10.
J x*-6x+9 J4x2 4x+1
[(2x-13
11. x—zdx 11. 3x+1
J (x-5) (x+2)2
i d
J 2x2-2x+5 3x2+2x+1
i d
13. —xdx 13.
J 13-6x+x2 9x2 6x+2
i +1
1 [ g [
J x7-x+1 2x2-2x+1 2x+1
 2x-1
15. x—dx 15. 2x-10 dx
J x*—2x+5 x2-2x+10
[ 2x-20
l6. | =222 _ax 16. 3x+4
J x*-8x+25 x2 +4x+8
f oxt+1
17. | 2 dx 17. j ——dx
J -5x-8 X 5x+4
( x3 18. J 2x—-10 dx
18. J 9_4x2dx 2x2—4x+5
( 4x-3 2x2 -1
19. T dx 19. j ———dx
J 2x+6 —5x°+ 6x
[ 2x-5 5x—-13
20. ——————dx 20. dx
J (x2-5x+4)2 j -5x+6
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Encuentre las integrales de:

»

N

x+6

x2+3

10x 44

dx
x2—4x+20

5x

3x+2

2 7x+20
X“+7x+ dx

4.
J5x2+12 Jx2+6x+25
5 J 7x>+7x-176 . x3_4x +1
x3-9x2 + 6x+56
6. J' 3x% —5x+2 2x+1
x3—2x2+3x-6 x2+1
3
X +2x-6 17x —x-— 26
7.
X 3
8. 2x°3 - 19x +58x—42
Jx2+1 8. J. “exrle
9. J- X +5x+41 : dx 5 J 3x —5x+2 .
(x +3)( x——) x3-2x2+3x-6
10. J‘ 10x3 +110x + 400 .
10. J 1) x2+3)dx —4x+29)(x? — 2x + 5)
3_ _
1 J4x 2x2 —6x— 13dx 11. Jx3—a2
x4 +3x2-4
12.
12. 6X +4X+1 _[X4+X2+1
S oxtex?
J 15x2 + 66x + 21
13. X
13. 1)(x2 +4x) +29)
x +x2+x
14. X
14. JSX +3x +12x— 12dx JX‘Q’( X+1)
3x2—17x+21
15, f4x +9x2 +4x+1 15. J. ——dx
x*+3x3 +3x2+x
16 J5x3—11x2+5x+4
16. dx : x—1)4
,[x2+x+1 ( )
3x2+x-2
17. | ———=5dx 17'J. 302 x
x2+4x+8 (x=1)>(x* +1)
2
x—1 xc—=2x+3
18. | ———d
18 J(x2+x+1)2dx f (2rd)
2 2
X 19. J—dx
19. f(x2+1)2dx (x2+3)
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Capitulo 3

Integrales Indefinidas de Funciones
Irracionales

1. Elementos Bésicos de una Funcion Irracional Lineal

1.1 Ejercicios Resueltos de Integrales Irracionales Lineales

1.2 Ejercicios Propuestos de Integrales Irracionales Lineales
2. Elementos Basicos de una Funcién Irracional No-Lineal

2.1 Ejercicios Resueltos de Integrales Irracionales No-Lineales

2.2 Ejercicios Propuestos de Integrales Irracionales No-Lineales
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3.1. Elementos Basicos de una Integral Indefinida de Funciones
Irracionales Lineales

Si la funcién a integrar es una funcién irracional con respecto a ’ x ’, pero la variable tiene expo-
. . . . . m

nente 1; es decir, es lineal y la expresién algebraica del radical es de exponente en la forma —, donde
n

m, n son nameros naturales, en este caso se realiza un cambio de variable:

x=tN

Donde N, es el minimo comun multiplo de los quebrados de la forma o

n

Si la funcién a integrar es una funcién irracional con respecto a ’ x ’, paro la variable tiene expo-
nente 1; es decir, es lineal y la expresion algebraica en el interior del radical de potencia de un binomio
ax + b o de una funcién homografica de la forma:

ax+b

v ad-bc=0

m , . .
De exponentes en la forma — donde m, n son nimeros naturales, en el primer caso se realiza un

cambio de variable:

ax+b=1tY
Y en el segundo caso:

ax+b _ N

cx+d

Donde N, es el minimo comun de los quebrados en la forma iy
n
3.1.1. Ejercicios Resueltos de Integrales de Funciones Irracionales Lineales

J v

Primero, se considera que, x > 0 como dominio de la variable 'x’ en el ejercicio. La funcién a

1. Encuentre la integral :

. . . . 11 . o ,
integrar es una funcién irracional de variables: x2;x3 Para encontrar N, sera el minimo comun

1 1
multiplo de estos quebrados: 5 ¥ 3,queen este caso, es 6; por lo tanto, N tendré el valor de 6;

es decir:
N

x=tN — x=1¢°

se obtiene su derivada y reemplazar lo componentes que tengan ’x’; es decir:

x=t%— dx=6tdt

N\c\

w\m

V= Vi =
Fe= o=t

Se reemplaza en la integral:

j J 6t°dt J rdt 6-[ rdt

Vx+ Vx Bre2 ) 2+l ) (k1)

Se ha obtenido una funcién racional impropia, se realiza la divisién y se aplica el teorema de
Euclides.

1
2

— =t —t+1-—
t+1 t+1

t3dt ) 1
_6J(t+1> —6J(t —t+1——t+1)dt—
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Se aplica propiedades de integrales:

:6[( —t+1—t+—1 dt_ [Itdt—ftdt—jdt—f—dt]

Son integrales basicas, se integra:

dx 3 2
— _=6|=———=—t-In|t+1
J-«/?H%/E [3 2 n| ]

Se regresa a la variable 'x’

Jﬁ:%g—( ;)2—%—1n|€/§+1|]+c

2. Encuentre la integral :

f V3x—7dx

Primero, se considera que, x > 3 como dominio de la variable 'x’ en el ejercicio. La funcién a

. . . . 1
integrar es una funcién irracional de variables: x4; Para encontrar N, , que en este caso, es 4; por
lo tanto, N tendra el valor de 4; es decir:

3x -7 =t t>0

Se deriva:
3x—7 =t* — 3dx = 43d¢t

Se reemplaza:

Jx/43x—7dx:§ft-t3dt:%Jt‘*dt_ o 54(3x 7)%+

»Mm
ﬁ

15 15 15

3. Encuentre la integral :
dx

V4 - 5x

Primero, se considera que, x < 3 como dominio de la variable 'x’ en el ejercicio. La funcién a

. . . . 1
integrar es una funcién irracional de variables: x3; Para encontrar N, , que en este caso, es 3; por
lo tanto, N tendr4 el valor de 3; es decir:

4-5x=1¢3

Se deriva:
3
4-5x=13— —5dx=3t*dt — dx = —gtzdt

32
J dx _J‘gtdt__ﬁftdt_
Ja-5x t 5 -

3 312
—gftdt——gz (4 SX)

Se reemplaza:

Se integra:

w\w

+C

4. Encuentre la integral :

foZx— 10dx
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Primero, se considera que, x > 5 como dominio de la variable 'x’ en el ejercicio. La funcién a

. . . . 1
integrar es una funcién irracional de variables: x2; Para encontrar N, , que en este caso, es 2; por
lo tanto, N tendrd el valor de 2; es decir:

2x—10 = > — 2dx = 2tdt — dx = tdt

- . s . 2+1
Se requiere ademads, la relacién para 'x’, se la obtiene de: 2x—10 = 22— x= 7 Se reemplaza

en la integral:

J-x\/2x—10dx:J-(tzzlo)t-tdt: %J(t2+10)t.tdt:
%J(t2+10)t-tdt: %f(t4+10t2)dt

Se aplica propiedades de integrales:

J.( +10£%)dt = [J 4dt+J.10t2dt] [ts 10t3]

4 2 _ 2 _
ijZx 10dx = — [ts 10%]t:%[(2x 510) +102x310]\/2x—10+C

3 x+1
V x 1x+1

Primero, se considera que, x # 1yx # —1 como dominio de la variable 'x’ en el ejercicio. La funcién

. Encuentre la integral :

. . . . 1

a integrar es una funcién irracional de variables: x3; Para encontrar N, , que en este caso, es 3;
por lo tanto, N tendra el valor de 3; es decir:

B3 +1 —6t%dt

x+1—t3—>x— —dx =
x—1 13- S (13-1)2

Se debe obtener la relacién para (x + 1), se parte de:

B+1 B3+1 213

Se reemplaza en la integral:

s[x+1 —6dt( -1) dt(-1) dt
J-V “T1x+1 J (B3-1)228 __3f (13 -1)2 __3J(t3—1)

Se ha obtenido una funcién racional propia. Se encuentra sus fracciones parciales:

1 1 __A  Bt+C
3-1 (t=1)(t2+t+1) t—-1 t2—t+1

Se realiza la suma de fracciones del lado derecho:

1=A(t*+t+1)+(Bt+C)(t—1)

Sit=1 )
I=A(1+1+1)—A=3
Sit=0
=A0+0+1)+(B(0)+C)(0-1) - 1=A-C—C=—-=
Sit=-1

1=A1-1+1)++(B(-1)+C)(-1-1)—>1=A+(-B+C)(-2)

1
1=A+(-B+C)(-2) —1- 3 =2B-2C

40
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2 1
=2B+ -——=2B—B=—=
(3) 3 — 3
Se reemplaza:
1 _1t+( 2)
_( 1 ) N 3 3
-1 t—1  t2+t+1

Se integra:
dt -1 t+1
3,[(1‘3—1) [t—l] +[t2—t+1 ]

2t+1
)+C
3

1
:—1n|t—1|+51n(t2+t+1)+ 3arctan(

6. Encuentre la funcién primitiva :

xdx dx
Vx2 -1

La presencia de x al lado del diferencial permite intuir que, se debe aplicar un cambio de variable
x2 = t, su derivada 2xdx = dt, con lo cual, se obtiene:

xdx dx = J dt
V2 -1 2€/tT
Se ha obtenido une integral irracional lineal, se vuelve aplicar un nuevo cambio de variable:
Vvt —1 =k al derivar y reemplazar se obtiene:

) tea ) e

JSkdkdk—3jdk

Finalmente, al integrar y regresar a la variable x, se obtiene:

3 3
=2 | dk=Zk? =
2J- > +C

Al simplificar:

(ﬁ)2+C:

(Vx2=1) +cC

N W
N W
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3.1.2. Ejercicios Propuestos de Integrales de Funciones Irracionales Lineales

( dx

1.
1. fv2x+1dx J \/m

dx r d
2 f dx o (4
V3x-4 J J(2x+1)3

3. fxf/x—éldx r

. fx\/3x+ 2dx J
) fxmdx 4. xV1 —-5xdx

S

&)

o)

szdx 5 (" xdx

) 2 ) Vaxe3
4 r 2

.fxv2x+3dx . x“+1 dx
dx

") xYx—a S

9 J‘ Vx+1dx
. _— r
X 8. ﬁdx

AN |

o]

dx
10. j—
(x+1)V1-x 9. Fde
Vxdx

11. -
x+ Vs 10. | /1 +Vxdx

12

dx
. — '
JVx—S+\/x—7 T
13. fx2{/7—2xdx
" [1-xdx

14 J [x—1 dx 12'J x+1 x
' x=2(x—1)2 ~ dx

o
B
+
N
)

13. _—
15. J‘xd—x J Vx+1+Vx+1
Q/x+ -Vx+1 C dx
14. dx
16 VxZ2—x+1 J xVx-3
' VJx-1 -
-1
15 [[Yx-ldx

dx J X

17. j
XVx+9 16. [V2x—1dx

3.2. Elementos Basicos de una Integral Indefinida de Funciones
Irracionales No-Lineales

Las funciones irracionales no-lineales son todas aquellas funciones, en las cuales, la variable ’ x ’,
en este caso, contiene en su interior del radical polinomios de segundo o de més orden. La raiz del
radical también puede ser de orden superior. Ademas , una informacién de como integrar, este tipo de
integrales, nos indica el signo de la variable ’ x ’. Las integrales basicas de las funciones irracionales,
son todas aquellas a las cuales, se las puede convertir, son:

dx dx
Vx2 +k V1 -x2

La diferencia entre estas dos integrales bésicas, de funciones irracionales, es el signo de la variable:
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1. Si el signo es positivo, se integra a una funcién logaritmica.
2. Siel signo es negativo, se integra a una funcién ciclo métrica, el arco seno de x.
La segunda integral es una integral basica, definida:
dx
V1-x?

La primera integral, con la condicién de que: x> + k > 0 se la transforma a una integral racional,
conocida, como la primera transformacién de Euler, para lo cual, se realiza un cambio de variable:

= arcsin(x) + C

x+Vx2+k=t

Se elimina el radical:
x2+k=t-x

Se eleva al cuadrado ambos lados de 1la identidad:
(Vx2 + k)% = (t —x)?
X2+ k=12 -2tx+x?

Se despeja 'x’ y se la deriva:

2 —k 20(2t)— (2 - k)2 412 -2t + 2k
k=t>-2tx — x= —sdx = (2t)—( ) = =
412 412
20242k t2+k
= =——dt
4¢2 2t2
Se reemplaza en la identidad:
t?—k t2+k

xX2+k=t-x— Vx2+k=1t-

2t

Estos elementos obtenidos , se reemplaza en la integral:

_ 21‘2 (2, (dt _ 2
f\/xz_ t2+k dt = thzdt ft_ln|t|_ln|x+Vx +k|+C

Si, se desea integra :

x x
.f\/ax2+bx+c _[Vc+bx—ax2

Se aplica la forma canénica a cada trinomio, més un cambio de variable y se vuelve a lo analizado.
En el caso de tener la integral:

(Ax+ B)dx (Ax+ B)dx

Vax? +bx+c Ve +bx —ax?

Una de las integrales basicas que nos puede ayudar en esto:

J%:%/?HC

Esta integral basica se la puede escribir de la siguiente forma:
x)'dx
f (eydx 2Vx+C
Vx
si a estd integral, se la generaliza, se obtiene:

(x)dx ([ fdx )
J G =2Vx+C J i =2/f(x)+C=
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En el caso de que se desee integrar:

j Va2 5 kdx; j

x%dx
Vx2 +k
La variable tiene el signo positivo y en el caso de :

2
x“dx
J Va? — x2dx; J —_—
Va2 —x2
La variable tiene el signo negativo. Estas integrales llevan el nombre de integrales companeras, ya que,
cuando se desea integrar una de ellas, aparece en forma obligatoria la otra.
Existen tres métodos para integrar las integrales comparieras:

1. Método algebraico
2. Método de los coeficientes indeterminados, también conocido como el método Ostrogawski
3. Método trigonométrico

Se analiza cada uno de estos métodos, en la siguiente seccién.

3.2.1. Ejercicios Resueltos de Funciones Irracionales No-Lineales

1. Encuentre la integral:
3x+1

Vx2+5x-10

Lo primero que se debe observar es x* + 5x — 10 > 0 Se encuentra la derivada:

dx

(x*> +5x-10) =2x+5

De divide el denominador para la derivada del trinomio del radical y se aplica el teorema de

Euclides: 5 13
3x+1= 5(2x+5)—7

Se reemplaza en la integral :

X =

3 13
—(2x+5)—-—
3x+1 ( ( )
Sl e j Lo 7 2,

Vx2+5x-10 Vx2+5x-10
Se obtiene dos integrales:

3 13
—(2x+5)-—

j(z Z)dx—Js (2x+5) j13 1 e
Vx2+5x-10 2x24+5x-10 2 Vx2+5x-10

En la primera integral, como se observa, en el denominador se tiene la derivada del trinomio del
radical, se puede escribir la férmula obtenida anteriormente:

3 (2x+5 3 2x+5 3 Vs
j_ (2x ) dx =2 de:—-Z x2+5x-10
2Vx2+5x-10 2J) Vx2+5x-10 2

La segunda integral, se analizo al inicio del capitulo, pero se debe transformar a su forma canéni-

ca: ,
2

x*+5x—10=a x+i A =1 (x+§) _ﬁ

2a)  4a? 2 5

Se reemplaza en la segunda integral:

J13 1 dx—13j 1 dx_mf 1 e
2 Vx2+5x-10 2 J Vx2+5x-10 2 [( 5)2 65]

4
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Se realiza un cambio de variable:(x + g) =t—dx=dt

_13 1 x-S L g
8 TEE N

La variable t es positiva; por lo tanto:

_13 1 _D
= 2J ,—[(t)2_%]dt

_ 65

265

Se lo puede escribir:

13

131 t+4[1?
=—1In
2

njx+= +Vx2+5x 1‘

La respuesta es:

3x+1
:— 2Vx2+5x-10 +—ln
Vx2+5x 10 2

2. Encuentre la integral:

X+ = + x2+5x-10{+C

2x+1

V2 +x—3x2

. 2 .
Lo primero que se debe observar es —3 <x< 1 Se encuentra la derivada:

dx

(2+x-3x%) =1-6x

De divide el denominador para la derivada del trinomio del radical y se aplica el teorema de
Euclides:

1
2x+1= —5(1 —6x)+ =
Se reemplaza en la integral:

1
21 306913

———dx= | ———Fdx=
V2+x-3x2 V2 +x—3x?
Se obtiene dos integrales:

1 4
2x+1 —5(1-6x)

—  _dx-= dx+J-
V2 +x—-3x2 V2 +x—3x2 ‘V2+x 3x2

La primera integral:

1
—3(1-6%) o L[ _(-69)
V2 +x — 3x2 3J V2+x-3x2

Se observa que en el denominar, esta la derivada del trinomio del radical; por lo tanto:

dx

:_l Md}c:—%-} (2+x_3x2)

V2 4+ x—3x2

La segunda integral, se analizo al inicio del capitulo, pero se debe transformar a su forma canéni-

offeet 2o e ]
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Se reemplaza en la segunda integral:

4
3 4J 1 4J 1
— 9 dx=— | ——dx== dx
J\\/2+x—3x2 3J V2+x-3x2 3 25 1)\2
{ERE
4

) e B

1
Cambio de variable: x — 5= t — dx = dt se reemplaza:

dx

41 1

~

5

6
. . 5 5 )

Un nuevo cambio de variable: t = gk —dt= gdk Se reemplaza en la integral:

:E.ELJ;EMZ
3543 /7[1_(]()2]6

4 1arcsin(k)—4 ! arcsin(6x_1)
3 43 3 43 5

2x+1 2 4 1 6x—1
—dx:——-(2+x—3x2)+—-—arcsin( )+C
V2 +x—3x? 3 3 V3 5
Se ha realizado un andlisis para integrar funciones irracionales no-lineales, que tengan el radical
en el denominador de la funciona a integrar.

Ahora se hara un andlisis para integrar funciones irracionales no-lineales, pero con el radical en
el numerador de la funciona a integrar; las mas comunes son:

J Vax? + bx + cdx; f Ve + bx —ax?dx

Como se puede observar, la diferencia entre una y otra, es el signo de la variable o también,
se podria indicar; es si, la funcién tiene un maximo o un minimo, para integrar este tipo de
funciones se dispone de tres métodos:

. Método Algebraico: El método se lo explica con el ejercicio, Se ha definido a las integrales como

I1,1, por facilidad de presentacién del método:

a) Encuentre la integral:

x?dx
11:J.Va2—x2dx 12:_[—
Va2 _ 52
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A la integral I; se la multiplica y divide para Va? —x? se ha utilizado una propiedad de

algebra:
J N sl itk a?—x?
I = as—x dx =
\/az 32 \/ x2
Se separa en dos integrales:
2_ .2 2 2
Il :Judxzja—dx_jx—dx
Va2 —x2 Va2 —x2 Va2 —x2
se trabaja con la primera integral:

aZ

dx dx 3
N 2\
a2(1 - x_z)
a

:aﬁLde:aJd—xZ:
Lesl )

=t—x=at—dx=adt

dx = a®

[
22— x2

Cambio de variable:

ijh’

a

Por lo tanto: X
a . L (x
J ——dx =a*arcsin(t) = a® arcsm(—)
Va2 _ 2 a
Con este resultado, se puede escribir una ecuacién:

. (X
L = azarcsm(—)—lz
a

Como se obtuvo una ecuacién con dos incégnitas I;,I, se necesita dos ecuaciones, para
obtener la segunda ecuacién, se aplica el método de por partesalal; :

I, = j Va2 — x2dx =
g(x) =Va*-x? f/(x) = dx

—2xd
g=sm—dx [f0dx=[dx
flx)=x

Se aplica el método de por partes:

I J-Vaz—xzdx xVa? —x2 - J
' Vaz—x

I = JVaz—xzdx x az—x2+J.
Va2 —x2

Por lo tanto, se puede escribir la ecuacioén:
I, =xVa? -x2+1,

Se ha obtenido dos ecuaciones, se forma el sistema, donde las incégnitas son I, I,
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Il xvaz—x2 + 12
I a? arcsin(f) - I
a

Se resuelve el sistema:
L (x
21 =xVa? —x2 + a2arcsm(—)
a

Finalmente:

2
x a x
Ilzj\/az—xzdxzz —x2+7arcsm( )+C
Lo bueno de este método es que da una informacién adicional sobre la integral I, ya que al

resolver el sistema:
X
_) Ao

21, = a? arcsin(
a

Finalmente: 5

X _a >
5 J- =2 — arcsin as—x

Encuentre la integral:

Ilzij2+kdx 12:'[
Vx2+k

A la integral I; se la multiplica y divide para Vx?+k se ha utilizado una propiedad de

algebra:
I = JV— Vx2? +k x?+k d
x +k Vx2 +

Se separa en dos integrales:

ﬂdx—f *? dx+J k dx
Vx2 +k Vx2+k Vx2 +k

La segunda integral es igual a:

11:

k
_ Vy2
x2+kdx_kln|x+ X +k|

Con este resultado, se puede escribir una ecuacién:
LI =1 +k1n‘x+ Vx2+k|

Como se obtuvo una ecuacién con dos incégnitas I;,I, se necesita dos ecuaciones, para
obtener la segunda ecuacién, se aplica el método de por partes ala I :

I ZJVx2+kdx:

g(x)=Vx2+k f'(x)=dx

sy 2xdx , 3
g'(x) = mdx [ f(x)dx = [dx
fx)=x

Se aplica el método:

I = Jsz kdx = xVx? + j
Por lo tanto, se puede escribir la ecuacién:
11 :vaz-i-k—lz

Se ha obtenido dos ecuaciones, se forma el sistema, donde las incégnitas son I, I,

e
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Il = XVX2+k — 12
I = kln‘x+‘\/x2+k‘ + I

Se resuelve el sistema:

21 :xVx2+k+kln|x+ Vx2+k‘

Finalmente:

I = gx\/x2+k+§ln|x+ Vx2+k‘+C

Lo bueno de este método es que da una informacién adicional sobre la integral I, ya que al
resolver el sistema con respecto a I:

21, :xVx2+k—§1n‘x+ Vx7-+k'

Finalmente:

X k
12:-[ :—Vx2+k——ln|x+Vx2+k|+C
Vx2+k 2 2
2. Método Ostrogawski: El método Ostrogawski, es un método mas general que los otros, ya que
su estructura es:

JVax2+bx+c

En el numerador es un polinomio de cualquier orden P,(x) y en el denominador est4 el radical
con el trinomio. Este método también es conocido como el método de los coeficientes indetermi-
nados. El método es:

P,
j”— P, ( Vax2+bx+c+Af
Vax?2+bx+c Vax2+bx+c

Donde P,_; es un polinomio de un grado menor. A es una constante. Los coeficientes del polino-
mio P, ; y la constante A, se la calcula al realizar la derivada de esta igualdad e igualar:

:[ 1 Vax2+bx+c+AJ

P, ]
[I Vax? +bx+c ‘Vax2+bx+c

Se aplica propiedades de derivadas y la definicién de integrales:

P,(x) ’ dx
— 1 = |P,_(x)Vax? +bx+c| + AJ—
Vax2+bx+c [nl ] Vax? +bx +c

P
P,_i(x)Vax2 +bx+c +A—
Vax2+bx+c [n ] Vax? + bx +c

Se realizar la derivada del producto del primer termino del lado derecho de la igualdad:

) 1
(x)Vax2+bx+c+P,_1(x)-(VaxZ+bx+c ]+A—
Vax2+bx+c [ " ( ) Vax? +bx+c

P,(x) [ , 2ax+b 1
————— =|P/_,(x)Vax?+bx+c+DP,_1(x)- +A
Vax? +bx+c ! " 2Vax? +bx+c¢ Vax? +bx+c

P,(x) B HZP,:_I(X)(LIX2 +bx+c)+P,_q(x)(2ax + b)

Vax? +bx+c 2Vax? +bx+c¢

Se realiza la suma de quebrados a ambos lados de la identidad:

7

1
+
] Vax? +bx+c

P,(x) B [ZPril (x)(ax? +bx +c)+ P,_; (x)(2ax + b) + ZA]
Vax? +bx+c 2Vax? +bx+c
Se simplifica los denominadores:
x) = [ZPHL1 (x)(ax? + bx+c)+ P,_; (x)(2ax + b) + 2A]

Se igualan los coeficientes del lado izquierdo con los coeficientes del lado derecho de la identi-
dad, de la variable del mismo orden (grado). Se obtiene los valores de los coeficiente del Polino-
mio P,_; y de la constante A, se reemplaza en la primera identidad y se ha integrado.
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3. Método Trigonométrico: Este método el estudiante debe analizarlo después de haber estudiado
el capitulo cuarto.

El método consiste en los siguientes pasos:
a) Se forma un triangulo rectangulo, del radical del ejercicio, se establece los catetos del trian-
gulo rectangulo.

b) Una vez establecido los catetos del triangulo rectangulo, en funcién del polinomio que se
encuentre en el radical de la integral. Se escribe todas las funciones trigonométricas en
funcién de ese triangulo. De estds funciones trigonométricas, siempre se escoge la funcién
mas facil; de la cual, se despeja y deriva ’ x ".

c) Con los elementos del punto b), se reemplaza en la integral.

d) Ademas, de las funciones trigonométricas obtenidas, se debe tener en cuenta, la posibili-
dad de aplicar las identidades trigonométricas; y por lo tanto, mientras més, el estudiante
domine estés identidades, mas fécil serd integrar cualquier tipo de integral irracional.

e) El estudiante debe tener en mente las integrales trigonométricas, que verdn en el siguiente
capitulo.

1. Encuentre la integral de :

J V3 - 2x —x2dx

Lo primero que se debe observar es que —3 < x < 1 ademas, que la variable x es negativa, en
consecuencia, al integrar en la solucién del ejercicio debe aparecer la funcién arcsin(x).

Se debe transformar a su forma canoénica, el trinomio del radical:

b\* A 2\2 16
j— — 2: JR— —_— | = — — —_—
3-2x—x a[(x+2a) 17 1[(x+2) 4]

1
3—2x—x2:—6—(x+1)2:4—(x+1)2

4
Se reemplaza:
j V3 -2x—x2dx = fw/4—(x+ 1)2dx
Se realiza un cambio de variable: x+1 =t — dx = d¢t; -2<tg2

dex - Jmm& - J., /4(1 —(%)z)dt

Cambio de variable:% =k —t=2k—dt=2dk

2[, /(1 —(%)z)dtzzf\/mwkzélf\/mdk:

Ahora ya transformada , es mas facil su integracién: Se multiplica y se divide para (1 - (k)z) ,

se la denomina I;

e [ [ e (e

Se separa en dos integrales:

1-k2 T dk k2dk
V1-k2 Vi-k2 V1-k2
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La primera integral:

dk
V1-k2

Se puede escribir, como una ecuacién:

. . [t L (x+1
= arcsin(k) = arcsm(z) = arcsm( 7 ) =

+1
I = arcsin(xT)—Iz

I :Jw/(l—(k)z)dk:

g(x) = VI-R2 f'(x) = dk

Se aplica el método por partes:

) 2kdk

§W=-"F=5 [ f/(x)dx = [ dk

flx)=k

Se aplica el método de por partes:

12
I :J\/l—k%ik:k\/l—kz—f K dk
V1-k2

Por lo tanto, se puede escribir la ecuacién:

Il =kV1—k2+12

Se ha obtenido dos ecuaciones, se forma el sistema, donde las incégnitas son Iy, I,

Il = k\ll—kz + 12
I arcsin(k) - I,

2I; = kV1 —k? + arcsin(k)

I = k 1-k%2+ %arcsin(k)

2
I = J,/(l — (k)?)dk = g 1-k2+ %arcsin(k)

Se regresa a la variable 'x’:

V3w 2 +1 +1
J3_2x_x2dk:x V3—2x—x2+2arcsin(xT)+c

2

2. Encuentre la integral de :

j Vx2 —2x+ 5dx

Lo primero que se debe observar es que, la funcién en el radical es siempre positiva

Se debe transformar a su forma candnica, el trinomio del radical:

b\ A -2\ -16
2— = _— —_—— = —_— —_—
x“=2x+5 a[(x+ ) 1[(x+ 2) 1 ]

2a 4q2
x2—2x+5:(x—1)2+4

fvmdx:f,/(x_nzmx

Se reemplaza:
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Se realiza un cambio de variable: x—1 =t — dx = d¢t;

j,/(x—1)2+4dx=J,/(t)2+4dt=

Ahora ya transformada , es mds fécil su integracién: Se multiplica y se divide para ((t)2 + 4) ,

se la denomina I;

e [T | it

Se separa en dos integrales:

t2+4 df = t2dt L[4t
Vi?+4 Vi?2 +4 Vi +4
t2+4 £2dt 4dt

+ —_—
Vi2 + Vi2 +4 Vi2 +4

La segunda integral es :

dt
:41n’t+ Vt2+4‘
Vt2 +4

Se puede escribir, como una ecuacién:

11:12+4ln|t+\/t2+4|

b= [ (P

Se aplica el método por partes:

g(x)=Vt2+4 f(x)=dt

, _ 2tdt , _

g(x)—ﬁ [ f/(x)dx = [ dt
flx)=t

Se aplica el método de por partes:

t2dt
I :J‘Vt2+4dt: t‘Vt2+4—f
! Vit2+4

Por lo tanto, se puede escribir la ecuacién:
11 =t Vt2+4—12

Se ha obtenido dos ecuaciones, se forma el sistema, donde las incégnitas son Iy, I,

L tVi2+ 4 - I
{ I 41n|t+\/M|
20 :tﬁ+4ln‘t+\/m
= Vi + 44 2In|+ Vi d
jmdx:x-

1
Vx2—2x+5+21n‘x—1+Vx2—2x+5 +C
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3. Encuentre la integral de :
6x° —22x% +21x -7

Vx2—4x+3

Como se observa, en el numerador hay un polinomio de tercer orden; por lo tanto, lo mejor es
aplicar el método de Ostrogawski, el cual, indica:

6x3-22x2+21x-7
dx = (ax* + bx +c)Vx2 - 4x+3+AJ-
Vx2—4x+3 sz 4x+3

Donde a,b,c, y A son coeficientes que se debe encontrar, para lo cual, se deriva ambos lados de
la identidad:

3_22x% +21x—
[ 6x rrox 7dx] [(ax +bx+c)Vx2—4x+3 +AJ
Vx2 —4x+3

Se aplica propiedades de derivadas:

6x3—22x%+21x-7
(ax? + bx+c)Vx2 —4x + +A—
Vx2—4x+3 [ ] Vx2—4x+3

Ahora la propiedad del producto de derivada, se trabaja con el lado derecho de la identidad:
2x -4 LA 1
2Vx2—4x+3  Vx2-4x+3

-2 1
= (2ax + bx)Vx2 —4x + 3 + (ax* + bx +¢) x +A
Va2 —4x+3 Va2 —4x+3

dx

Vx2 4x +3 }

= (2ax + bx)Vx2 — 4x + 3 + (ax* + bx +¢)

Se realiza la suma de quebrados:

6x3 —22x2+21x -7 ~ (2ax+ bx)(x?> —dx+3)+ (ax® +bx+c)(x-2)+ A
Vx2-4x+3 Vx2-4x+3

Se simplifica los denominadores:

6x> —22x% +21x -7 = (2ax + bx)(x* —4x + 3) + (ax® + bx +¢)(x —2) + A
Se multiplica, asocia con respecto la variable 'x’
6x3 —22x% +21x -7 = 3ax> + (=10a + 2b)x® + (6a — 6b + c)x + (3b — 2¢ + a)

Se igualan los coeficientes de la misma potencia de la variable 'x’

6 = 3a — a=2
-22 = -10a+2b — b=-1
21 = 6a—-6b+c — c¢=3
-7 = 3b-2c+tA — A=2

Se reemplaza en la identidad:

6x3-22x2+21x-7
ad X rox dx = (ax* +bx+c)Vx2 —4x+3+ A
Vx2-4x+3

6x3 - 22x2+21x -7 dx
dx:(2x2—x+3)Vx2—4x+3+2f—dx
Vx2-4x+3 Vx2—-4x+3

Se integra la tltima integral, la cual ya es conocido el método, se transforma a su forma canénica:

:2ln‘x—2+ Vx2—4x+3‘

Id—xdx
Vx?2—4x+3

dx dx
zj—dx:zf—
Vx?—4x+3 Vix-2)2-1

Finalmente:

6x3 —22x> +21x -7
il \/# dx:(2x2—x+3)Vx2—4x+3+21n’x—2+ Vx2—4x+3’+C
x> —4x+3
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Ahora, se realiza un analisis de integracién de funciones irracionales no-lineales, pero ademads, de la
funcién con radical con un trinomio, en el denominador, se tiene un polinomio, que su orden, més
frecuente es de primer o segundo orden; es decir:

dx ) j dx
.f(x—a)”\/ax2+bx+c’ (ax?+b)/gx*+p

. . . . 1

En ambos casos, se realiza un cambio de variable, en el prime caso : ( )
X—a

2,7 : 2 . — 2 .

x’, se la deriva y después se reemplaza en la integral. En el segundo caso xt = Vx? -1 al igual, se

despeja 'x’, se la deriva y se reemplaza en la integral.

=t,se despeja la variable

1. Encuentre la integral de:
J x
xOV5x2 -2x-3
3
Su dominio es: x < -1 y x > 3 Esta integral es del primer tipo, donde « = 0 ,se realiza un

1 1 dt
cambio de variable: — =t —x = T dx = 7 Se reemplaza:
X

IX5W f 1
25( )

Se realiza operaciones de dlgebra basicas, se obtiene:
—thdt
V5+ 2t - 3t?

Ya es un tipo de integral conocida, se aplica método de Ostrogawski, se trabaja sin el signo:

_ ttdr
— (at3+bt2+ct+d‘V5+2t—3t2+Af
+ —

Se deriva, se realiza operaciones bdsicas, se asocia y se obtiene:

VS+2t—3ﬂ

t* = —12at* + (7a - 9b)t> + (15a+ 5b — 6¢)t + (10b + 3¢ — 3d)t + (5¢ + d + A)

1
1 = —12 = ——
a —> a 12
7
0 = 7a9b Ly p=_
108
85
— 154450 =22
0 5a+5b—-6c — 374
155
0 = 10b+3c-3d d=—-——
+oC — 374
145
0 = 5¢c+d+A —> A:H

Nos queda por encontrar la integral, se la transforma a su forma canénica:

Cambio de variable: t — % =u—dt=du

LJ dt :LJ' dt _
e
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Ya se puede integrar y es igual a:

1 . (3t—1)
—arcsin| ——

:LJL:Larcsin(éu):
V) e LTS 1
9

Finalmente:
d 155x3 24 21x+27 14 -
J al = 25x” +85x : Xt 5x2+2x -3+ > arcsin(3 x)+C
5V5x2 —2x—_3 324x 81V3 4x

1. Encuentre la integral de:

J‘ dx
(x2+1)Vx2 -1

Es una integral del segundo tipo: donde x < —1yx > 1. El cambio de variable a utilizar:
ux=Vx?2-1
Se eleva al cuadrado y se despeja’ x :

ux=Vx2-1—u’x?=x?-1—1=x*—u?x?

1
l=x?—u’x> > x*(1-u?)=1—x*=
1-u?
Se deriva: . 5ud p
) udu udu
x° = —2xdx = ——— —> xdx= ————
1-u? (1-u2)? (1-u?)?

Como se puede observar, en la derivada, al lado derecho, se tiene el producto xdx, pero en la
integral no se tiene; por lo tanto, multiplicamos y dividimos por x:

J‘ dx B J‘ xdx
(x2+1)Vx2-1 (x2+1)xVx2 -1
En la integral, se tiene el elemento x? + 1 se lo obtiene:

1 1 2—u?
2 2
1-u? 1-u? 1-u?

El otro elemento, que se requiere:

1 u
xVxl-l=x-xu=x’u=u-——

1-u?  1-u?
Con todos estos elementos, se reemplaza en la integral:

udu

1-u?)\1-u?

j xdx B (1-u2)? B J du
(x2+1)x\/x2—1_ (2—u2)( u )_ 2—y?
Se ha obtenido una integral de una funcién racional y el discriminante del polinomio del deno-

minador es mayor a cero; por lo tanto, se aplica el método de fracciones parciales:

1 A B

2w " (Va-u) (V2+u)
1 :A(\/§+u)+B(\/§—u)

2—-u? 2-u?

1=A(NV2+u)+B(V2-u)
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Siu=1vV2
1= AVZ+u)+ B2 1) — 1 = A2+ V2) = A2V2) —> A= ——
2V2

Siu=-V2
1=A(\/§+u)+B(\/§—u)—>1=B(\/§+\/§)=B(2\/§)—>B=%\/5

Se reemplaza:
1 A B

2-w? " (V2-u) (V2+u)
1 1 1

2—u2 T a(Nava-u) | N2(N2+u)

Se integra a ambos lados de la identidad:

1 du du
Jz—uzdu_Jzx/E(x/E—u)JrJz«/E(x/Em)

Se aplica propiedades de integracién:

1 1 du 1 du
Jz—uzdu_Zﬁj(ﬁ—u)+2ﬁj(\/§+u)

Se integra, la primera:

1 du 1
=- In[V2-u
2\/EJ<\/§—u) 2V2 ’ |
Se integra, la segunda:
1 du 1
=— In|V2+u
2\/§J(x/§+u) 2V2 | '

Se reemplaza:
jﬁdu = —%ﬁln‘\ﬁ—uh %ﬁln|\/§+u|
Jﬁdu = %ﬁ(—ln|\/§—u| +ln|\/5+ u|)
V2+u
N

1 1
du = 1
J2—u2u 2\/§n

se simplifica con operaciones basicas de algebra y se obtiene:

xV2+Vx2-1 .
xV2-Vx2-1

2

Se reemplaza u =

C

j xdx 1 In
(x2+1)xVx2—-1 2V2
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3.2.2. Ejercicios Propuestos de Funciones Irracionales No-Lineales
1. Encuentre la integral de :
1 (8x+3)dx 1 [ (10x-15)dx
J VaxZisx+1 J V36x2-108x+77
2 j _dx o [t
J Vax=x2 J V7-6x-x?
3 JL 3. Fd—x r>0
: V1-9x2 J A/(2r—x)x
" j(x+3)dx n h xdx
V1-4x2 J Vi-2x-3x2
i xdx
5. J-Vl —4x2dx 5. | —m
. (x=5)dx 6. [ (6x+5)dx
V5 +4x—x2 J Ve+x—x2
7. dex 7. FM
J Ver2x—x2
. J dx o [ (20-3)dx
Vx2+3x+2 ") V3o ox—x2
dx 1 r dx
9'Jx/x2—x+m "7 o v
10, (x—1)dx Lo, [tx=Ddx
V3x2+2x+1 ") V32 2x+1
11. J—dx [
V1 - 4x —x2 ) V2o 2x—1
12, (x?)dx 12  (x+4)dx
Va2 —x2 I V2x—?
13, f dx L. ( (4x—-3)dx
V8x —x? JVei_2x16
14 (x—3)dx 14 [ (2x)dx
VaZ—6x+1 J VxZ+5
15. '[L 15 [
Vx2+4x-5 J Vi-x+2x2
16, f(x+3)dx L6, [ (x+2)dx
Vx2 - 6x J Veeooxs3
17 (x+4)dx 7 r dx
V2 -x—x2 J Vex-2x2
. (x)dx 18. [ (4x33)dx
VaZ+x+1 J Vx2-2x+2
19, (4x —3)dx 19, [ (x—4)dx
Va2 -2x+6 J Vx243x+2
20. (x—1)dx 2. ( (x—4)dx
Va2 +8x+1 J Vex-5-x2
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2. Encuentre la integral de :

1.

N

W

4

10.

11.

12.

13.

14

15.

16

17

18.

19

20

J‘(x+3)dx

VxZ +2x
(x+a)dx

foz—ax >0

(3x+2)dx
J V2 -4x+5
(5x+2)dx
J VaxZasx—1
(5x—4)dx
) VB2 —2x+1

dx
' fxm
dx
J‘(a—x) a?—x?
dx
. szm
dx
' Jx3m
dx
j(x—lﬁm
" dx
J x3V1+a2
i dx
J (x-24V1—dx+x2

" dx

J (x+1)V1+2x—3x2

dx

' fxm
dx

f(x+2)m
dx

' Jxm

J‘ x2dx
. V2x2+3

dx
J (x—1)V6x—5—x2
f dx
") 2V —x+2x2

dx
. fox2+8x+l

N

W

4

[=)}

10

11

12

13.

14.

15

16.

17

18.

19.

20.

dx
==
(x+a)dx
==
(3x—2)dx
J Vax?“ax+s
(3x—4)dx
J Vax?i5x-8

. J V2x + x2dx

. JV3—2x—x2dx

J dx
C ) xVkZ o1

dx
J(x—Z)Vx2—6x+1

dx

J(x—l)zm
dx

' fxﬁ/m
dx

' fxzm

dx
. Jx4\/3—2x+x2

dx
f(z»—zx)«/m
dx
J(2x—1)m
J' dx
J xVxex—1
dx
J(x+1) x2-1
f xtdx
) VaPiox+3
dx
f (x+2)Vx2+5
dx
f(x+2)2m

dx
J (x)Vx2 +6x+13
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3. Encuentre la integral de:
-
1. | xV8+x—x2dx
1. J(2x—5)\/2+3x—x2 J
-
V352
) 3+ 4x2—6x+3 2. ] 3x% +10x+9dx
V5 + 6x — x2 C 24y
3 x3+5x2-3x+4 3. J Vi—x2
Vi2
Xl L, (23l
4, fx\'6+x—x2dx J o Vx?+l
, 5 [ x3—x+1 dx
5. %dx “J VaZvoxt2
x“+x+1
i x3dx
3 2 . 6. | ——
6. wdx J Vx2—4x+3
Vx2+2x+1 f oy
x*dx
3 2 _ 2 7. dx
” x°+2x“—ax+a dx a0 J ez 11
Vx2 +a? c iy
g x3+5x2-3x+4 8. J 5 xz_ldx
' Va2 ++1 -~ dx )
9. X
9. J-A J (x-2)Vx2-3x+2
Vx2+2x+1 - dx
10. dx
10. JVx2—3x+2dx J (x=1)Vx-x?
i d
1. *dx
11. JVx2—4dx J (x-1)Vx—x2
i d
12. | Vx2+4d 12 ; dx
: XT+adx J (x—1)2Vx2+2x
 x%dx
13. Jx2V6+x—x2dx 13. | ———=dx
J V2x?2+3
 d
14. JxVx2—3x+2dx 14. X dx
J Vx?2-1
r
15. JxV6+x—x2dx 15. dx dx
J xVx2-1
dx r 2
1. [ _dr
VaZ+2x+1 16 ] xmdx
3 2
5x°-3x-5
17, [ XERX Xm0, 17. ( dx
Va2 +2x+1 J vWx2_5
18. JV1—2x—x2dx 18 [ xPdx dx
“J Vxi-a?
19. fo2—2x+10dx 1o [ x%dx
)
20. JV4—x2dx 20 va2+5dxdx
J V5x2+1
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4. Encuentre la integral de:

1. J‘(x+5)Vx2+2x+4dx

dx
'J‘(x—2)2(x+3)
dx
' Jx5(x4+1)2

xVx2 + 4x +5dx

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

~
~

" X

Vx2+16
sinx

J V1 -sinx

dx

C

r

dx

X
J‘x\/x2+3x+4

X
J\lx2+x+2
ij2—5x+6dx

ijx2—3x+6dx

f Vx2 +4x—12dx
" (x+1)dx

J Vx2-9x+18
" dx

J xVx2-9x+18

r

(x+5)
Vx2+2x+1

f Vx2 —4x—21dx

f Vx2 - 2x—15dx

X
.[Vx2+2x+l
Jsz—x—Zde

xVx2 -3x—-5dx

x2Vx2 - 3x + 18dx

dx

1. J(x+1)V8+x—x2dx

2. fo3x2+ 10x +9dx

xdx

V1 +x2
_x=3 3
Vx2 6x+1

_x-4 4

V2xx2

»

54

dx
6. f
(x+2)2Vx2—4x+3
dx
7. J—dx
(x-1)Vx2+1
x
————dx
JxZsz—l

9. J dx dx
(x—4)Vx2-3x+2

dx
10. —d
j (x)2Vx — x2 *

dx
11. —dx
.[(x+1)\/x—x2

dx
12. J—dx
(x)2Vx2 +2x
13. J—dx
Vx2 —4x-21
dx
14 J—dx
xVx?2 -1

15.

X
—  _dx
f xVx2+4x-5

16.

——dx
.[ xV2x2-x-3

17.

J x
xV3x2+11x—4

(x+1)dx
18. J ———dx
Va2 _ a2

19.

— dx
J\/xz—3x+3
J'Vx+ dx

VEx2 41

20.
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Capitulo 4

Integrales Indefinidas de Funciones
Trigonométricas

1. Elementos Basicos de una Funcién Trigonométrica

1.1 Ejercicios Resueltos de Integrales Trigonométricas

2.2 Ejercicios Propuestos de Integrales Trigonométricas
2. Método Basico para Transformar de una Funcién Trigonométrica a una funcién Racional

2.1 Ejercicios Resueltos de Integrales Trigonométricas a Integrales Racionales

2.2 Ejercicios Propuestos de Integrales Trigonométricas a Integrales Racionales
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4.1. Elementos Basicos de Integrales Trigonométricas

Los métodos de integracién para las integrales trigonométricas, principalmente, se basan, en su
gran mayoria, en la aplicacién de alguna de las identidades trigonométricas, es por eso, que el estu-
diante debe conocer las identidades trigonométricas basicas, como : sin(2x),cos(2x), tan(2x), suma y
diferencia de funciones trigonométricas; asi como también, tener en mente las propiedades de funcio-
nes trigonomeétricas, esto ayudara a entender y a integrar con mas facilidad. Ademds, en este tipo de
integrales, se puede aplicar el método algebraico, que en algunos casos ayuda.

También, se debe poner atencidn, si las funciones trigonométricas se encuentran en el numerador

o denominador y de los exponentes que estds funciones tengan.
Si las funciones trigonométricas estan en el numerador y si las funciones trigonométricas tienen ex-
ponente par, en ese caso, es mejor aplicar las férmulas de reduccién y/o re-cursivas de las integrales
trigonométricas, y si las funciones trigonométricas tienen exponente impar , se aplica un cambio de
variable con respecto a una de las funcién sin(x) o cos(x). En este libro se indicaran los métodos mas
comunes, para obtener las férmulas de las integrales de reduccién, y no es su objetivo de alistar estés
férmulas; ya que, en la practica existen mas de 600 férmulas de este tipo. En calculo, es comtn encon-
trar integrales del tipo:

dx
sin”(x) cos™(x)

Donde n,m son nimeros naturales. Su integracién, se la realiza, aprovechando que, en el numerador,
se puede escribir el nimero 1, y este nimero representarlo con una identidad trigonométrica, que es
igual a: sin?(x) + cos?(x) = 1, con lo cual, se separa en dos integrales y en cada una de estés integrales,
se vuelve a realizar la misma operacién, hasta que, se llegue a integrales conocidas.

4.1.1. Ejercicios Resueltos de Integraciéon de Funciones Trigonométricas

1. Encuentre la integral :

fsin(ax)dx a0

se realiza un cambio de variable: ax =t — adx = dt, se reemplaza:

fsin(ax)dx = Jsin(t)% = %Jsin(t)dt = L cos(t) = —% cos(ax)+C

a

2. Encuentre la integral:

I= J-sin(ax)cos(bx)dx az0yp b=0

La integral presentada como un producto de funciones trigonométricas, se la representa como
una suma de funciones trigonométricas, ya que en esa forma existe una propiedad de integrales,
para ello, se utiliza las identidades trigonomeétricas ; es decir:

2sin(A)cos(B) = sin(A + B) + sin(A — B)

sin(ax)cos(bx) = % [sin(a+ b)x + sin(a — b)x]

sin(ax)sin(bx) = % [cos(a—b)x —cos(a+ b)x]
cos(ax)cos(bx) = % [cos(a+ b)x + cos(a—Db)x]

Se reemplaza:

jsin(ax) cos(bx)dx = J % [sin(a+ b)x +sin(a — b)x]dx

Se aplica propiedades de integrales:

J % [sin(a+ b)x + sin(a —b)x]dx = % j [sin(a + b)x]dx + % f [sin(a—b)x]dx
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Sia+b=0 o a-b=0en funcién del ejercicio anterior se tendria:

1
I:—4—acos(2ax)+C
Sia+b=0 o a—b =0 se tiene:

I= Jsin(ax)cos(bx)dx = —4%1 cos((a+b)x)— ﬁ cos((a—b)x)+C

3. Encuentre la integral :
A= Jcosz(x)dx y B= fsinZ(x)dx

Existen tres métodos para encontrar esta integral, que se presente en cdlculo integral muy fre-
cuente:

a) Método Algebraico: Se obtiene un sistema:

A+B I(cosz(x)+sin2(x)dx = fdx
{A—B = I(cosz(x)—sinz(x)dx fcos(Zx)dx =

Se resuelve el sistema y se obtiene:
A= | cos“(x)dx = S*ty sin(2x) y B= | sin“(x)dx = %7 sin(2x)

b) Método Integral:
Se aplica el método de por partes:

fcosz(x)dx = fcos(x) cos(x)dx

g(x) = cos(x) f'(x) = cos(x)dx
g'(x) = —sin(x)dx Jf’(x) = fcos(x)dx
f = sin(x)

fcosz(x)dx = cos(x)sin(x) — fsin(x)(—sin(x))dx =

= cos(x)sin(x) + J(sinz(x))dx =

Se reemplaza: sin?(x) = 1 —cos?(x)

= cos(x)sin(x) + J(l —cos?(x))dx =

= cos(x)sin(x) + f dx — jcosz(x))dx =

La integral final se la pasa al lado izquierdo:
2fc052(x)dx = cos(x)sin(x) + fdx =
2 1 . b
cos“(x)dx = Ecos(x)sm(x) + 3=

2dx =Y 1 L
J-cos (x)dx = 5+ 4s1n(2x)+C
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c) Método Identidades Trigonométricas:

En la integracién de la integral se aplica identidades trigonométricas, las cuales deben ser
conocidas por el estudiante:

2cos?(x) = 1+ cos(2x); 2sin?(x) = 1 — cos(2x)

1 1 1 1
200\ = = . in(x) = — — —
cos“(x) = 3 + 3 cos(2x); sin“(x) 573 cos(2x)

Se integral a ambos lados:

’ _ [ ldx 1 _x sin(2x)
Jcos (x)dx-f > + 2cos(2x)dx—2+ 1 +C;

4. Encuentre la integral :

Se define que sin(x) == 0; por lo tanto:

w0 a (gl
Jsin(x)_fzsin(g)c%(g) stin(g)cos(g)cos(g)

ety

Se realiza un cambio de variable: tan(f) =u se deriva: ———— =du
2 2 cos?(x)

:f dx L
2tan(g)cosz(§) U

du X

@ In(u) = Inlt (—) +C

” n(u) =In|tan 7
Cave anotar que, si sin(x) # 0 la funcién In tan(%) existe.

5. Encuentre la integral :

f coij(cx)

Se define que cos(x) #= 0 y se aplica la propiedad de angulos complementarios; por lo tanto:
dx
sin (x + I )
2
Un cambio de variable: (x + g) =u—dx=dt

dx dx = .dx du =In
cos(x) sin(u)

J dx dx—lntan(z+f)
cos(x) 4 2
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6. Encuentre la integral :

dx
sin(x)cos(x)
Se define que cos(x) #=0 p sin(x) = 0.

dx _y dx
Jsin(x)cos(x) - Jsin(Zx) -

Cambio de variable: 2x = u — 2dx =du

ax
zjsinfdu) :Jsii?u) =In tan(%)

7. Encuentre la integral :
Jtan(x)dx

J.tan(x)dx = j 2)1;(();)) dx

En el numerador, se puede escribir que, (cos(x))’ = —sin(x)

[ oax= [ [ gy njcosta + C

cos(x) cos(x)

+ C =In|tan(x)|+ C

Se define que cos(x) #=0

J.tan(x)dx =—In|cos(x)|+ C = 1n|cos_1(x)( =lIn|sec(x)|+ C

8. Encuentre la integral :

Se define que sin(x) #=0

En el numerador, se puede escribir que, (cos(x))’ = —sin(x)

j cosla) dx = j (Sin(x))/dx = Inlsin(x)|+ C

sin(x) sin(x)

9. Encuentre la integral :

J’ dx
sin?(x)cos2(x)
Se define que: sin(x) == 0,cos(x) = 0
J‘ 1-dx 3 J sin?(x) + cos?(x) dx—
sin?(x)cos2(x) J sin®(x)cos?(x)

L2 2 2 2
:J‘sm (x) + cos (x)dx:j . sin“(x) dx+ cos*(x) dx =
sin

sin?(x)cos2(x) 2(x)cos?(x) sin?(x)cos2(x)

dx dx
) J cos2(0) *sinZ(e ot C

10. Encuentre la integral :

J‘ dx
sin?(x) cos(x)
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Se define que: sin(x) == 0,cos(x) = 0
1-dx 3 sin?(x) + cos?(x) 3
Jsinz(x)cos(x) _J sin?(x)cos(x) dx =
[ sin®(x)+cos?(x) , sin’(x) cos?(x) B
B J sin?(x)cos(x) dx= f sinz(x)cos(x)dx ’ J sinz(x)cos(x)dx B

B dx cos(x) ,
B f cos(x) +j 00 * T

La primera integral es conocida. La segunda no lo es; por lo tanto, se debe realizar cambios:

jcos(x) dx =
sin’(x)

Se realiza un cambio de variable: sin(x) = t — cos(x)dx = dt, se reemplaza:

J e f - J e

Finalmente:
X 1
_lntan(—+—)— : +C
sin?(x) cos(x 4 2/ sin(x)
11. Encuentre la integral :
j dx
sin®(x)cos3(x)

Se define que: sin(x) == 0,cos(x) = 0
J 1-dx _ J‘ sin?(x) + cos?(x) dx =
sin?(x)cos3(x) J sin%(x)cos3(x)
B sin?(x) cos?(x) B
- J. sin®(x)cos3(x) dx+ J. sin®(x)cos3(x) dx =

_J dx +J‘ dx B
~ ) cos3(x) sin?(x)cos(x)

Se continua realizando el mismo proceso con cada una de ellas:

B sin?(x) + cos?(x) B sin?(x) dx
_I cos3(x) dx_jcos3(x)dx+Jcos(x)

Con la primera, se aplica el método de por partes:

B sin?(x) _ [ sin(x)sin(x) ,
_J.cos3(x)dx_J. cos3(x) dx =

sin(x)

= 1 / = d
gx) = sin(x)  f(x) = dx
“(x) = cos(x)dx ff’(x)dx = J. Sin(x)dx
& - B cos3
Se integra:
J' s1n(33c)dx
cos
Se aplica un cambio de variable: cos(x) = t — —sin(x)dx = dt, se reemplaza:

sin(x dt -3 t‘
— = dt =
j COS3 j 3 J 2cos2
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Se aplica el método de por partes al ejercicio:

i 02

_ [ sin“(x) ,  sin(x) _Jcos(x)

_jcos3(x)dx_ 2cos? 2cos? dx

:fsmz(x)dx: sin(x)_lj dx
cos3(x) 2cos? 2 ) cos(x)

Por el momento se tendria:

J‘ dx sin(x) IJ' dx J‘ dx sin(x)
_— = - = + = +
cos3(x) 2cos? 2 ) cos(x) cos(x) 2cos?

J‘ dx  sin(x) N lln

cos3(x)  2cos? 2

4

La integral:

dx
- _f sin®(x)cos(x) =In

Finalmente, se une los elementos de la integral:

J‘ dx sin(x) 3
= +=1In
sin?(x)cos3(x) 2cos? 2

12. Encuentre la integral
jtanz(x)dx

tan(7I +x
2

tan(n+x)‘—
4 2

1

2

sin(x)

J

Se define que: sin(x)cos(x) = 0 Se considera la identidad trigonométrica:

sin?(x) + cos?(x) = 1

Se divide para cos?(x) y se obtiene;

2
sin”(x
(x) +1= —> tan? +1 = sec?(x)
cos2(x) cos2(x)
2 2 2 1
tan”+1 =sec’(x) — tan“(x) = — — 1

cos?

Se integra a ambos lados:

Jtan%x)dxzf C;?—l]dx: .”CO%
:ﬂco%]dx—jdx:tan(x)—ﬁc

]dx—fdx

dx

cos(x)

Teniendo estd integral en mente, se puede obtener la férmula de reduccién para la integral

Jtan”(x); que es:

U, = Jtan” dx

Donde n es un nimero natural mayor a dos.

Jtan”_z(x) -tan?(x)dx

Se puede escribir:
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n-2
J . [%] dx - jtan”_z(x)dx

d
En la primera integral se realiza un cambio de variable: tan(x) =t — % =dt se reemplaza
cos?(x
y se integra:
tan”2(x) 1 1
. dx = tn—Zdt — — t n-1
J [ cos? ¥ J- n-1 n-1-" ()
n 1 n—1 n—2 1 n—1
tan”(x)-dx = 1 tan” " (x)— | tan"""(x)-dx = 7 tan""" (x) — U,,_,
n —_— —_—

El proceso es idéntico si se desea obtener la férmula de reduccién para la cotangente; es decir:

V, = jcot”(x)dx

Donde n es un ndmero natural mayor a dos. Reemplazando en la férmula anterior por x el

T .
elemento 5 Txse puede obtener la férmula de reduccién para la cotangente:

-1
jcot”(x)dx = cot" 1 (x) - jcot”z(x) cdx = ——cot" Y (x) -V,

n—1 n—1
J.tan6(x)dx

Donde n = 6, se aplica la férmula de reduccién:

13. Encuentre la integral :

Jtané(x)dx = %tanS(x) - Uy

Jtan‘l(x)dx = %tan3(x) -U,

Jtanz(x)dx =tan(x) —x

Se va reemplazando en sentido contrario:

Jtan4(x)dx = % tan3(x) — tan(x) — x

Jtan‘s(x)dx = 1 tan®(x) — % tan®(x) + tan(x) + x + C

5
J-cot5(x)dx

Donde n = 5, se aplica la férmula de reduccién:

14. Encuentre la integral :

-1
fcots(x)dx =T cott(x) - V;

fcot3(x)dx = _—21 cot?(x) -V,

Vi= J.cot(x)dx = In|sin(x)|

En sentido contrario:

Jcot3(x)dx = % cot?(x) —In|sin(x)|

- 1
fcotS(x)dx = Il cot*(x) + > cot?(x) + In|sin(x)| + C
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15. Encuentre la integral :

I, :J-sin”(x)dx nelN
Se aplica propiedades de funciones exponenciales:
I, = J.sin”_l(x)sin(x)dx

Se aplica el método de por partes:

in"" (x) f(x)

sin(x)dx

OQ\
=
I

(1 —1)cos(x)sin"2(x)dx jf’(x)dx = Jsin(x)dx
f) = Zeos(x)

Se aplica la férmula:
I,, = —sin" ! (x) cos(x) + (n — l)f(—cosz(x))sinnz(x)dx
Se recuerda la identidad: cos?(x) = 1 —sin?(x)
I, = —sin" " (x) cos(x) + (n — 1)'[(1 —sin?(x))sin" % (x)dx
I, :—sin”1(x)cos(x)+(n—1)Us "=2(x)dx — f(sin“(x)sinz(x)dx]
J-sm = —sin""!(x) cos(x) + (1 — 1)fsin”_2(x)dx —(n—-1) J(sin”(x)dx
J.sm x)dx + ( l)J.(sin”(x)dx = —sin" ! (x) cos(x) + (n— 1)J-sin”_2(x)dx

nfsin”(x)dx = —sin" ! (x)cos(x) + (n—1) Jsin"_z(x)dx

nl, = —sin" ! (x)cos(x) + (n—1)I,_»

Finalmente:
—sin"!(x)cos(x) (n—1)
In - " n In—2
Donde I, = fsin”(x)dx; I,,= jsm” 2(x)dx
16. Encuentre la integral :
I, = J-cos”(x)dx nelN

Se aplica propiedades de funciones exponenciales o también, se puede aplicar propiedades de
angulos complementarios; por lo tanto, se puede deducir la férmula:

sin{x)cos" 1 (x) N (n-1)

I, = " Iy o
I sin(x)cos"1(x) (n-— 1)1
n = n n n-2
Donde I, = fcos"(x)dx; I, = fcos”_z(x)dx
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17. Encuentre la integral :
Ig = fsiné(x)dx

Sin es par lo mejor es utilizar la férmula de reduccidn, en este caso n = 6:

.5
—sin’cos(x) 5
[g= ——— 2 21
6 3 G4
.3
—sin”cos(x) 3
I, = + -1
4 1 12

Ahora en sentido contrario:

—sin®cos(x) 3 —sin®cos(x) 3[x sin(2x)
I=— = R T D
4 4 4 412 4
. 5 . 3 .
—sin’cos(x) 5[-sin’cos(x) 3|x sin(2x)
I = — 1z
6 6 6 [ el |

18. Encuentre la integral :
Jsin‘l(x) cos’(x)dx =
Una de las funciones tiene un exponente impar:
Jsin4(x)cosz(x)cos(x)dx = J‘sin‘*(x)(l —sin’(x))cos(x)dx =

Se realiza un cambio de variable: sin(x) = + — cos(x)dx— = dt

= fsin4(x)(1 —sin®(x))cos(x)dx = f t4(x)dt — f 4. 12 (x)dt =

4.1.2. Ejercicios Propuestos de Integracion de Funciones Trigonométricas

1. Encuentre la integral :
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(" sin(2x)dx

1. [ cos(5x)cos(7x)dx L J 1+sin2(x)dx
2. [ cos(2x)cos(3x)dx 5 Fcos3(x)dxdx
N ==
3. fcos(4x)sin(4x)dx J sintlx)
5[
4. fcos cos(3x)d " J 1+sin%(x)
5. fsin(Sx)sin(Zx)dx 4 (( dx J
. — x
6. fsin(Sx)sin(2x)dx J sin’(x)
(( dx
7. fsm sin(2x)d 5. sin4(x)dx
J
8. fsm x)cos(2x)d 6. fsin(3x)cos(2x)dx
9. ICOS )sin(2x)d 7. fsm cos(3x)d
10. fsin(Zx)sin(Zx)dx 8. fsin(Zx)sin(Sx)dx
- 4
11. [sin*(x)dx 9. [ sin(3x)sin(x)dx
12. [ cos®(x)dx 10. [sin®(x)dx
13. [tan®(x)dx 11. [ cos®(x)dx
14. ICOtﬁ(x)dx 12. fsins(x)dx
15. fsinz(x)cosz(x)dx 13. Isin3(x)cos4(x)dx
16. fsin4(x)c055(x)dx 14. fsin3(x)cos3(x)dx
17. fsinz(x)cos(x)dx 15. ISin3(x)cos(x)dx
18. [sin(x)cos?(x)dx r
! L
19. [ sin(x)tan(x)dx J sint(x)
e
20 sin(x)dx i 17. de
) T+ 2c0s(x) X J /1 +cos?(x)
" —[sin(Zx)dx . 1g. [ cos¥dx
" J 1+sin?(x) J Jeos?(x)
22. fsin(2x)tan(x)dx 19. Fwdx
J Jcos?(x)

4.2. Método Basico para Transformar de una Integral Trigonométri-
ca a una Integral Racional

Hay ciertas integrales trigonométricas que por su estructura son muy trabajosas en el momento de
su integracién. Es por esto que, es mucho mds agradable transformarles a una integral racional, para

lo cual, se utiliza ciertos cambios de variable, como son:

1. Cuando, se tiene :sin(x),cos(x) y tan(x):

sin(x) =

_ 2
Z )+
sin 5 Cos
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Se divide y multiplica para: cos? (g), se obtiene:

2sin(§)cos(;—c)
inl* jad z(f) (f)
_ 251n(2)cos(2) _ cos 2 _ 2tan >
sinz(f)+cosz(f) sinz(f)+cos2(f) tanz(f)—i-l
2 2 2 2 2
2 E)
cos (2

Se realiza un cambio de variable: tan (g) =t

X
2tan(§) B ot

sin(x) = ==
tan2(g)+1 t+1

En igual forma se obtiene una identidad para el cos(x):

cosz(f)—sinz(f) cosz(f)—sinz(
2 2 2

X

2

oSt = 1 ) sinz( )+cosz(

).
|

N RN R

Se divide y multiplica para: cos? (g), se obtiene:

cosz(g)—sinz(g)

_cosz(g)—sinz(;)_ cosz(g) ) 1—tan2(;)_ 1_¢2
- - - 2
sin2(§)+cosz(z) sinz(—)+cosz(f) tanz(—)+1 L+t
2 2 2 2
2 f)
cos ( 5
En igual forma, se obtiene una identidad para la tan(x) utilizando la ley de la tangente:
x
2tan (5 ) 2t
tan(x) = =

X 1—1¢2
1-t 112(—)
a 5

Las tres funciones trigonométricas, estdn representadas en funcién de 't’; lo que significa que,
si una integral trigonométrica esta compuesta por estds funciones, se las puede reemplazar en
funcién de t, con lo cual, se obtendria una integral de funciones racionales.

2t 1-t2 2t
2417 1+121-1#2

f R(sin(x), cos(x), tan(x))dx = f R(
Ahora se requiere una expresion para el diferencial, la cual, se obtiene de:
x x
tan ( 5 ) =t —> arctan (tan ( 5 )) = arctan(t)

Con lo cual, se obtiene:

2dt

X
— = arctan(t) — x = 2arctan(t) — dx = ——
2 ) ® 1+1¢2

Finalmente:

2t 1-t2  2¢ 2dt
2417 1+12 1121 +¢#2

f R(sin(x), cos(x), tan(x))dx = JR(
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2. Cuando, se tiene : sin?(x),cos?(x) v sin(x)cos(x):

sin?(x)
. 9 sin?(x) sin?(x) cos?(x)
sin”(x) = 1 sin?(x)+cos2(x)  sin(x)+cos?(x)
cos?(x)
B tan?(x) B t2
Ctan?(x)+ 1 1+t2
cos?(x)
cos2(x) = cos?(x) _ cos?(x) _ cos?(x) _
1 sin?(x) +cos2(x)  sin?(x)+ cos?(x)
cos?(x)
_ 1 1
Ctan?(x)+ 1 1+t2
sin(x)cos(x)
) sin(x) cos(x) sin(x)cos(x) cos?(x)
sin(x) cos(x) = 1 ~ sin?(x)+cos?(x)  sin(x)+cos2(x)
cos?(x)

t t
Ctan?(x)+ 1 1+t2

En cada una de estas identidades, se tiene que: tan(x) = t — arctan(tan(x)) = arctan(t) — x =

: Finalmente:

arctan(t) — dx = :
(*) 1+1t2

#2 1 t dt
2417 1+12 142 1+¢2

J- R(sin?(x), cos?(x), sin(x) cos(x))dx = j R(

4.2.1. Ejercicios Resueltos de Integracion de Funciones Trigonométricas Trans-
formadas a Funciones Racionales

dx
J 2 + cos(x)

El denominador no puede ser cero, con ninguno valor de ’x’. Un elemento que a veces ayuda para
definir que estrategia seguir es: El ejercicio tiene dos diferentes conjuntos: un niimero entero 2 y
funcién trigonométrica (cos(x)); por lo tanto, se transforma a una integral racional, del primer tipo:

2dt

J‘ dx _f s _ZJ‘ dt
2+cos(x) 1-t2 3+1t2

2+
1412

1. Encuentre la integral de:

Como se observa , se ha obtenido una integral racional. Se aplica la propiedad distributiva:
= 2-[\ i = 2J L
3+12 ( ¢ )2
3[1+|—
V3

Se realiza un cambio de variable: t = V3u — dt = V3du, se reemplaza:

B \V3du _2\/5 du B
_2J3[1+(u)2]_ 3 J[1+(u)2]_arcmn(u)

(3

V3

=arctan(u) = arctan( ) = arctan +C

*
V3
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2. Encuentre la integral de:

j (2 +sin(x))dx

sin(x)(1 + cos(x))

Se define que sin(x) # 0 y (1 + cos(x)) # 0. Se transforma a una integral racional:

2t
(2+sin(x))dx (2+ )dx 2dt
fsin(x)(1+cos(x))_f 2t 1—t2 1+1¢2
— 1
1+t2( 1+t2)

Después de realizar operaciones basicas, se obtiene:

2t
_j (2+1+t2)dx 2dt —jt2+t+1dt

2t (1 1—t2)1+t2_

1+¢2 1+1¢2
2+t +1 dt
:det:fthJ-dHf—
t t
t2 tanz(%) x X
:7+t+Ln|t|+C: 5 +tan(§)+lntan(§)+c
3. Encuentre la integral de:
f dx
1+ 2cos?(x)
Un cambio de variable : tan(x) = ¢t
dt
[Fesr=ral Eovad b
2(x) 2
1+ 2cos2(x) 1+2. 1 t2+3
1+¢2

Se aplica una propiedad distributiva y un cambio de variable: t = V3u — dt = V3du

ERICE

1 t
arctan( )= — arctan(—)
ﬁff ] 6 T E
dx 1 tan(x)
_ t C
| e - Vo an( V3 )+
4. Encuentre la integral de:
J‘ xdx
cos?(x)
Su define cos(x) # 0. Se aplica el método de integracién por partes:
, B dx
W= x W= oo
dx
7 - d 4 —
N A e
fx) = tan(x)
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Se aplica el método de integracién por partes:

J Xd—zx = xtan(x) - Jtan(x)dx = xtan(x) + In|cos(x)| + C
cos*(x)

5. Encuentre la integral de:

jxtanz(x)dx
Su define cos(x) # 0. Se aplica una identidad trigonométrica :
1
tan?(x) = -1
an®(x) cos?(x)

thanz(x)dx = fx[#z(x) -1|dx= J[ccjcsij(cx) - [jxdx}

2
jxtanz(x)dx = xtan(x) + In|cos(x)| — % +C

6. Encuentre la integral de:

f 1 +sin(x)cos(x)

(2 + cos2(x))(1 +sin?(x))
Se transforma a una integral racional:
1 t
J- Y dt
( 1 t2 ) 1+1¢2

2+ )1+
1+1¢2 ( 1+1¢2

Se simplifica:
t2+t+1
[ e
(2t2+3)(2t2+1)
Se ha obtenido una funcién racional propia, se aplica el método de fracciones parciales:

2+t+1 _At+B+Ct+D
(212 +3)(2t2+1) 21243 2t2+1

Después de realizar operaciones basicas y de simplificar el denominador, se obtiene:

t2+t+1=(At+B)(2t> + 1)+ (Ct + D)(2t*> + 3)

1 1
El desarrollo ya se conoce; por lo tanto, el estudiante debe realizar el proceso: A = —5 B = T C=
1 1
2 4
1 1 1 1
2+t+1 itz itg

(22 +3)(2t2+1)  2t2+43  2t2+1
Se integra a ambos lados de la identidad:
11 11
t2+t+1 27 2' 7y
f o dx:f 2 4dt+f2 4 41
(2t2+3)(2t2 +1) 2t2+3 212 +1
El lado derecho, se separa en cuatros integrales:
IJ’ tdt 1-[ dt 1J’ tdt 1[ dt
=— | =+ | >5>—=+= +—
2 ) 2t2+3 4 21243 2 ) 22+1 4 ) 2t2+1

La segunda y cuarta integral, se las ha realizado varias veces en este capitulo, el procedimiento lo
debe hacer el estudiante.
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3 3
En la segunda, se realiza un cambio de variable: t = \/;u —dt = \/;du y se obtiene:

1 dt__ 1\/Earctan(u)— ! 3arctam \/Et
4 ) 212+3 12V2 S 12V2 3

1 1
En la cuarta, se realiza un cambio de variable: t = —u — dt = —du

V2 V2

1J dt 1
4) 21241 42

La primera y la tercera integral, también, se lo ha integrado varias veces. El estudiante debe hacerlo.

:_lf A Lo 43|
8

arctan(\/it)

La primera:

2 ) 2t2+3
La tercera: ) p .
tat
== | —— =ZIn|2£2+1
3 J s =gl ]
Finalmente:
1, |2t2+1| 1 [3 2 1
= §ln 713 +E\/;arctan[\/;tan(x)]+4—\/Earctan(\/§tan(x))+c

7. Encuentre la integral de:
1 13
fsirﬁ xcos” 3 xdx

La presencia en el ejercicio de las funciones seno y coseno, nos daria la idea de que, se puede traba-

jar en la solucién del ejercicio con la funcién tangente. Por lo tanto, se trabaja con los exponentes y

se puede escribir en la forma: § -3 =-12=—4

.1
sin3x 12 1 4 1 dx 1 dx 1
—cos~ 3 xdx= | tan3 xcos "xdx= | tan3x o= | tandx—————=
cos3 x cos*x C0s? x cos?x

1 dx ’ 1 dx )
= | tan3x———sec’x= [ tan3x———(1 +tanx)
cos? x cos? x

Se separa en dos integrales:

1 dx
= | tan3 x 3
COs“ X

En primera integral, se realiza un cambio de variable tanx = t, su derivada

en la integral: :
1 dx 1 (5L 34 3
= | tan3x—— = i,‘Sdt‘:1 =—{3=—tan3x
COS“ X 3+1 4 4

El mismo procedimiento , se realiza en la segunda integral:
7
1 dx 2 7 dx 7 371 3 0w 3w
= | tan3x———(tan"x) = [ tan3x——= | t3dt = =—t3 =—tan3 x
cos?x cos

Finalmente:

1 dx 1 dx
(1 +tan’x) = jtanS X———+ JtanS X—s (tan’x)
cos? x cos? x

dx
cos? x

=dt, se reemplaza

L1 _13 3 4 3 10
sin3 xcos 3 xdx: Ztal’l3 x+mtan3 x+C
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4.2.2. Ejercicios Propuestos de Integracién de Funciones Trigonométricas Trans-

formadas a Funciones Racionales

1. Encuentra la integral de:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

J

J

i dx
5+ 4 cos(x)
i dx
1+ 4sin(x)
i dx
sin(x) + cos(x)
i dx

sin(x) — cos(x)

h 3 +sin’(x)

2cos2(x) — cos*(x)

i 1 + cos?(x)
2 cos?(x) — cos?(x)

[ sin®(x) — cos?(x)

dx
4(

sin*(x) + cos*(x)

i dx

(sin®(x) + 3 cos?(x))?
i dx

(sin*(x) + cos4(x))

( dx

1 —sin

4

[ sin®(x)cos?(x) dx

(sin®(x) + cos8(x))
 dx
1 —sin
(" dx
1—cos?

(" dx
1—cos?

(" dx

1+ 4tan(x)

( dx

1 —tan(x)

2

(" dx
cosd x
(" dx

cos x

2. Encuentra la integral de:

dx

dx

s

o [t

o f et
o [t
g
aE= 0
b [,

o [

. | if;jg;dx
H- f sins(xc)l:os3(x)
2 [ e
- J sinz(xc)ifos‘*(x)
1 J sinz(:)ios(x)
5 [t

o o

17 J-l—siixnz(x)
s [

e J sin3j:os5x
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- Sll’l

|_\

sin

1 f sinx gx
cos x+3cosx 2 " J cos?(x)-2cosx+5
2. dx

cos?

5 sin(2x) dx
. sec?x 1+ 4cos?(x)
a-— btan X dx
4 J sinax " J 2-sinx
" J cos3(ax) J
. x
. sin(x)dx ix ' J- (sinx +4)(sinx—1)
. Veos?x +4 5 J 1+ cotx
6 sin(2x) s ") 1-cot(x)
. V3 —cos? x ¢ dx
; sin(2x) i " J cost(x)
. V3 + costx ; dx
: 5
) sin’x sin x cos
" J fcosx 8 xdx
J ") 1+cos(x)
x
9.
J cos3x 9 dx
. 3 ") 2+cosx
sin” xdx
10. J—s d
cosd x X
10. —
d 3—4sin“x
x
11. J— J
(sin”(x) cos?(x)) 11. a

2 +3cos?x
13 J"—x d
Vcos xsin® x 13. —xz
(1 +tanx)sin“x
sin3 xdx
14. _— dx
\cosx 14 | ———
(sinx + cos x)2
dx
15. _—
J3cosx+2 15. dx
sin®x — 5sinxcosx
16.
3- 251nx+cosx 16. dx
cos(x)
sinxdx
17.
1+sinx 17. dx
1+sinx+3cosx—5
dx

sinx + 3cosx —5)
19.

4cosx+3smx+5 19.

J
J
J
J
J
N e o {d
J
J
J
J
J
J
J

dx
sin® xcos x
20.

| v
f
f
J s

1-sin?x
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Se ha analizado las diferentes formas que existen para integrar una funcién trigonométrica, ahora
se puede aplicar estos conocimientos para cuando se tiene una integral con una funcién irracional,
aplicando el método trigonométrico ( ver pagina 50).

1. Encuentre la integral de:

j V3 - 2x—x2dx

Lo primero que se debe observar es que —3 < x < 1 ademads, que la variable x es negativo, en
consecuencia, al integrar aparecerd la funcién arcsin(x).

Se debe transformar a su forma candnica, el trinomio del radical:

3—2x—x2:a[(x+ i)2—A 2‘1[(’”%)2_%}

2a 442
16
3—2x—x2=Z—(x+1)2:4—(x+1)2

J-mdx:jw/él—(awl)zdx

Se realiza un cambio de variable: x+1 =t — dx = dt; -2<t<?2

dex - det - J-, /4(1 —(%)z)dt

Cambio de Variable:i =k —t=2k—dt=2dk

2J, /(1 —(%)2)dt: 2Jm2dk=4j\/(l—T)2)dk =

Ahora ya transformada , es mds cémodo su integracién. Se dibuja un triangulo rectdngulo, en el
cual, sus catetos representaran la parte irracional de la integral

Se reemplaza:

Se escribe las funciones trigonométricas:
V1-k2 . k

; tana =

1 \/1 k2 1

1 1

—; Sseca = ;ctana = ; k

koo 1-k2 V1K

De estéds funciones se escoge la mas simple , la

cual serd nuestro cambio de variable.

En este caso sina = t, ahora se deriva. Con to- Is%

dos estos elementos, se reemplaza en la integral

irracional. \/7
1 — k2

sina =k - cosada =dk (4.1)

sina =

—;  cosa =
1
1

csca =

!

Figura 4.0

Ya con todos los elementos conocidos , se comienza a reemplazar a los elementos de la integral
irracional con los elementos trigonométricos; es decir:

j V1 -k2dk — fcosacosadx — Jcoszada

Lo obtenido ya es bien conocida y es:

a sin2a x+1
4Jcoszada = 4[5 + 1 ] =2a+sin2a = 2arcsint+2sina@cosa = 2arcsin(T)+2kV1 —k2

+1 +1 +1
:Zarcsin(x )+2kV1—k2:2arcsin(x )+2[x2 V3—2x—x2]+C

2 2
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2. Encuentre la integral de:

f dx
(2x-1)Vx2 -1
Igual que en el ejercicio anterior, se define un triangulo rectdngulo con los elementos irracionales

de la integral. Si la parte interna de la , no estd en la forma presentada en el ejercicio, se debe
aplicar la forma canénica de un polinomio de segundo orden.

Se escribe las funciones trigonométricas:

1 L DN
sma—x, cosa = P ana—m
X Vxc—1
csca = x; seca = ; cota = ;
x2 -1 X
De estés funciones, se escoge la mas simple, la X
cual serd nuestro cambio de variable. 1
En este caso, se tiene: csca = x, ahora, se deriva.
Y Con todos estos elementos, se reemplaza en la
integral irracional. a
(csca=x) »-———Cda=dx  (42)
sin“ a 2 — 1
- c'osza da =dx — —cota-cscada =dx  (4.3) Figura 4.1
sin‘

J‘ dx _)j —cota -cscada _)_j cosada :
(2x—1)Vx2 -1 ( 1 2 _1].“’5“

2csca—1)- sinasina-[ - -
tana sina sina

B da
h 2—sina

La integral obtenida, se caracteriza por tener dos diferentes tipos de conjuntos: conjunto de
numeros naturales y conjunto de funciones trigonométricas; por lo tanto, lo mejor es transfor-
marle en una integral racional, para lo cual, se aplica los cambios de variable, ya conocidos:

__J- da __j 2dt __J 2dt _ dt _
2-sina ) 2t ]_ 5 [ t ]_ 2_1+1
- 1+t9)2(1 - ——
(1+t)[2 1—‘,—1,’2 ( + ) 1+t2

Al polinomio de segundo orden se lo transforma a su forma canénica:

. b Al -1\ -3] 1\ 3] (2t-1)?* 3
tz‘f“—“[“*z—a’z‘@]—[(t*?) "T]‘[(t"i) +Z]‘T+Z

Se reemplaza en la integral:

__IL_LJL__ZLJL
B t2—t+1 1) (2t-1)2+3 (2t-1)2+3
4

Cambio de variable: (2t - 1) = k, y su derivada es igual: 2dt = dk, se reemplaza en la integral:

dt r dk dk
:_4j(2t—1)2+3 =_4J 2[(k)2+ 3] =_2J[(k)2+3] -
2

dk dk 2 dk k
ZJWZJWE'[mgarctan[% +C
vl ] V3

2|tan a -1
:—%arctan[$ +C:—§arctan[(2t\/_§1) +C:—§arctan —[ E/%)] +C
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Integrales Indefinidas de Funciones
Inversas Trigonomeétricas

1. Ejercicios Resueltos de Integrales Indefinidas Inversas Trigonométricas

2. Ejercicios Propuestos de Integrales Indefinidas Inversas Trigonométricas
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El cien por ciento de este tipo de integrales, se aplica el método de integracién por partes. También,
es bueno tener en mente las propiedades de una funcién; ya que: al existir una funcién existe su
inversa y por lo tanto, la inversa de una funcién es el argumento de la funcién y al aplicar propiedades
de élgebra, se obtendria :

sin(x) = t — arcsin(sin(x)) = arcsin(t) — x = arcsin(t)

Estos dos elementos , se aplicara en la integraciéon de este tipo de integrales.

5.1. Ejercicios Resueltos de Funciones Inversas Trigonométricas

1. Encuentre la integral :

J-arcsin(x)dx
Se define que: ~1 <x <1
g(x) = arcsin(x) flx) = dx
gx) = ldfxz [Flx) = [dx
flx) = «x

Se aplica el método de por partes:

xdx
V1 -x?

Se realiza un cambio de variable: V1 —x2 =t — 1 —x2 = t2 — —2xdx = 2tdt

xdx —tdt j
= =— | dt=—t=-V1-x2
J\/l_xz t

Jarcsin(x)dx = xarcsin(x)+ V1 -x2+C

J.arcsin(x)dx = xarcsin(x) —

2. Encuentre la integral :

fxarctan(x)dx
g(x) = arctan(x) fl(x) = xdx
7 d 7
gw = 15 [f = fxdx
-

Se aplica el método de por partes:

2 1 2
fxarctan(x)dx = % arctan(x) — _J x“dx

2 1+x2

Se trabaja en la ultima integral:

szdx _J'(x2+1—1)-dx
1+x2 1+x2

(x> +1-1)-dx x?+1 dx
= dx— | ——=dx
1+ x2 1+x2 1+x2
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= de—fﬂzdx = x —arctan(x)
1+x

2
1
Jxarctan(x)dx = % arctan(x) — 3 [x —arctan(x)]+ C

Finalmente:

3. Encuentre la integral :
J(arcsinz(x))dx
Se define que: —1 < x < 1. Se realiza un cambio de variable:
arcsin(x) = t — sin(arcsin(x)) = sin(¢)

x =sin(t) — dx = cos(t)dt

J(arcsinz(x)) sdx = ftz cos(t)dt

glx) = £ f'(x) = cos(x)dx
g'(x) = 2tdt ff’(x) = fcos(x)dx
flx) = sin(t)

Se aplica el método de por partes:

= jﬂ cos(t)dt = t*sin(t) - 2J tsin(t)dt

Se trabaja con la dltima integral:

jtsin(t)dt = —tcos(t)— J(—cos(t))dt = —tcos(t) + sin(t)

glx) = t f'(x) = sin(x)dx
g(x) = dt Jf’(x) = Jsin(t)dx
fx) = —cos(t)

Se reemplaza:

f t2 cos(t)dt = J t2 cos(t)dt = t?sin(t) — 2 [t cos(t) + sin(t)]
J‘ t2 cos(t)dt = f t2 cos(t)dt = t?sin(t) + 2t cos(t) — 2sin(t)
) T s . .
En el intervalo —5 < t< 3 la funcién cos(t) > 0. Se regresa a la variable ’ x ".

t = arcsin(x) — sin(t) =x,  cos(t) = V1 —x2

Finalmente:

J(arcsin(x)Z)dx = x(arcsin(x))? + 2V1 — x2 arcsin(x) - 2x + C

Integrales Indefinidas
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5.2. Ejercicios Propuestos de Funciones Inversas Trigonométricas

1. Encuentra la integral :

2
1 J‘ arcsin(x) L 1. fx(1+x )arctan(x)dx
(V1= [ raranto)
dx ' V1 +x2
> (1+9x2)( in(3 )dx
+9x arcsin(3x
3. sz’arctan(x)dx
2
5, [ larctan())” ,
211 J‘arcsm(x)
4, >—d
X
4.J : dx dx
(arcsin(x))(V1 —x2 5. jx2 arctan(x)dx
5, Jxarcsm(x)dxdx
(+/1-x2)3 6. jxarcsin(x)dx
. J‘xarctzan(x)dxdx xarctan(x)
(x2-1) 7| a9
(1+x2)2
1
- J’xarctanl(ez")dxdx S-J dx
ez* (1 +4x2)(arctan(2x))?
2
8. J(2x+3)arccos(2x—3)dx 9. fx—(arctan(x))dx
(1+x2)
VI —x2arcsi 2
9.J 1 —x?arcsin(x)dx IO.J- X (arcsin(x))dx
(1-x2)
10. Jarcsin(%)dx 11 f dx
- J (VI=x%)(arccos(x))
s X
[ Heinie —
4 . (V1 —x?2)(arccos?(x))
earC51nx+x+1
12. J—2dx arcsin(v/x)
1-x 13. ————dx
. V1-x
13, J‘arcs;nxdx
X 14. Jx(arctanx)zdx
14. Jearcsinxdx X
15, J‘afctanez dx
bl X
15 J‘arcsinx 1+x? dx ex(l+ef)
. 2 n
x 1-x2 16. fx(arccos 2x)dx
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Integrales Indefinidas de Funciones
Exponenciales y Logaritmicas

1. Elementos Basicos de una Funcién Exponencial y Logaritmica

1.1 Ejercicios Resueltos de Funciones Exponencial y Logaritmica

1.2 Ejercicios Propuestos de Funciones Exponencial y Logaritmica
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6.1. Elementos Basicos de una Integral Indefinida de Funciones
Exponenciales y Logaritmicas

Son integrales de la forma R(e*), en las cuales, se utiliza el método de cambio de variable:
ef=t donde t>0 7y t=1

Se aplica la definicién de una funcién logaritmica y se deriva:

dt
ex:t—>x:1nt—>dx:7

En el caso, de que la integral tenga como elemento a log,(x), lo mas practico es transformar a In(x), se
aplica una de las propiedades de logaritmos:

log,,(x) _ X

p
Se toma la funcién logaritmica a ambos lados de la identidad:
In [plOgP(x)] =Inx
Se aplica una propiedad de una funcién logaritmica:
log,(x)-Inp =1Inx
Se despeja log,(x) :

In(x)

logp(x) = W

6.1.1. Ejercicios Resueltos de Funciones Exponenciales y Logaritmicas
X
J‘ e“+1 dx
e*—1
. . . dt )
Se realiza un cambio de variable e* =t — x =Int — dx = o se reemplaza en la integral:
e*+1 t+1 dt
dx = —
e*—1 (t—1) ¢t

Gracias, al cambio de variable se ha transformado de una integral exponencial a una integral
racional propia. Se aplica el método de fracciones parciales.

1. Encuentre la integral :

t+1 A B

(t—1)t t-1 ¢

t+1  At+B(t-1)
(t—1)t  t(t-1)

Se simplifica:
t+1=At+B(t-1)

Si,t=1
t+1=At+B(t-1)—1+1=A—A=2

Si,t=0
t+1=At+B(t-1)—0+1=+B(0-1)— 1=-B— B=-1

Se reemplaza los valores obtenidos:

| o

T -1
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2 +—1
Tr—1 ot

t+1
(t—1)t

J(:jll)tdt:ﬂt_iﬁ% dt
f(tt;l)tdt:zﬂi_tl]_ﬂ%]

J Pl = olnjt—1)—Inl|
(1)

Se integra a ambos lados:

Se aplica propiedades:

Se integral:

Finalmente:

X
1
Je il dx =2In|e* —1|-1nl|e*|+ C

e*—1
eXdx
eX+e ¥

Se realiza un cambio de variable e* = t — e*dx = dt, se reemplaza en la integral:

J etdx =f au =f udu —lln)(u2+1)|+C=%ln((ezx+l))+C:

eX +e~x sl u2+1 2
u

2. Encuentre la integral :

3. Encuentre la integral de :

d
f xfl Donde: a>0, a=1
a

Se realiza un cambio de variable:

Int

a=t—Ina* =Int,—x=—
Ina

Int dt
XxX=— —dx=
Ina tlna

Se reemplaza en la integral:

fdx_f dt _LJ' it
a*+1 J tlna(t+1) Ina J t(t+1)

Se aplica fracciones parciales:

1 A B

=—+
tt+1) t t+1
1 A(t+1)+ Bt

tHt+1) tHt+1)

Se simplifica los denominadores:
1=A(t+1)+Bt
Sit=0:
1=A(t+1)+Bt —1=A0+1)—A=1
Sit=-1:
1=A(-1+1)+B(-1)—1=-B—B=-1

Se reemplaza los valores obtenidos:

1 1 -1

+
tHt+1) t t+1
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Integrales Funciones Exponenciales y Logaritmicas

Se integra a ambos lados:

J.t(tdfl):j[%_ﬁ]dt

Se aplica propiedades de integrales:

dt dt
J[T]—j[m}:lnt—ln(t+l)

dx 1 . .
J\m—m[lna ln(a +1)]+C

flogp xdx

Finalmente:

4. Encuentre la integral :

Donde: p>0, p=1

En estos tipos de ejercicios se representa el logp por el In(x) ; por lo tanto:

log,(x) _

p

1

_(In(x), 1 B
flogp(x)dx = f mdx = m Jln(x)dx =

La integral obtenida y es una integral conocida:
1

Se reemplaza :

Jlogp(x)dx ~n(p) fln(x)dx = lnlmx(ln(x) -1)+C

5. Encuentre la integral :

2
J(ln}(cx)) dx Donde: x> 0.
Se aplica el método de por partes:
d
g = @)?  fl = 5
, 21n(x) , d
g = —dx [flx) =[5
fo =
In(x)\*>  (In(x))? In(x)
J( . )dx_— . +2J s dx

Para la dltima integral obtenida, se vuelve aplicar el método de por partes:

g = I flo) =
, d , d
g = T [ = [
fo =
In(x) . In(x) -dx _ In(x) dx
fodx__x_J?__x+ x2
In(x) In(x) 1
f x2 dx == X x

Finalmente:
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6.1.2. Ejercicios Propuestos de Funciones Exponenciales y Logaritmicas

1. Encuentre la integral :

—_

- [(€* + VeX)dx

dx

3. f\/ex+1dx
4.J dx
2e*+3
J eXdx
S J (e¥-1)2
6.Jede
e*+5
eXdx
S ) eXte
e*dx

. V3 —5¢2x
. fx3(e3")dx

(&)

N

o]

\O

10. [In(x? + 1)dx
11. fln(x+\/x2 +1)
12. f(4 +3x)%In(x)dx

13. fxa"dx

X
14.[ xa dx
a*+1

dx
s [

16. [ Ve —1dx
18.Jﬂ;£?§;
19.J“5jd§g

1. Encuentre la integral :

1 (( dx
) ete™
re¥—1
2. ex dx
J e*+1
~
3. | e*V1+e¥dx
J
-
4. | (¥ +e¥)2dx
J
C A-X —x
5. 4e+—6edx
J 9eX—4e™>
-
6. V2eX +4e* + 1dx
J
7 ( dx
") xIn(x)
-
8. | (In(x))%dx
J
-
9. | (In(2+5x))dx
J
" 2
10. | x3(In(x? +3))dx
J
11 (" xdx
"~ J In(x)
12 ( dx
") x2In(x)
2x
a
13, [ —7dx
dx
14, [
aX
x
16.jax+1dx
dx
17.jax_4
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1. szexdx
2. Jx3ex2dx

Inx
| =24
Jef?cx

4. fxlnxdx

W

5. Jx3exdx
In®x
. J s dx
. Jx3lnxdx
3x
J ¢ dx
V1-e*
X
9. j i
(7 —e¥)?
ax

ex
11. f dx
Ve2¥ + 4
dx

13 [
2X+1

14 J dx
xV1-4In’x

N

N

o]

12 dx

dx
15. _—
Jx\ll —4Inx

e3x
16. dx
J V1-—eX

X

17.J X0 dx
a*+1
dx

o [

19. JVE"— 1dx

2
2. J‘cos xdxdx

eX

2. f&
e?* +4ex -5

] (e¥ —2)e*dx
' eX+1
X
2. j ¢ dx
e*+1

. je’“\ﬂ +e¥dx

dx
& J x(1+Inx)

5 eV¥dx
' Vx

er
)
1 —3e2x

7. J-(ex +e ) 2dx
8. de
9eX — 4=

9. J-V2ex+4ex+ ldx

dx
10. J- xIn(x)

11. f(ln(x))zdx

W

12. f(ln(2+5x))dx
13. fx3(ln(x2+3))dx
xdx
14. f1n<x)
dx
1. szln(x)

a2x
16. | dx
a*+1

17. fax—l

ax

19. [

20. jax_4

21. eVidx
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3. Propiedades de Integrales Definidas

3.1 Ejercicios Resueltos de Integrales Definidas

3.2 Ejercicios Propuestos de Integrales Definidas

91



CAPITULO 7. Integrales Definidas

7.1. Elementos Basicos de una Integral Definida

Se toma en consideracion una funcidn f(x), la cual, esta definida, es continua, en el intervalo cerra-
do [a,b]. Se divide al intervalo [a,b] en diferentes segmentos P, P, P3,---, P,,, los cuales, pueden ser de
diferente longitud, pero lo mas cémodo, es que sean de igual longitud. A los segmentos, se los repre-
senta con P, y son determinados con la ayuda de n,, — 1. Con lo cual, los ntimeros xq,x5,x3,--- X, _,,
en tal forma, que se puede escribir:

a=x9<x; <xp<x3<--<x,  <x, =b

Para facilidad, se define que:a=xy; b= Xp,,- Se denomina al segmento [x;_1,x;]dondei =1,2,3---,n,,
que son los segmentos parciales del segmento P, y su longitud est4 definida por [x; —x;_1], que se la
obtiene de una definicién bésica de geometria. Se representa a estos segmentos como Ax; y como se
puede apreciar, se obtiene una sucesién de elementos, que en este caso, de segmentos, {P,,} y se lo
denomina , la sucesién de segmentos normales, si cumplen con 7%1_1)1(10 P, =0.

Simplemente, este limite nos da la informacién de que, si el nimero de segmentos se va incremen-
tando, la longitud de ellos disminuye y tiende a cero.

Si, en el interior de cada uno de estos segmentos Ax;, se toma un punto arbitrario ¢;, por como-
didad, muchas veces se toma el punto medio. Para cada uno de estos puntos, cualquiera, se puede
calcular, el valor de f(x = ¢;), ya que la funcién f(x) esta definida. Con estos dos elementos, se puede
formar rectangulos, de base Ax; y su altura de valor f(x =c¢;) y por lo tanto, se puede calcular su drea
de cada uno de estos rectangulos.

Si a estas areas de cada uno de estos rectangulos , se los representa con Sy, S;,S3,--+,S,,, se puede
formar una suma S, de estas areas de los rectingulos formados, que es una serie y ademas tendra un

valor definido: .

S1+S+S3 48y =) flx=c)ax
i=1

Si la sucesion, {S,,} cuando m — oo, es convergente y tiende al mismo limite que la sucesién normal
de {P,}, independientemente de la forma de elegir el punto c;, en el interior de cada uno de Ax;, a la
funcioén f(x), se la denomina: la integral de la funcién en el intervalo [a, b] y su simbologia es:

ff(x)dx

Se puede demostrar que , para cualquier sucesién normal de {S,,} y tiene limite independientemente
de la forma de elegir el punto ¢;, la funcién f(x) es integrable.

Una de las formas mas sencillas de formar sucesiones normales, es de trabajar con los puntos
medios y en ese caso, se tiene:

ny =2", Ax; =

En algunos libros, se encuentra la identidad:

lim

iy
m—co £
i=1

b
Y ftr=cyox~ [ s
a
Es conocida como, la definiciéon de la integral definida en el intervalo [a,b]. El lado izquierdo de la
identidad, también es conocida como la suma de Riemann. Que ademads, es una forma de calcular la
integral de la funcién f(x).
Se puede demostrar que, si la funcién es continua en un intervalo cerrado, la funcién es integrable,

en forma mas general, se puede indicar, si la funcién en un intervalo cerrado es continua y tiene un
limite; entonces la funcién es integrable.

7.2. Interpretacion Geométrica de una Integral Definida

Si, en el intervalo cerrado [4,b] la funcién f(x) > 0 (positiva), el drea limitada por : en su parte
superior, por la funcién f(x), en su parte inferior, por el eje Ox y las rectas x = a;x = b, estd drea es
igual a la integral definida:

92 Integrales



Integrales Definidas CAPITULO 7.

: 44
jf(x)dx y y = f(x)
Si en el intervalo [a,b], la funcién f(x) < 0, (ne- 31
gativa) el drea debajo de la funcién f(x) , es igual
a:
2 4

oo | [ @y

Por lo tanto, el 4rea definida anteriormente, se la
puede expresar con la integral:

0 1 2 3 4 p 5X
b a
J|f(x)|dx Figura 7.1
a
b :
La integral jf(x)dx donde a > b, se entiende que : — | f(x)dx; igualmente:
J
a a

jf(x)dx =0

a

7.3. Propiedades de una Integral Definida

1. Sise tiene que: a < b < ¢, entonces:

ff(x)dx = ff(x)dx + Jc.f(x)dx =
a 7 ;

Es conocida , como la propiedad de linealidad de las integrales con respecto al intervalo de
integracidn, estd propiedad es independiente de los valores a, b, c.

2. Una constante, se lo puede sacar delante del simbolo de integral definida:
b b
JKf(x)dx = KJf(x)dx
a a
3. Laintegral de la suma de funciones es igual a la suma de integrales de cada una de las funciones:

b b b
j [F(x) + g(x)] dx = J-f(x)dx s fg(x)dx

Es lo que, se conoce como la linealidad de la integral con respecto a la funcién de integracién.

4. La siguiente férmula también es verdadera para la integral definida:

b
Jf(x)dx =k(b—-a)

Donde k es un nimero que cumple la desigualdad m < k < M donde m es el limite inferior, a M
es el limite superior de la funcién f(x) en el intervalo [a,b].
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En base a la propiedad de Darboux que dice: Una funcién continua toma todos los valores medios
entre sus limites inferior y superior, lo cual , se puede escribir:

b
ff@ﬁx=ﬂx=ow—m

Donde ¢ es un nimero que cumple la desigualdad a < ¢ < b, si la funcién f(x) es continua en el
intervalo [a,b].

5. La integral como funcién del limite superior: Si la funcién f(t) es continua en el intervalo [a,b],

la funcién:
X
= ff(t)dt

Es continua e integrable con respecto a la variable 'x’ en el intervalo [a,b] y en cada punto de este
intervalo cumple la identidad h "(x) = f(x)

6. La relacién entre la integral definida e indefinida: Si por F(x) representa la integral primitiva
de la funcién f(x), continua en el intervalo [a,b], lo que significa, que si, F'(x) = f(x), cumple la

relacién: )
ffuwxzﬂw—Pw>

Donde la diferencia F(b) — F(a) no depende de la constante de integracién.

El lado derecho de la identidad,se lo simboliza:
F(b)-F(a) = [F(x)]) = F(x)l;
Si las funciones u, v son funciones con respecto 'x’ y tienen continua la derivada, entonces:

b b

Judv = [uv]} —Jvdu

a a
Este es la férmula de integracién por partes, para la integral definida.

7. Sila funcién g’(x) es una funcién continua, ademads, la funcién g(x) es una funcién creciente en
el intervalo [a,b], a f(u) es una funcién continua en el intervalo [g(a), g(b)] entonces cumple la

identidad:
J st s

Que es la férmula del cambio de variable para las integrales definidas.

7.3.1. Ejercicios Resueltos de Integrales Definidas

1. Encuentre el valor de la integral definida :

JXSIH
0

Se tiene dos diferentes funciones; por lo tanto, se aplica el método de por partes:

glx) = «x f'(x) = sin(x)dx
gx) = dx  [f'(x) = [sin(x)dx
f(x) = —cos(x)
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Se aplica el método:

J-xsin(x)dx = [—xcos(x)]g + J-cos(x)dx
0 0

=0+ [sin(x)]og =0+ [sin(g)—sin(o)] =1

2. Encuentre el valor de la integral definida :

sin?(x) cos(x)dx

O%N\:

Se realiza un cambio de variable sin(x)_u se reemplaza: Se aplica el método:

3 1o

O%N\:

sin“(x)cos(x)dx = | udu=|— _5[ - ]_5
0

1
3. Encuentre el drea limitada por: y = ———; el eje " x ;5 y x € [-1,1]
x

+1
Se observa que, la funcién en cuestién es posi-
tiva para todo valor de * x ",y > 0 . Esta funcién A
es conocida y tiene enormes aplicaciones en la ¥
practica. Figura 7.2. En la solucién del ejercicio 1

se utiliza la integral bésica:

dx
5 = arctanx
xc+1

Por lo tanto, el 4rea buscada es :
. 9 -1 0 1 2

X
\J

J‘ xzdf T = [arctan(x)]!, = [arctan(1) - arctan(~1)] Figura 7.2
-1

La figura dada es una parabola, es una figura
simétrica y ademas, se habré con respecto el eje x
positivo. Aplicando la definicién de integral de-
finida , se obtendria el 4rea que esta debajo de la
parabola y sobre el eje x y por tanto, lo obtenido
se debe multiplicar por dos, como se lo aprecia
en la figura 7.3.

3
2

8 8 8 318
flx)dx = Voxdx=V2 | x7dx= \/E[leo
fro o]

Figura 7.3

128
Se multiplica por dos, el drea es igual : =
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5. Calcular el area limitada por y = x3 + x? - 2x; el eje x; si x € [-2,2].

Se aplica la férmula:

2
f |x3 +x2— 2x| dx
=2

3

Para su calculo, se debe conocer el signo de la funcién y = x3 + x? — 2x. Para lo cual, se debe

encontrar sus raices:

X +x2-2x=0—x(x*+x-2)=0

Por lo tanto, sus raices son: x; = —2; xp = A
0; X3 =1 8 - y
El intervalo [-2,2] en funcién de las
raices , se puede formar tres intervalos:
[-2,0],[0,1],[1,2], se determina el signo de
la funcién en estos intervalos. En el primer y
tercer intervalo la funcién es positiva y en el
segundo es negativa, se puede escribir:

0 1
A= J (x> +x%— 2x)dx—f (x3 +x% = 2x)dx+
-2 0

2
+J (x3 +x% = 2x)dx =
1

Se calcula el 4rea en cada uno de los interva-
los:

4 3 0
1 1 5
— |4+ 1]==
[4+3 ] 12
2 4 3 2
:J (x3 +x% = 2x)dx = x—+x——x2] =
1 43 1 Figura 7.4
16 8 1 1 37
=|l—4+—=—=4|-|-+=-=1]|= —
173 ][4+3 ] 12

. . 8 5 37 37
Elareatota1e51gua1.A_§+E+E_?

6. Calcular el drea definida por:

1
I(a):f dx donde -m<a<m
o \1+2xcos(a)+x2

Se analiza el discriminante del denominador:
A =4cos?(a) — 4 = —4(sin®(a))

Se observa que: el A = 0 para a = k7. Para los demads valores de « el A < 0. Por la presencia del
pardmetro a, se realiza el siguiente anélisis:
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1. Cuando a = k7, en ese caso se tendria:

1 1
I(a) f dx dx:f de
o \1+2xcos(a)+x2 o \1+2x+x2
fl dx J‘1 dx 17" 1 1
= _— dx: —_— :[——] :——+1:_
o \1+2x+x2 o \(x+1)2 x+1lp 2 2

2. Se considera « en los intervalos: —7t < @ < 0;0 < & < 7t en cualquiera de los casos, la funcién a

integrar es positiva.
1
d
I(a/) = j * =
o \1+2xcos(a)+ x?

Se transforma a su forma canodnica, el trinomio del denominador

! dx ! dx
I(a)_J; ((x+cos(a))2+l—cosz(a))__[0 ((x+cos( )

@))? +sin?(a)
Un cambio de variable: x + cos(a) = tsin(a) Se deriva y se obtiene: dx = sin(a)dt

_J‘l( dx ) Jl( sin(a)dx )
~ Jo \(x+cos(a))? +sin®(a)]  Jo \(tsin(a))? +sin?(a)
! sin(a)dx 1 Looar
_Jo ((tsin(a))2+sin2(a))_ sin(a)JO (t2+1)dx_
1 ! 1 X+ cos(a) !
[sm—m) arctan t]o = [sm—m) arctan(sin—m))]

0
! 1 ‘ X+ cos(a) !
sin(a) are an( sin(a)

[sinl(a)arctant] = i
1 [ (1+cos(a)) (cos(a))]

—— |arctan| ———— | —arctan| —

sin(a) sin(a)

0
sin(a)
Se toma en consideracién identidades trigonométricas; es decir

1 +cos(a) ay. cos(a)
~sntar ~(3) sin(a) ~ )

Se obtendria:

I(a) = J;l ( — 2xci;€(a) — ) _ sinl(a) (arctan (cot(%))— arctan(cot(a)))

Para representar, en forma mas agradable la tltima integral, se considera dos nimeros ;) y

;
. Tt Tt
teniendo en mente que el dominio del arco-tangente es: —— < arctan(x) < —, se puede definir

Tt T a

_E< <E' tan(/j)—cot(E)
T T

~3 <y< > tan(y) = cot(a)

Jl _ B~y
o \1+2xcos(a)+ x2 i

~ sin(a)

En este caso, se obtiene:

Si, 0 <a < enestecaso ff =—

(ST

a i
-5 ¥y y=-—5-a Finalmente se obtendria:

1 dx a
I(aiO)ZJ; (1+2xcos(a)+x2): 2sin(a)

O)_J‘l dx 1
~Jo \1+2xcos(a)+x2] 2

I{«a
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7. Encuentre el valor de la integral definida :

2
fxze"dx
0

Se tiene dos diferentes funciones; por lo tanto, se aplica el método de por partes:
glx) = x? f'(x) = eYdx
g'(x) = 2xdx Jf’(x) = Je"dx
f) = e

Se aplica el método:

2 2 2
2
szexdx = [xzex]O - j 2xe*dx = 4e? - j 2xe*dx
0 0 0

Se aplica el mismo método , para la integral que falta:

2 2
f2xexdx = 2fxexdx
0 0

gx) = «x f'(x) = e€*dx
g’(x) = dx ff’(x) = fe"dx
flx) = ¢

2 2 2
Jxe"dx = [xe*]3 —J-e"dx =262 —Je"dx =2¢2—[e"]f =2~ (*-1)=e*+1
0 0 0

Finalmente:

2
fxze"dx =4e?—(?+1)=3e*-1
0

8. Encuentre el valor de la integral definida :

T
fxz sin(x) - dx
0
Se tiene dos diferentes funciones; por lo tanto, se aplica el método de por partes:
gx) = «° f'(x) = sin(x)dx
g'(x) = 2xdx ff’(x) = Isin(x)dx
f) = —cos()

Se aplica el método:

T

fxz sin(x)dx = — [xz cos(x)]g - J 2x(—cos(x))dx = — [712 -cos(mt—) — 0] + J 2xcos(x)dx
0 0

0
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T T

=- [7‘(2 . (—1)] - J- 2xcos(x)dx = [7‘(2] +2 J. xcos(x)dx

0 0

Se tiene que integrar nuevamente; por lo tanto, se aplica nuevamente el método de por partes:

:jzxcos(x)dx
0
glx) = «x f'(x) = cos(x)dx
gx) = dx  [f'(x) = [cos(x)dx
flx) = sin(x)

Se aplica el método:
TC

chos(x)dx:[xsm (sin(x))dx = [t - sin(7 )—0]—jsin(x)dx
0

o%

0
=[m-(0)] sin(x)dx =[0] - | sin(x)dx = —(—cos(x))y =
o]

= (cos(x))q = cos(m) —cos(0) =-1-1=-2

Finamente:

T
szsin(x)-dx:n2+2'(—2):7'(2—4
0

9. Encuentre el valor de la integral definida :

Je"cos( )-dx

0
gx) = ¢ f'(x) = cos(x)-dx
gx) = edx  [f'(x) = [cos(x)dx

Se aplica el método:

T

T
fexcos(x)dx [(e*sin(x je sin(x))dx = [e sm(n)—eosin(O)]—jexsin(x)dx
0

0 0
Se tiene que integrar nuevamente; por lo tanto, se aplica nuevamente el método de por partes

T

= J e*sin(x)dx

0
glx) = € f'(x) = sin(x)dx
gx) = efdx  [f'(x) = [sin(x)dx
f(x) = —cos(x)
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Se aplica el método, se despeja la integral del ejercicio y se aplica los limites:

T T

Je" sin(x)dx = [(e*(—cos(x))]g — J-(ex(—cos(x)))dx = —% [e" + 2]

0 0

7.3.2. Ejercicios Propuestos de Integrales Definidas

1. Calcule la integral:

5 3 dx
3 dx ' V4 + 5x2
x2+2x+1 -%

3 TT
4 2
5. sz —5x"+3 5. Jexcosxdx
x2-1
5 0
4 2
6 f1+ﬁdy 6. fxlnxdx
. 5
1 1
1 T
7 J dx 7. stmxdx
_ 2
J 4—x vt
6
2 g J‘ dx
2 .
4
1
4
4
dx 9 J' dx
9. — x2+3x+2
V—x?2+6x-5 3
2
: g
x
10. f dx
-1 10. P —
1 \/E _[2+3cosx
0
V3 4
11.J 4-x2dx D)
0 11. fsinzxcoszx
0

2. Calcule la integral:
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2
0 ) e?*dx
j T ) 14e¥
+4x 3 0
4
1
5 J (2x—-3)d 2. JVxZ—Zx—ldx
V3+4x— 4x2 3
\/5
2 5
5 [ 2+ Ddx 3. f dx
. x2+x+1 3 - 5x?
2 2
4. | 3xVx2+4a2dx a>0 4 J‘ dx
' ) x2-3x-4
10 5
5. _dx e*dx
xVxZ+x+1 5. 1+ex
1
6
6 xdx 3
' 41 12 6. J-Vx2—4dx
0 1
1
2 d >
7. jx arctan(x)dx 7 [ v Vox2 5 ddx
0
8. —[xe dx 8. sz\'xz—4x+3dx
1
-1
2
9. | x?e*dx 9 j dx
! ' J V7 —6x-x2
: :
10. Jezxsinz(x)dx 10. j (3x —2)dx
0 / x2-5x+19
2 2 ;
11. fx(x2+l)ex dx 11. f e+ ldx
! 0
- 7
Va2 _ 42 )
12. J as—x*dx a>0 12. | ™ sin(2x)dx
4
2
13. JL 13 J’ dx
5 L+ V1 +2x ") 3+2cosx
1
5 p .
xdx 7
14. dx
.[V5+4x 14. _J-—Z
1 1+2sin“x
0
3. Calcule la integral de:
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4r
J dx %
1+ cos(x) 4dx
0 3+ 5cos(x)
dx

(2 +sin(x))?

N
N | | DISE]
(@)
[}
77}
w
2
QU
=
O%N\:i

COS

25 +sin?

f
cos(x)
4 Of

V1 +sin(x

(x+1)cos(x)dx

o
S
=
QU
=
0]
O%N

cos2(x)
In5
4 6 e*vVex -1
p 1 (lnx)dx ~13
X 0
2
1
I 2 .
3 1+ tan2(x) . x? arcsinx
an T ———
7. J—dx i o
(1 +tan)? 0

4. Calcular el area comun entre las parabolasy =x?> y p?=x

5. Calcular el 4rea comun entre las pardbolas y> =x y x?>=8y

6. Calcular el drea comtn entre las figurasy =x% y p=4x

7. Calcular el 4rea comun entre las figuras y = 2x* y %=

2

8. Calcular el 4rea comtn entre las figurasy =x>-x-6 y y=-x>+5x+14

9. Calcular el drea comtn entre las figuras y2 =8x y 8y= x2

10. Calcular el 4rea comun entre las figuras y? =2x y x?>+yp?—4x=0

2

11. Calcular el area comun entre las figuras y =x~ y 2x-p+3=0

2
2 X

12. Calcular el drea comun entre las figuras y =x°, vy = - ¥y y= 3x

13. Calcular el drea comun entre las figuras y = 2x — x2

vy x+y=0
14. Calcular el area comun entre las figurasxy =4 v x+y=5

15. Calcular el drea comtn entre las figuras x> —12x+y?> =0 y p%=6x

16. Calcular el drea limitada por la figura y = xsin(4x) el eje x definida 0 < x < %

17. Calcular el 4rea limitada por la figura y = xe™>* el eje x definida 0 < x %
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18. Calcule la integral de:

10.

11.

12.

13.

5
f dx
s 2x+V3x+1

0
f dx
) x+3++/(x+3)3
e? 2
Muéstrese que : j Inx j
1

1
f\'3—2x—x2

-1

eX

X

10.

11.

13.

iR

4dx
J 3+5cos(x)

NI

dx
J (2 +sin(x))?

ol

cos(x)dx
(25 +sin’(x))

[NElE

s

fcos(x)dx
.0 1 +sin(x)

x%arcsinx

V1 -—x2

(SE]

COS X

j dx
) xV1+4x2
i
1 d
x
Muéstrese que : J.
arcsinx

gl

X
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19.

20.
21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.

34.

35.

36.

37.

2 2
Calcule el drea de una elipse , definida por: x_z + z—z =1
a
Calcule el drea que se encuentra las funciones: xpy =1y 2x+2y—-5=0
Calcule el 4rea que se encuentra limitada por las funciones: y> = x; vy =x—-2y el eje x.

Calcule el drea que se encuentra limitada por las funciones:

y?=2px, x*=2py

Calcule el drea que se encuentra limitada por las funciones:

Calcule el drea que se encuentra limitada por las funciones:

y:x3, y=2x, p=Xx

Calcule el drea que se encuentra limitada por la funcién:

WIN
[SS}
[SINY

X =a

ty
Calcule el drea que se encuentra limitada por las funciones:

y=x° p=8, y el eje Oy

Calcule el drea que se encuentra limitada por la funcién: p = a(1 —cos @)
Calcule el drea que se encuentra limitada por la funcién: p = cos 3¢
Calcule el drea que se encuentra limitada por la funcién: p = acos 2¢
Calcule el drea que se encuentra limitada por la funcién: p = acos ¢
Calcule el drea que se encuentra limitada por la funcién: p = asin2¢)

Calcule el drea que se encuentra limitada por las funciones:
y:%[e%+e;2x]; y=x; el eje Ox y el eje Oy
Calcule el drea que se encuentra limitada por las funciones:
yx=a?, x=a,b=2a, v el eje Ox

Calcule el drea que se encuentra limitada por las funciones:

y=4-x% y el eje Ox
Calcule el drea que se encuentra limitada por las funciones:

y:4x—x2; y=0; x=1; x=-3
Calcule el drea que se encuentra limitada por las funciones:
p=x*—4x?; p=4x?

Calcule el drea que se encuentra limitada por la funcién:

9ay2 = x(3a—x?)
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Capitulo 8

Aplicaciones de Integrales Definidas

—_

. Calculo del Area cuando la funcién estd en su forma paramétrica o Polar

1.1 Ejercicios Resueltos de Calculo del Area su en forma Paramétrica o Polar

1.2 Ejercicios Propuestos de Calculo del Area su en forma Paramétrica o Polar

N

. Célculo de la Longitud Arco

2.1 Ejercicios Resueltos de la Longitud de Arco

2.2 Ejercicios Propuestos de la Longitud de Arco
3. Calculo del Volumen y Area de una superficie por Revolucién

3.1 Ejercicios Resueltos del Volumen y Area de superficie por Revolucién

3.2 Ejercicios Propuestos del Volumen y Area de superficie por Revolucién
4. Momento de Inercia, Momento Estatico y el Centro de Gravedad.

4.1 Ejercicios Resueltos de Momentos y de Centro de Gravedad

4.2 Ejercicios Propuestos de Momentos y de Centro de Gravedad
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8.1. Calculodel Area cuando la Funcién esta en su Forma Paramétri-
ca o Polar

En todas las aplicaciones de calculo integral, se utiliza una de las formas de representar a la fun-
cién. La decisién de cual utilizar depende de varios factores, entre ellos: la estructura de la funcién,
que propiedad o aplicacién, se este calculando. A una funcién, se la puede representar en una de las
tres diferentes formas:

1. Forma cartesiana. Estd forma, es la mas comtn y la més conocida por todas aquellas personas,
que en una u otra forma tienen contacto con la matematica. Su representacién es: y = f(x), lo que
nos indica, que entre la variable ’ x ’ y la variable ’ y ’ existe una relacién dada, por ejemplo:

y=3x+2, yp=Inx;; y:sinzx (8.1)

Sila curva de la figura esta representada en su forma cartesiana; es decir, y = f(x), con lo cual, los
conocimientos de calculo diferencial son muy beneficiosos y fadcilmente permite definir: cuando
una funcién es creciente: esto se lo define, cuando su primera derivada es positiva. Decreciente,
si su primera derivada es negativa. Como también, definir si es, acotada o no; continua o no.
Ademds, se puede definir, sila funcién y = f(x), es positiva o negativa, lo cual, define si la funcién
y = f(x), esta sobre el eje x 0 estd debajo del mismo.

2. Forma paramétrica.. Una curva estd definida con ecuaciones paramétricas, si tiene la forma :
x = g(t); v = h(t), donde las funciones g(t) y h(t) son continuas en el intervalo #; <t <ty
ademas, la funcién g(t), cumple con la condicién, de que es creciente, ver figura 8.0, si tiene, en
este intervalo, la primera derivada es positiva y continua. El area de la funcién estd limitada por:,
el eje Ox y las rectas x = x1; x = x; cuando x; = g(t;); x, = g(t,), se la calcula con la ecuacién:

X2 ty
P = f |v|dx = f|h(t)|g’(t)dt = G=9t) |o N\ 42=g%)
2=9(%z
3 i 3

Figura 8.0
Si, cumple con las mismas condiciones, pero la funcién g(t) es decreciente, ver figura 8.2, en el
intervalo t; <t <t el 4rea, se la calcula con la férmula:

Figura 8.1

3. Forma polar. La curva esta representada en coordenadas polares; es decir, o = f(6). La funcién
es positiva, continua en el intervalo a < 6 < f y si ademds cumple con: 0 < f —a < 27, el area
limitada por la curva p = f(0), ver figura 8.3 y los radios salientes de amplitud a, 8, se la define
con la férmula:
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o)

Il
N =
Q;’u
=<
N
[

)

Il
N =
a%m
Pa
2
S
QU
)

Il

Figura 8.2

Para la demostracion de esta tltima férmula, se toma en consideracidon una curva de ecuacién
p = f(0), donde f(0) es una funcién continua en el intervalo [a, f], ver figura 8.3.
Se designa a W(60), como el area limitada por el
radio vector OA que le corresponde a su ampli-
tud «a, el radio vector W, que le corresponde a
suamplitud 6 y el arco AK. Al angulo 6 le damos
un aumento de AB; por lo tanto, en la distancia
p, se ha producido un aumento Ap = ML.
El area ha aumentado en un AW definida por
segmento OKL. Queda definido:

OK=p, OL=p+Ap arcos MK,NL

Como p es funcién creciente del dngulo 6, se
puede obtener la relacién:

drea sector OKM < AW <drea sector ONL
(8.2)
Se recuerda las férmula del 4rea de un sector cir-
cular:

. — 1 — 1 1
Area OKM = EpKM = EppAQ = EPZAQ
o Si se considera que:
Y similar para :
1 AO—0 Ap—0 (p+Ap)* —p?
Area ONL = - (p+Ap)’A0

AW gy AW
Lo que permite escribir: A6 e
Finalmente: ;
L5 1 2
—p - AO<AW < = -(p+Ap) - AO
5P 5 (p+Ap) W:J%pzda
a

Como A8 > 0, se divide la desigualdad para A6

8.1.1. Ejercicios Resueltos de calculo del Area cuando la Funcién est4 en su For-
ma Paramétrica o Polar

1. Calcular el 4rea limitada por: x =acos(t); vy =Dbsin(t); a>0; b> 0, el parametro t, se encuentra
en el intervalo 0<t<2m.
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Se puede cambiar la estructura de la ecuaciones:

g = cos(t); % = sin(t)
Se eleva ambos lados de las ecuaciones:
x]? 204, y1? )
[E] = cos“(t); [E] = sin“ ()

Se suma estds ecuaciones:
X (yP_ 2 2
[—] +[E] =sin”(t) + cos“(t)
a

Se obtiene: X

x1? [v]? Xy
H *H Sl et Tl

Se observa, que el area limitada es por una elipse. Se aprecia que, x = acos(t) es una funcién
decreciente en el intervalo 0 < t < 7t su derivada, dx = —asin(t)dt; es decir, es decreciente en el
intervalo 0 < t < 7; por lo tanto , es negativa. La parte y = bsin(t), es una funcién creciente. Lo
cual, nos indica, que férmula se debe aplicar:

p = —b[bsin(t)(—asin(t))dt =ab Of sin?(t)dt

En el intervalo 7t < t < 27, la funcién x = acos(t) es positiva, es creciente; por lo tanto, el drea del
intervalo 7t <t < 27, se aplica la férmula:

27 27
P, = J- bsin(t)(asin(t))dt = ab J- sin?(t)dt
TC TC
La suma del 4rea total; es decir:
27
P=P+P== abfsinz(t)dt
0
e ¢ 1 2n
La integral abjsinz(t)dt =ab [E ~1 sin(2t)] =abm

0
0

. Calcular el drea limitada por:

x =r(t—sin(t)); y=r(l—-cos(t)), r>0

El parametro t, se encuentra en el intervalo 0 <t < 2m.

Se analiza su derivada; por lo tanto:

4
dx |
Ir =r(1-cos(t)) 52,,
1
N dx ! -
Como 1 —cos(t) > 0, lo que significa que Ir >0; 0| o I X
es decir: x = r(t —sin(t)) es creciente:
Figura 8.4
27 21
P= jr(l —cos(t))r(1 —cos(t))dt = Jrz(l —cos(t))?dt =
0 0
21
3 1 27
P= Jrz(l —cos(t))?dt = r? [Et —2sin(t) + i sin(2t)] =3nr?
0
0
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3. Calcular el drea limitada por:
x =acos’(t)); y:asin3(t)), a>0

El parametro t, se encuentra en el intervalo 0 <t < 2m.

En el intervalo O < t < 7, la funcién x = acos3(t) es negativa, por lo tanto , es decreciente y se
aplica la férmula con el signo negativo. En el intervalo @ < t < 27w, la funcién es positiva , es
creciente, lo que significa que, se aplicara la férmula con el signo positivo:

La figura analizada, estd en la figura 8.4. Como
se aprecia es simétrica con el eje 'x’ y con el eje
'y’. Por lo tanto, se podria calcular el area en el
. T e

intervalo 0 < t < 5 Vse lo puede escribir P =

P1+P2:

P’ = —f|asin3(t)| (—3acos?(t)sin(t))dt =
0

P’ =3a% | sin(t)(cos?(t))dt =
]

El drea buscada se la representa:

P =4p’

Figura 8.5

Se calcula la integral obtenida:

I= Ojsin‘*(t)(cos?(t))dt = Ojsin‘*(t)u —sin?(t))dt =

O%N\n

sint(t)dt — | sin®(t))dt =
I

Estas dos integrales ya fueron integradas en el capitulo de integrales trigonométricas; por lo tanto;

s

J-sin4(t)dt = %t - %sin(t)cos(t) - isin3(t)cos(t)
0

B

16 16

J-siné(t))dt = it _2 sin(f)cos(t) — % sin®(t)cos(t) - %sin5 cos(t)]
0
0

La diferencia de estds dos integrales da como resultado:

= [%t - 11—6sin(t)cos(t) - i sin®(t)cos(t) + %sins(t)cos(t)] =—

o
W
N

El drea total seria igual a:

P=4.

Si del sistema de ecuaciones, se despeja:

x =acos>(t)); v =asin’(t)),
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X _ cos?(t); L =sin’(1)),
a a

1

(g)g = cos(t)); (

Se eleva al cuadrado ambos lados de las ecuaciones:

=

Q<

) — sin(t)),

=sin?(t)),

e
|
~——
[SSIN]
Il
(@)
o]
»
S
—_
~
~—
—
>
—
Q=

~—
[SEIN]

Se suma ambas ecuaciones:

Se obtiene finalmente:

8.2. Calculo de la Longitud de Arco

Si una curva, estd definida por la funcién de la forma f(x), ademads, esta funcién, en el intervalo
a < x < b tiene continua su derivada, entonces, la longitud de arco, formado por estd funcién, en un
intervalo dado, se la calcula con la férmula expresada en su forma cartesiana:

L= _f* /1 + (%)de = Jllwh +(f(x))%dx = ﬁ/l + f2(x)dx

El diferencial de la longitud de arco, estd definida, en su forma cartesiana, por:

2
dL = 4 /1 +(Z—Z) dx =1+ (f'(x))dx

Si la curva, esta dada en su forma paramétrica, con la ayuda de las ecuaciones, x = g(t), y = h(t). Las
funciones g(t), h(t), en el intervalo t; <t <t,, son continuas y su longitud de arco no se repite, entonces
la longitud de arco, se define:

Su demostracién, estd basada en funcién de la férmula de longitud de arco, obtenida para la forma

cardinal; es decir:
b ty
dy 2
L = 1 —_— =
S\l o]
a t

Suma de fracciones:

RS EREE

ty dt 51

Y su diferencial, de la longitud de arco, en su forma paramétrica:

d 2
) =g+ orioar
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Sila curva, estd dada en su forma polar p = f(6). La funcién f(6), en el intervalo @ < 0 < 8, su derivada
es continua y su longitud de arco arco, en este intervalo no se repite, en ese caso la férmula :

B f 2
_ 2 [dp
L_J (p) +(%) do
_ L (o)
dL = p2+(%) d@

Para verificar, si la longitud de arco, se repite o no,en un intervalo dado, se revisa que: f—a < 7o
también, f — a < 27, en cualquiera de los dos casos, la funcién, p = f(0), de seguro, no tiene partes
repetidas, en el intervalo analizado.

La demostracién de su expresién matemadtica, para forma polar, es la siguiente:

Primero, su demostracién, se basa en la férmula de la longitud de arco en su forma paramétrica; es
decir:

Su diferencial es:

dL = | 2+ 4 2dt— (g'(1)% + (W(1))dt
“\\ar dt B

Cada punto, par ordenado en el plano cartesiano, del intervalo cerrado en que se analiza la funcién
f(x), existe una relacién biunivoca entre la abscisa y la ordenada; por lo tanto, para cada valor de x ey
se lo puede escribir y reemplazar:

X=p-cosp, Y=p-sing
Se puede generalizar estas relaciones y escribirlas:
x=f(p)-cosp, y=flp)-sing

Se deriva, poniendo atencién que el lado derecho estd formado por dos funciones con respecto a p;
por lo tanto, se debe aplicar la propiedad de la derivada del producto de dos funciones:

7

X'=(f(p)-cosp) — dx=[f'(p)-cosp+f(p)(-sing)]dp
v =(f(p)-sing) —  dy=[f(p) -sing+f(p)cosp)]de

Se eleva al cuadrado:
d*x = (f'(p)cos @+ f(p)(—sin ¢)? — d’x= f’z(p)cos2 @ -2f"(p)f(p)(sing)cosp +f2(p)(sin2 P)d’e
d*y = (f'(p)sing + f(p)(cos @))* — d*p = f"*(p)sin® @+ 2f (¢)f (p)(sing)cos ¢ + f*(p)(cos® p)d* ¢

Se suma y simplifica estds dos identidades, se obtiene:
d’x+d%y =[f"(p)cos® o+ f2(p)(sin® @) + f *(p)sin® @ + f*(p)(cos” )] d*
Se simplifica y se obtiene:
d>x+d% = [f?(p)[cos? p +sin? p| + f2(p)[cos” g + sin? ]| d%p

d%x+d% =[f2(p) + f2(p)]dp

Se obtiene la raiz de la suma:

d 2
VP2 d29 = \[[F2(0) + f2(p)] a2 = \Jp? + F2(p)dg = [0+ (—p) de

de
2
dz:,/p2+(j—;) do
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Finalmente la longitud de arco en su forma polar:

B B B
dp\’ dp \*
ai=ye (3] = 1= [\ e (58] a0 [N o= [ ore s

La longitud de arco de cualquier curva, se define como el limite de la longitud de la linea quebrada
inscrita en la curva, con la condicién de que la cantidad de lados de la linea quebrada crezca al infini-
to, al mismo instante que la longitud de de estos lados tiendan a cero. Se demuestra la férmula de la
longitud de arco:

Se considera una funcién y = f(x), que es con-

tinua y tiene su primera derivada f’(x) en el in- y M.y

tervalo [a,b]. Sobre el gréifico de la funcién y = )
f(x) se inscribe la linea quebrada (color rojo) en 8
el mismo intervalo, ver figura 8.6. Se define la
sucesién de pares ordenados M;, desde el inicio
del intervalo hasta el final del mismo:

Mo (x0,90), Mic(X5, Vi )» - My (X, V)

Donde los valores de ordenadas y abscisas for-
man también sucesiones; es decir:

a=xg<--<x<--<x,=b

Figura 8.6

Yo = f(xo) -+, 9k = F(xx) oo 9n = fx0),
La longitud de cada uno de los segmentos de la linea quebrada, se la puede definir aplicando
Pitagoras:

MMy = \/(xk+1 = X)2 + (D1 = 9x)?
Se recuerda la ecuacién de la recta o el teorema del valor medio, aqui se aplico le ecuacién de la recta:
Dkt =V = M(Xee1 = Xk) = Vee1 — k= f(xe) (X1 —x0)

donde: x; < xg < x;41. Se reemplaza en el segmento MMy, ;:

MMj, = \/(xk+1 = X1)% + (Xpep1 —X1)2 2 (x) = \/1 + f72(x) (X1 = xk) = A1+ f2(x)(Axg)

La suma de todos estos segmentos de la linea quebrada en el intervalo [4,b] y después al tomar el
limite cuando Ax; — 0, se obtiene:

n—1

n-1 b
by = lim ;MkM‘ku = Afm, ; V1 + 2 (0 (Axy) = f\/ 1+ f72(x)dx
- - a

8.2.1. Ejercicios Resueltos de Longitud de Arco

1. Calcular la longitud de arco de la pardbola p = x? en el intervalo 0 < x < 2 Se calcula la derivada

dy
[l [V

—— =2x
dx
Se realiza un cambio e variable 2x =t — 2dx = dt, y sus nuevos limites 0 < t < 4, se reemplaza:

2

ZJV1+(2x)2dx= %fﬁl +(t)%dt
0

0
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Se obtuvo una integral irracional, en el capitulo 3, se analizo este tipo de integrales; por lo tanto:
1 1
L= ZtVt2+1+Zln(t+ ViZ +1)

Se regresa a la variable x:

2

1 1
L= 5X Vax2 +1+ Zln(2x+ Vax2 + 1)]

0

:\/ﬁ+%ln(4+‘/ﬁ)—%1n(l)

Finalmente:

L= ‘/ﬁ+%ln(4+\/ﬁ)
2. Calcule la longitud de arco del cicloide, definida por:
x = acos>(t); Y= asin®(t) a>0

El pardmetro t pertenece al intervalo 0 < t < 27 Se calcula las derivadas con respecto al pardme-

tro t. p p
ax _ —3acos?(sin(t)); d_}; = 3asin’(t)cos(t)

P 5 2n

d_};) dt = f \/9a2 cos4(t)sin?(t) + 9a2 sin*(t) cos2(t)dt

T

= J 3a\/sin2(t) cos2(t)(cos?(t) +sin®(t))dt
0

Pero:

sin’(t) + cos>(t) = 1; sin?(t)cos?(t) = |sin(t) cos(t)| = %|sin(2t)|

Se reemplaza y se obtiene:

21 27
J.3a\/sm (t)cos2(t)(cos2(t) +sin?(t))dt = %aJ. |sin(2¢)|dt
0 0

La figura es simétrica con respecto el eje x y el eje y; por lo tanto, se puede calcular el area con

elvalordet: 0 <t < g multiplicado por 4:

n
2

3 1 3
in(2t)|dt = ~a|-=cos(2t)| =2a-4=
[sin(2¢)|dt za[ 2cos( t)]o 2a 4="6a

N W

el 3

a

3. Calcule la longitud de arco del cicloide, definida por:
x=a(t—sin(t)); y=a(l-cos(t)) a>0

El pardmetro t pertenece al intervalo 0 < t < 27t Se calcula las derivadas con respecto al pardme-

tro t. d J
x_ o dy .
= cos(t)); i asin(t)

J}/ dx)’ dt—f\/az —cos(t))2 +a?sin?(t)dt =
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21

27
= af \/(1 —cos(t))? +sin?(t)dt = aJ \/1 —2cos(t) + cos?(t) + sin?(t)dt
0

0

21 27
aJA\/l — 2cos(t) + cos2(t) + sin®(t)dt = ﬂf\/l —2cos(t)+1dt =

0 0
21
= aJ 2(1 —cos(t))dt =
0

Se aplica identidades trigonométricas:
.ot
1 —cos(t) = 2sin (5)

Se reemplaza:

sin(i)‘dt
2

L:a;f\/mdt:a;r:ﬂ'Zsinz(%)dt: 2aj7

t
En los limites de integracién 0 <t < 27, el sin(i) > 0; por lo tanto:

21

t £\]27
L= ZaJsin(—)dt = 2u[—2cos(—)] =8a
2 2 /1o
0
4. Calcule la longitud de arco de la figura espiral logaritmica que se lo presenta: p = ae*, a >
0; k=0y 0<6<a.
d
k6. ap _ . ke
p=ae"’; 70" ake
B > a
sz (p)* + ) 49— J\/(aeke) + (akek)"do
a0
a 0
a a
= aJ- e2k0 1 k2 (e2K0)d6 = aJ“/(l +k2)e2k040
0 0
- a
=aV1 +k2J.ek6d6 =aV1+k? [%eke]
0
0
v 2
L= o Tk ]
k
5. Calcular la longitud de arco de la espiral logaritmica definida por la relacién p = e en el inter-
valo 0 < ¢ < 2m. Se conoce que:
x=pcosp =ef cosp
y=psing =e?sing
Se deriva estds expresiones mateméticas expresadas en su forma polar:
x=pcosp=ePcosp — dx=(e?cosep—efsing)dp
y=psing=efsing — dy=(e?sinp+e?cosp)de
Se eleva al cuadrado cada elemento:
dx=(e?cosp—ePsinp)dgp — d’x=(e?cosq—e?sing)’d*p
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dy = (e?sinp+ecosp)dp — d*y=(e?sing+e? cosp)’d’ep

Se desarrolla los binomios:
d*x = (e? cos ¢ —e? sin )?d> @ = (e>? cos® @ — 2¢>? sin p cos @ + €>? sin” @)d*

d*y = (e?sin @ + e? cos )’ d* @ = (> sin® @ + 2¢? sin p cos  + > cos® p)d* ¢

Se suman y se simplifican las expresiones obtenidas:

d*x+d*y = [629’) cos? @ + % sin” @ + €>? sin” @ + €2¢ cos? qo] d*p

2x  d?
52 dZy [eZq) cos? @ + %P sin” @ + e*? sin” ¢ + €% cos® (p]
% %
d2 d2
FEp d2 [ 2(’) cos @ +sin (p)+e (f’(sm @ +cos qo)]
¢ %
2 dZ
jz_x + dz_y = 2% [(c:os2 @ +sin’ @) + (sin® @ + cos? (p)]
¢ %
2 2
it
2 dzqo
Se aplica la raiz a ambos lados de la identidad:
d?x d dry [
e2¢[2] = V2. e?
d2<p 2¢

Se calcula la integral de la longitud de arco:

\’p + d(p \/_J.e‘f’d(p—

21
= fewd(p =V2[e?]d" = V2(e¥ - 1)
0
8.2.2. Ejercicios Propuestos de Longitud de Arco

1. Calcule la longitud de arco de:

1. 9})2:43(3; OSXS3
2 3 8
1. y? =4x3% >0, 0<x<-
9 2. 3y? = 4x%; O<x<1
2_ 5.3, .
2.992=2x%  p>0; 0<x<2 3. 2y =3x%; 0<x<2
2_ .3, .
3. 9y* =x7; >0, 0<x<12 4. y=2x; 1<x<9
2_ .3, .
4.29%=x%  y>0; 0<x<2 5. 29 =x-2x%  1<x<9
2 5y 42, - <x<
5. 9°=2x-x% y>0; 0<x<1 6. v =2V3x; 0<x<1
2 _ . .
6. v° =2+x; y>0; 0<x<1 7. y=¢e% O<x<1

T Tt

2. Calcule el arco de la curva y = In(sin(x)); x € [3 3

3. Calcule el arco de la curva y =1 —In(cos(x)); x € [0 ]

4. Calcule el arco de la curva y = acosh [g] ;a>0; x€[-a,a]
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5. Calcule el arco de la curva y =In(x);; , V3<x<242
1
6. Calcule el arco de la curvay =In(1 -x?); ,0<x< 3
1, 1
7. Calcule el arco de la curva x = v Eln(y); ,1<yp<2
x3 5
8. Calcule el arco de la curva yz = ; ,0<x< =
2a—-x 3
9. Calcule el arco de la curva r =a(1+cos(0)); a>0; ,0<0<m7
10. Calculeel arcodelacurvar=a60; a>0; ,0<60<1
a 2 3
11. Calculeel arcodelacurvar=—; a>0; ,—- <0< -
0 3 4
12. Calcule el arco de la curva r = 2acos(0); a>0; ,0<60 <2x
13. Calcule el arco de la curva r = %os(@); a>0; ,—% <6< %
1
14. Calcule el arco de la curva x = tz;y =t- §t3; a>0; ,0<t<V3
1
15. Calcule el arco de la curva x = a(cos(t) + tsin(t); v = a(sin(t) — tcos(t) — §t3; a>0; , 0<t<m
1
16. Calcule el arco de la curva x = 2tcos(t) + (t* — 2)sin(t);y = 2tsin(t) - (t? — 2)cos(t) — §t3; , 0<
I<m
t t
17. Calcule el arco de la curva x = acosS(E);y = asinS(E); , 0<t<m
18. Calcule el arco de la curva x = 2asin2(t);y =2asin®(t)tan(t); a>0, 0<t<t
19. Calcule el arco de la curva x = 5cos (t) (1 + cos(t));y = 5sin(t)(1 +cos(t)); a>0, 0<t<2m
20. Calcule el arco de la curva x = acos*(t);v = asin*(t); a>0, 0<t< g
21. Calcule el arco de la curva x = acos® (t);v= asin5(t); a>0, 0<t<a
22. Calcule el arco de la curva y = arcsin(x) + V1 —-x%; , -1<x<1
23. Calcule la longitud de arco de la parébola y? = 4(x — 1) desde su vértice hasta la ordenada x = 2.
24. Calcule la longitud de arco del asteroide X3+ y% = a%.
25. Dada la cardiode p = a(1 + cos @)
a) Calcule el arrea limitada por ella
b) Calcule su longitud de arco, 0 <@ <m
26. Calcule la longitud de arco de la hoja de Kartezjusza x> +y3 = 3axy
27. Hallese la longitud de arco del bucle de la curva x = a(t?> +1), y= %(t3 —3t)
28. Hallese la longitud de arco de la cardiode p = 2(1 — cos @) que se encuentra dentro de la circun-
ferencia de radio igual a uno.
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8.3. Calculo del Volumen y Area de una superficie por Rotacién

Una curva AB de ecuacién y = f(x), donde f(x) es una funcién continua y positiva en el intervalo
[a,b]. Por comodidad, se ha considerado que la curva es positiva, lo que significa que se encuentra en
el primer cuadrante cartesiano En el momento en que, esta curva gire alrededor del eje Ox o Oy, se
forma un cuerpo, por lo tanto, se puede calcular el volumen de ese cuerpo, que se ha obtenido, por
rotacién con respecto a uno de los ejes. Este volumen estéd limitado por el drea de superficie, la capa
mas externa del cuerpo. La cual resulta, cuando con sus valores de ordenada, en los extremos de la
curva, realiza una revolucién alrededor del eje Ox, como se puede de apreciar en la figura 8.3. Este
volumen, se lo calcula, con la férmula siguiente y esta expresada en su forma cartesiana:

b

Vv :nfyzdx

a

El area de la superficie, que se obtiene también
por revolucién de la curva AB de ecuacién y =
f(x), que surge por realizar una revolucién alre-
dedor del eje Ox, se la calcula con la férmula ex-
presada en su forma cartesiana:

B b FRY
_ _ / 4
S_ZnJ-ydL—ZnJ.y 1+(dx) dx
A a

Con la condicién adicional de que, la funcién
y = f(x), en el intervalo a < x < b sea continua,
lo que significa que, existe su derivada, lo que
nos asegura que la funcién es continua en ese
intervalo. Si la curva AB esta expresada en la
forma paramétrica; es decir: x = g(t), y = h(t); en
un intervalo t; <t < t,., también debe cumplir
con las mismas condiciones:

Figura 8.7

Las expresiones de las dos funciones, expresadas en su forma paramétrica, x = g(t) e vy = h(t),
tienen en este intervalo su derivada; por lo tanto, son continuas. Si la expresién x = g(t), es en este
intervalo,es continua, lo que significa que, es creciente o en el caso de que sea negativa, con lo cual,
serd decreciente. Si la funcién h(t) tiene valores positivos, la curva AB esta sobre el eje x. El volumen
del cuerpo por revolucién en su forma paramétrica es:

b ty
V= njyzdx = nj(h(t)f%dt
a t

Y la superficie por revolucién, se la calcula:

ta

B
S :2njydL:2chy
A

t

La demostracién de estas férmulas, para el calculo del volumen y el area de superficie, que se obtuvie-
ron por rotacién con respecto el eje x, no demanda mucho trabajo, ya que es el mismo procedimiento
que anteriormente, se ha aplicado en este capitulo de propiedades de integrales. El estudiante deberia
obtenerla sin dificultad alguna.

El calculo del volumen por rotacién con respecto el eje y, demanda la aplicacién de un conoci-
miento adicional y por lo tanto, se la obtendrd. A estd forma de calcular el volumen, por rotacién, con
respecto el eje y ; también, se lo conoce, con el nombre método de los anillos .
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La ecuacién y = f(x), donde f(x) es una funcién y
continua y positiva en el intervalo [a,b]. En ese . =10
momento, el volumen del cuerpo por rotacién

esta limitado por una area de superficie, la cual 4
resulta, cuando con sus valores de abscisa en e
los extremos de la curva, realiza una revolucién
alrededor del eje Oy.

Se divide estd area en ’n’ franjas, se forma i \ &2
los rectangulos correspondientes y se los rota | = \ !
alrededor del eje y, por lo cual , se produce \ SR S ,
anillos cilindricos de altura y; , y de base \ - Aw, >’ ‘
&k — &1 = Axy. Los segmentos O&, y O&_; N L/
pasan hacer los radios externo e interno, en AN - 7

el momento que, se produce la rotacién del DR
rectangulo analizado.

Figura 8.8
El volumen del anillo, que se forma al rotar el rectdngulo alrededor del eje y es igual a:

Avp=mt(EE - &) Wk

Hay diferentes formas que, se podria utilizar para expresar el elemento ((Elf - (Elf_l), en estd demos-
tracién, se aplica elementos basicos de dlgebra, que el estudiante debe haber utilizado en el area de
matematicas:

P& = (&= &) (& + &)
El primer elemento es igual a:
Sk = Ek-1 = Axge
El segundo elemento, se lo define de propiedades de geometria analitica:

&k + &kt

> =xx > &+ =2-x

Se reemplaza en el volumen del anillo, que se forma al rotar el rectaingulo alrededor del eje y, es igual
a:

Avy :T((E,f—é,fﬁl):rc-Aku-xk-yk =270 AXy - Xp - Vg
Como en todas las aplicaciones de integrales definidas, se toma la suma de las 'n’ franjas en el intervalo
[a,b] de la funcién f(x), después, se toma el limite, cuando n — oo y en ese momento Ax; — 0, con lo
cual, Ax;y — dx y el error de calculo del volumen por rotacién es minimo, y ademas x; = x y vy = :

Primero la suma:
n n
ZAvk = Z2T( “Axg X vk
k=0 k=0

Segundo el limite:

n—oo n—o0o0

n
lim V = lim Z27Z-Axk-xk-yk
k=0

Por ultimo, se considera el teorema de Riemann :

" b b
V = lim Z2T(~Axk~xk~yk=j2n-x-y-dx:2njxf(x)dx
k=0

n—o0
a a

8.3.1. Ejercicios Resueltos del calculo de Volumen y Area de la Superficie por
Revolucién
1. Calcule el 4rea de superficie por revolucién de una parabola y* = 4x en los limites 0 < x < 3
alrededor del eje OX y el volumen del cuerpo limitada con el plano x = 3.

Para el cdlculo del are de superficie, se necesita el calculo del diferencial de longitud de arco,
para lo cual:

y2:4x—>3}:2\/§
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dx dy 1
2pdy =222
YAV =SSR dx T Vx

dL:\/1+(%)2dx: \/1 +(%)2dx: 1+(%)dx

Se realiza el calculo del drea de superficie por rotaciéon:

3 3 PRy 3 e
y
=2 L=2 1+-== =2 1+|— =
S nfyd nfy +(dx) dx nfy +(\/3_c) dx
0 0 0
3 3
:271'[2\/} 1+§dx:4nj\/x+1dx:
0 0
2 s1P_8m [,3 (3] 8 56
—4n§[(x+1)2]o—?n[42—12]—gn[8—1]—?Tc
Se calcula el volumen del cuerpo por revolucién:
b 3 3 2P
V:T(J.yzdx:njélxdxzélrcfxdxzélrc 7]
0
a 0 0

3
=2n[x?] =18n
0
2. Calcule el drea de superficie por revolucién de un cicloide definida por:

x = a(t —sin(t)); y =a(1l - cos(t))

Cuando a >0; 0<t<2m alrededor del eje OX y el volumen del cuerpo limitada por esta figura.

Se debe primero realizar una analisis del comportamiento de las funciones x = g(t),y = h(t). La

respuesta a esto nos da la derivada:

x =a(t—sin(t)) — dx = a(1 — cos(t))dt — % =a(1 —cos(t))

Como los valores de cos(t) < 1; en consecuencia, el lado derecho de la identidad es mayor a cero,

es positiva, es una funcién creciente. La funcién y = h(t)

v =a(l—cos(t)) — dy = a(0+sin(t))dt — % = a(sin(t))

Por lo tanto, la funcién, también, toma valores positivos, es creciente.

Se calcula el volumen del cuerpo por rotacién:

b 2n
V= nJ-yZ%dt = njaz(l —cos(t))?a(1 - cos(t))dt
a 0

27
= aanf(l —cos(t))3dt =
0
Se desarrolla el binomio:
21
=a’n j(l —3cos(t) + 3cos?(t) —cos’(t))dt =
0
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Se aplica propiedades de integrales:

271 21 21 21
=a’n Jdt— Jcos(t)dt+3fcosz(t)dt—Jcos3(t)dt =
0 0 0 0

Todas las integrales del ejercicio ya fueron resueltas en el capitulo de integrales trigonométricas,
se aconseja al estudiante, la revisién de este capitulo.

_ .3 21 : 27 £ l : o
=a’m|[t]y" =3 [sin(t)];" + 3 2+4s1n(2t)

0 0

- [sin(t) - %sins(t)]zn} =
Se recuerda que : sin(t = 0) = 0;s5in(2t =0) =0
V=d’n [2n -3(0)+3 [27” + (0)] - (0)] ==a’n [2n +3 [27”” =5a%1°

El érea de la superficie por rotacién, se la calcula:

o o o8] (o

La longitud de arco ya se lo cdlculo en ejercicios anteriores:
dL = 2asin ( ) dt

Se reemplaza:
tr 27

S = ZRJydL = ZRJa(l —cos(t))2asin(%)dt =

t

[}

La dltima integral se la obtuvo en el capitulo 5, el estudiante debe recordarla:

setcamfes() - Seos (1)) <rse (5]

64
S= ?T((lz

3. Calcular el volumen y el drea de superficie de una elipsoide que surge al rotar una elipse alre-
dedor del eje OX.

La ecuacién de la elipse es:

X2 y2
2 !
Se despeja y: ) .
2 _ 12 x 2 |2 bx
y —b |:1—a—2:|—)y —|:b - az ]

La férmula de volumen por rotacién es y se aprovecha la simetria de la figura y por lo tanto, se
calcula la mitad del volumen:

a

- 2,2
lV:n yldx =m0 bz—b—x dx
2 a?

0 0
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Se aplica propiedades de integrales:

| [P

3 74 3
=2b%n x—x— = 2mh? a—ia— :émzb2
342 0 a? 3 3

Para el célculo del drea de la superficie por rotacién, es mejor aprovechar sus ecuaciones pa-
ramétricas :
x = acos(t); y = bsin(t)

dx = —asin(t)dt; dy = bcos(t)dt

La funcién x = acos(t) en el intervalo 0 < t < 7t es decreciente, a la funcién y = bsin(¢) toma
valores positivos, se aplica :

dx
S= ZNJydL an \f dt

T
S = 271.[ bsin(t asin(t))2+(bcos(t))2dt
0

S= ZHJ bsin(t )\/azsinz(t)+b2cosz(t)dt
0

T
S = 27'(_[ bsin(t [1—cos?(t)] + b%cos?(t)dt
0
Se realiza un cambio de variable: cos(t) = u, su derivada: -sin(¢)dt = du, para después no regresar
a la variable t, se realiza un cambio en sus limites; es decir:

si t=0-—cos(0)=u—>u=1

Se reemplaza:

S= 2b7‘cJ‘ \/az [1-u?]+b%u’du
-1
1
S= 2b7zf a2 —u?(a?-b2)du
-1
Son tres casos que puede suceder:

a) Sia=b
1

1 1
S= 2bnf1/a2 —u2(a? - b2)dt = 2b7-(J-\/a_2dt = 2b7'cJ-adu
-1 -1 -1

1
S = 2ba7zfdu = Zabn[uﬂ1 =2a’n[1-(-1)] = 4a’n
-1
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N )

. . ) . a‘-b

b) Sia> b, serealiza un cambio de variable: ¢ = ——— se reemplaza:
a

1

E— WA
S:anj az—uZ(az—bz)du:Zabrcj 1-u?———du
a
3 3

1
= 2abT(J V1-u?edu
-1
Esta ultima integral ya es conocida por nosotros y es igual a:

u 1 ) 1
= 2ab7‘c(— 1—-eu?+ —arcsm(eu))
2 2¢ -1

1
S= Zubrc(% l-—e+ Zarcsin(s))

c) Sia<b serealiza un cambio de variable Vb2 a2 = ¢
1 1
S :2chJ az—uz(az—b2)du:2brcj a?+u?(b?-a?)du

| 3
1

= 2b7'(f Vb2 + u?c2du
|

Esta tltima integral, también, es conocida:
1 5 1
= anj Vb2 + u?c?du = Zlm(% Va? +c?u? + ;—Cln[cu + Va2 + czuz])
-1 -1
S= 2bn[Va2+c2+ a—zln{ﬂ])
2| Varr e

4. Hallese el volumen generado en la rotacién alrededor del eje y del area limitada por el arco del
cicloide x =0 -sin®, e y =1 —cos© y el eje x. Se recuerda la férmula demostrada:

b 21
V= ZHfo(x)dx = ZHfo(x)dx
a 0
La figura estéd definida en su forma paramétrica; y
por lo tanto: .
21 27 2
V= ZRfo(x)dx: 2nfg(®)h(®)d® 1
0 0 .
0 1 2 3 4 5 6 7 2‘7( X 9‘
Se reemplaza: .
Figura 8.9
27
V= 271_[(@ —sin®)(1 —cos®)(1 —cos®)dO
0
Se realiza el producto:
27 27
V= ZNJ(G —5in®)(1 —cos©)%dO = 2nj(® —5in®)(1 —2cosO + cos’ ©)dO
0 0
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27

V= 2nf(® —20c0sO + 0O cos?O —sin© + 2sin O cos O —sin O cos?)dO
0
Finalmente, se aplica propiedades de calculo integral. Estas integrales son conocidas por el es-

tudiante; por lo tanto, no le debe causar ningtin problema y lo debe realizar por su cuenta. La
respuesta del ejercicio es:

21

V= 2nf(® —20c0sO + 0O cos?O —sin® +2sin O cos O —sin O cos?)dO = 67>
0

8.3.2. Ejercicios Propuestos del Calculo de Volumen y Area de Superficie por Re-

10.

11.

12.

voluciéon

. Calcular el volumen de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del eje Ox de xy? = 1 y los

planosx =ayx =b, donde b >a> 0.

. Calcular el volumen de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del eje Ox de xy = 1;1 <

x < oo

. Calcular el volumen y el drea de superficie de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del

eje Oxdey =sin(x); 0<x<m

. Calcular el volumen de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del eje Ox de p?(x — 4) =

x(x-=3);0<x<3

. Calcular el volumen y el drea de superficie de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del

ejeOxde3y—x>=0, ;0<x<1

. Calcular el volumen y el drea de superficie de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del

eieOxdex?—v2=a, a>0;a<x<aV?2
] y

. Calcular el volumen y el area de superficie de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del

ejeOxde3y—-x>=0, ;0<x<1

. Calcular el volumen y el drea de superficie de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del

ejerde;u:acosh(g), a>0;-a<x<a

. Calcular el area de superficie de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del eje Ox de

y=V2rx—x2, r>0;0<x<2

Calcular el volumen y el drea de superficie de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del
eje Oxde x> =p?(2r—-x), r>0;1<x<2

Calcular el volumen y el drea de superficie de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del
eje Ox de x = acos®(t);y =asin’(t) a>0;0<x<m

Calcular el volumen y el drea de superficie de un cuerpo limitada por revolucién alrededor del
3

t
ejeOxdex=t2,y=t—-— ;0<x<+3

. Calcular el volumen y drea de superficie, alrededor del eje Ox, de:
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z TC
1. y =sinZ(x); 0<x<=—
y =sin?(x) x< 5 1y = cosd(x) Ostg
27 b
2-y=aCOS(7): Osx=7 2. 16x% +8y? = 144
3. 4x% + 92 =36 3. x2+p?-20p+75=0
4. 25x2 + 492 =100 4. p=2x3 0<x<1
1
5. 3y2:4x; 0<x<1 5. p= d<x<4d
1 Vx2 -1
6. 2= ——; 2<x<4
-1’ V3x+1
x-1 6.y= 2L p<i<t
7.y =e *y/sin(x); 0<x<m x?—6x+15

2. Héllese el volumen del cuerpo engendrado por la revolucién alrededor del eje Oy de la figura
limitada por las lineas y = x, p = x +sin® x en el intervalo 0 < x <

3. Hallese el volumen del cuerpo engendrado por la revolucién alrededor del eje Oy de la figura
limitada por las lineas y = 2x2, =0, 0<x<; x=5.

4. Hallese el volumen del cuerpo engendrado por la revolucién alrededor del eje Oy de la figura
limitada por las lineas e* sin x primer cuadrante.

5. Hallese el volumen del cuerpo engendrado por la revolucién alrededor del eje Oy de la figura
limitada por las lineas y = x> — 5x + 62x2, v =0,

8.4. Calculo del Momento de Inercia, Momento Estatico y Centro
de Gravedad de un Cuerpo

El momento de inercia de un sistema de masas my, m,,---, m, con respecto el eje Ox de rotacién
(Oy) se llama a la suma:

n n
L= gl [zy _ Zmixg]
i=1 i=1

donde y;, (x;) significa la distancia de la masa m; al eje Ox (Oy), m; significa la masa puntual de la
division del sistema. El momento de inercia puede ser calculado con respecto un eje (una recta) o una
superficie ( un plano: xy, xz, yz ). Las formulas escritas tienen un error de calculo y esto depende de
la forma del sistema. Por lo tanto, al sistema se lo divide en ’ n ’ partes de tal forma que n — oo con lo
cual, la masa, m; de cada punto material tiende a cero; es decir, en algin momento m; ~ dm, se puede
escribir:

n n

n n
lim I, = lim mv?: = I =lim Zm 2 5 I = 2dm I,= | x*dm
=00 X =00 £ - lyz X n—00 4 - lyz X y v
1= 1= 1 1

Uno de los parametros que facilmente, se llega a conocer de un cuerpo ( o sistema), es su densidad, la
cual, puede ser: lineal (
lambday) ,superficial (p) o de volumen (). Por definicién de densidad y del diferencial de arco, se

puede escribir que:

dm
ﬂl_ﬁ — dm—/\dL

dv\2
dL = 1+(—y) dx
dx

Un analisis muy parecido se puede hacer para la densidad superficial o de volumen. Esta densidad
lineal y diferencial de arco, se reemplaza en la formula:

n n n dx 2 n dx 2
= 2 = 2 . = 2 . —_— = 2 . —_—
Ix_fy dm_Jy/\dL Jy/\ \/1+(dy) dx I, Jx/\ w/1+(dy) dy

1 1

1 1
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El momento de inercia de un arco (segmento), de una curva AB con respecto el eje Ox (Oy), se la define

con la integral:
(B) PR (B) PRY
_ 2 / ay _ 2 f ax
Ix_j/\y 1+(dx) dx I, J-/\x 1+(dy) dy
(4) (4)

Donde A significa la densidad lineal del arco (segmento) y dL es el diferencial de la longitud de la
curva AB (segmento), ademas y? = (f(x))?

Sila funcién y = f(x) es continua en el intervalo a < x < b y toma valores positivos y ademads, AA’ es
la ordena inicial de la curva (segmento) y = f(x) en el punto x = a, a BB’ es la ordena final de la curva
(segmento) AB, en el punto x = b. El momento de inercia del trapecio curvilineo, AABB’, ver figura
8.4, con respecto el eje Ox; es decir, el drea limitada por A’B’ del eje Ox, las ordenadas A’A 'y B’B y el
arco de la curva y = f(x), se la define con la integral:

b
1
I, = gpfy3dx
a

o A 8 x

CC T Y S——— T

Figura 8.10

Donde p es la densidad superficial.
Si el trapecio curvilineo A’/ABB’ da una revolucién alrededor del eje Ox, volumen, ver figura 8.4, el
momento de inercia del cuerpo con respecto el eje Ox, que surge al girar, , se la define con la integral:

b

1
I, = Enafy‘ldx

a

Donde o es la densidad del cuerpo (volumétrica).
El momento estatico de las masas my, m,,---,my; con respecto el eje Ox (Oy), se llama a la suma:

k k
M= [M 3
i=1 i=1

Donde y; es la distancia de la masa m; al eje Ox (Oy).
El momento estético de un arco (segmento) AB con respecto el eje Ox (Oy) se define con la integral:

/ f dx
Mx—/\Jy 1+ dx —/\Jx 1+ dy

Donde A es la densidad lineal y en este caso, se considera constante, es por eso que esta delante de la
integral, a dL es el diferencial de la longitud del arco AB. Ademas, y = f(x).

El momento estético del trapecio curvilineo ( drea ) con respecto el eje Ox (Oy), ver figura 8.4,
limitado por el arco (segmento) AB de la curva y = f(x), en el plano cartesiano, su ordenada A’A, en el
punto x = a, la ordenada final B’B, en el punto x = b, y el segmento A’B’ en el eje Ox se lo define con la
integral:

b b
1 1
M, = Epjyzdx M, = Epszdy

a a
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Donde p es la densidad de superficie.

El centro de gravedad (centroide) de un cuerpo, es un punto, en un sistema o cuerpo, (&,#), en el
cual, se equilibra el momento estatico del cuerpo ( en su totalidad ) con el momento estatico producido
por el centro del gravedad; por lo tanto, el cuerpo esta en equilibro:

k
n n M Z m;Xx;
v i=1
E mié—MyZO - E miE:My - é:n — é:—n
i i 2 m; 2 m;
i

i

Al realizar un andlisis con respecto a la densidad lineal, se obtiene:

k b b dv\2 b b Jor2
Y mix; [AxdL [x 1+(d—z) dx my; [AydL [y 1+(d—z) dx
= . . . i _a _a

EZI i r]:

k
1 _ _ =1 _ _
no b b 5 no b b 5
2m J)\dL J 1+(2) dx 2m uf/\dL a[ 1+(2) dx

Las coordenadas del centro de gravedad del arco (segmento)AB de densidad lineal A constante o
uniforme, se define con las férmulas:

—; .
[ar [ar
A

Donde dL es el diferencial de la longitud de arco AB. Este andlisis es cuando se desea encontrar el
centro de gravedad de un cuerpo con respecto a uno de los ejes del plano cartesiano.

Las coordenadas del centro de gravedad del trapecio curvilineo ( una area ) limitado por el arco de la

curva y = f(x), la ordenada A’A en el punto x = a, la ordenada final B’B en el punto x = b y el segmento
A’B’ en el eje Ox, se define con las férmulas:

b b
nydx %J-yzdx
—_— a . —_— a .
5 - b 2 17 - b ’
Jydx fydx
a a

Con la condicién de que la densidad superficial p, sea constante.
Si el trapecio curvilineo A’ABB’ realiza una revolucién alrededor del eje Ox, el centro de gravedad
del cuerpo por revolucién, que resulta, sus coordenadas:

b

nyzdx

é:—a ; r]:O

Jyzdx

a

Un anélisis del centro de gravedad de un cuerpo con respecto a los planos cartesianos, xy, xz, yz , se lo
realiza en el capitulo de integrales multiples. A menudo, en el calculo de las coordenadas del centro
de gravedad, se puede utilizar el teorema de Guldine.

Teorema De Guldine : Si el drea plana G rota al rededor de un eje, sin puntos comunes o de
interseccién, se encuentran en un mismo plano, entonces, el volumen que resulta por la rotacién del
cuerpo es igual al producto del drea P de estd area, por la longitud del circulo 2nr inscrito en esta
rotacién por el centro de gravedad del area G.
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8.4.1. Ejercicios Resueltos de Momentos y de Centro de Gravedad

. . . - 2.2 2
1. Calcular el momento de inercia con respecto al eje Ox, de un arco definido por : x3 +y3 = a3,
que se encuentra en el primer cuadrante del plano cartesiano, en el intervalo 0 < x < a, ademds

considere, que la densidad lineal es constante.

El momento de inercia de la figura dada con respecto el eje Ox, primero se despeja la variable:

2
:[,13,—)3)

Il
—
Q

Se encuentra la derivada:

dy
a—}’

2
3

3
= E(a

Se calcula el diferencial de la longitud de arco:

dy\? (@3 —xh)bY (a5 -
JL= 1+(_y)dx: 1[_]d 1y =X

dx

Se realiza la suma de quebrados:

2 1
3 3
dL=+|Tdx =L dx
X3 X3
Se calcula el momento de inercia:
(B) a
2 2.3 2 a%
= J-/\yzdL:J-/\((ai -xé)f) L dx=
3
() 0 *

) 1 401 2 5
a‘x~3 —-3a3x3 +3a3x—x3 )dx

9 3 3 81° 3 9 3 3
I, = Aas3 [—azx% - Za%x% + Ea%x2 - gx%]o = \a’ [Eaza% - Z—La%a% + Ea%az - ga%] =
3 9 3 3 12-18+12-3]1 3
I, = Aa3 [—a% - Za% + Ea% - ga%] = Aada’ [+] = gAa3

2. Una tabla de longitud I’ sujeta de uno de sus lados de la pared, quedo cubierta uniformemente
de nieve. El peso de la nieve por unidad de longitud es igual a p’. Calcular el momento total de
doblamiento de la tabla producido por el peso de la nieve.

El peso de la nieve sobre la tabla en una longi-
tud Ax es igual a Ap = p A x. El cual produce, un
momento por el peso igual a AM = xp A x.

El momento total producido por el peso de la
nieve es igual :

AX—00 £

n
M = lim pr,-Axi =
i=1

1 1 I

x? 1,
= pxdx:pfxdx:p[—] = —pl
J 2|, 2

0 0

Figura 8.11

3. Calcular el momento de inercia de un cicloide definido por x = a(t—sin(t)); v =a(l-cos(t)); a>
0; 0 <t <2m con respecto el eje Ox, su densidad A es constante.
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t
Se conoce que, para el cicloide su dL = 2a sin(z) :

27 ¢
I = J. Aa*(1 —cos(t))22asin(5)dt =
0
De identidades trigonométricas se obtiene:

t
1—cos(t) = 25in2(5)

21 ¢ 21 £1\2 ¢
IX:J /\az(l—cos(t))22asin(—)dt:J Aa2(2sin2(—)) 2asin(—)dt:
0 2 0 2 2

271 21 21
81a> sins(i)dt—S/\a3 sin4(£)sin(£)dt—8/\a3 [sinz(i)rsin(i)dt—
2/ 2 2/ 2 2/
0 0 0
21
= 8\da° (1—cosz(£))zsin(£)dt
- 2 2
0

Se realiza un cambio de variable:
(—t)— ——1 i (—t)dt—d i (—t)dt——Zd
_ _ —
Cos 2 u— sin u —> Sin u

Se reemplaza:

27 ) 27
_e1.3 2t . (t _ 3 2\?
=8a J(l—cos (E)) s1n(§)dt——16)\a (1—u ) du
0 0
27 21 271 21
:—16/\a3f(1—2u2+u4)du:—16/\a3 [Jdu—2fu2du+.fu4du] =
0 0 0 0
2 . 1 T ty 2 FW\3 1 £\ "
I 0k L AR S RO RO EL
6lda’ |u 3u +5u . 6Aa’|cos > 3 cos > +5 cos > .

2 1 2 1 ~15+10-3\ (15-10+3
_ 31(_ e _z - —_ 3 _
=~16da [( 1+3 5) (1 3+5)] 1644 [( 15 ) ( 15 )]

 lend? [(%)_(%)] = 16Aa° [(%)] - /\a321i56

4. A un paralelepipedo, se lo llena de agua hasta una altura 'h’. Calcular el momento por unidad
de longitud del recipiente, causado por la presién 'p’ del agua.

A una altura (h—x;) la presion es igual Py, = dg(h—x;) donde d es la densidad del agua. g gravedad.
La fuerza en cada elemento de la pared de drea 1 - Ax; es igual:

PX,‘ :px,' ’ 1 'Axl' = dg(h_xl)Axl =
el momento que esta fuerza produce es igual:
AM,, = AP, - x; = dg(hx; —xiz) A X;

El momento total que se produce en las paredes es:
n

n
M = lim AM,, = lim ng(hxi —xl-z)Axi =
1

n—o00 n—oo

h h
= J dg(hx; —xiz)dx = dgf (hx; —xl-z)dx =
0 0

hx? 3 hh? B3 Boor] o1
=dg|— -=| =dg|—-=|=dg|— - —|=>dgh®
g[z 3]0 g[z 3] g[z 3] 678
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5. Calcular el momento de inercia con respecto el eje Ox del 4rea limitada por la parébola y? = 2px

, se encuentra sobre el eje Ox, a < x < b, su densidad de superficie es constante.

Se aplica la férmula:

= W2e [ (V) =5 (v2nPe ] = Sapre[b? -af]

6. La parabola y? = 2px, donde p > 0 rota alrededor del eje Ox. Calcular su momento de inercia
con respecto el eje Ox del segmento de la pardbola que rota en el intervalo 0 < x < a. Considere

que la densidad volumétrica oes constante.

a a a

I, = %najy‘*dx = %naj(2px)2dx = 2p2noj(x)2dx =

0 0 0

I = 2p27m

3
2.3
- - — TC
3}0 Jpimox

7. Calcular el momento estatico con respecto el eje Ox del cicloide x = a(t —sin(t));y =
donde a>0; 0<t<2mrLadensidad lineal A es constante.

Para su célculo se recurre a:
21

B
M, :AfydL:AJydL
A

0

a(1 —cos(t))

t
La longitud de arco para este tipo de cicloide , ya se la cdlculo anteriormente : dL = 2a sin(E).

Se reemplaza en la relacién de momento estatico:

27 27
M, = Afa(l —cos(t))Zasin(é)dt = ZaZAJ(l —cos(t))sin(%)dt
0 0

Se recuerda que:
t
1—cos(t)= 25in2(5)

Se reemplaza:

21 21
t t t
Mx:2a2/\f(1—cos(t))sin(z)dt:ZaZAJZSinQ(E)sin(E)dt
0 0
21 21
42 Y LA VTR .2 L) . (f)
M, =4a /\fsm (2)dt_4a /\jsm (2 sin 3 dt
0 0
271
Mx:4a2/\J.(1—cosz(—))sin(—)dt
0

Se realiza un cambio de variable:

t 1 . t . t
cos(z)_ u— —Esm(z)dt =du —>s1n(§)dt =-2du
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Se reemplaza:
21

21
My =4a’) | (1-u?)(-2du) =-8a°A | (1-u?)(du)
] ]

21 21 P
ud ™
M, =-8a%) jdu—J-uzdu :—SaZA[u—?] =
0 0 0
t 21
¢ cos3(§) 1 1
M, =-8a°A COS(E)_T :—8a2/\[(—1+§)—(1—§)]:
0
-41 32
x == —8&2/\[?] = ?az/\

8. Calcular el momento estatico con respecto el eje Ox de una semi-elipse. La densidad de superfi-
cie p es constante.

Se escribe la ecuacién de una elipse:

x? oy

; a>0; v>0; 0<x<a.

SN[

9. Calcular el centro de gravedad de la figura definida por: X3+ y% =a

Sus férmulas para el cdlculo son:

B B
jde JydL
A A

&= n==3

[ar [ar
A A

En forma mas comoda:
B

B
éz%fde; q:%J-ydL
A

A
En ejercicios anteriores se obtuvo que:

a

B
L:JdL:jaéxédx:a
A

0

@l
o%a
R\
il
[
=
I
IN)
W=
—
W
=
3]
[
I
| W
AN
Q=
—
=
[N
[E—
(=} IS}
Il
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Ahora la otra integral:

a a

deL = jxaéx %dx = a%

0 0

Los valores obtenidos se reemplaza:

&=

0 0 3
JydL = I[u% —x%]2 asx"3dx
a a

Se ha obtenido una funcién irracional, se realiza cambio de variable:
3
212
2

2
——x*%dx = gt*%dt — x*%dx = —t*%dt

2 3a2 24
3a 5

WIN

2 2 2
:t—>[a3_x3]:t3

Se deriva ambos lados:

Se reemplaza:

232> 2a

12375 =5
Como & = 7 nos indica que la figura es simétrica, con la recta y

I
»

10. Encontrar el centro de gravedad de un cuarto de elipse:

b
yz;\/az—xz; a>0; b>0; 0<x<a; ejes Ox,0y

Sus férmulas para el cdlculo son:

ydx
Se calcula:
a a
b ( v2= b > 231,
xydx =— | xVa?—x dx:—[——(a —x )2] - —4%p
a 2a o 3
0 0
- 2 - 2 314
lfyzdxzb— (az—xz)dx:b_ azx_x_ :labz
2 2a? 242 3], 3
0 0
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2
1
j Va? —x2dx = —[ Va? —x2 + %arcsin(g)] = Znab

o%&

Los valores obtenidos , se reemplaza:

a a

L
nydx lazb Ejy dx labz
_ _ 3 " 4a __ 0 _3 4
o _lnab_?m’ T _lrcab_3n
fydx 4 Jydx 4
0 0

El ejercicio, también, se lo podria resolver aplicando el teorema de Guldine, los pasos a realizar
son:

1
a) Se calcula el drea del un cuarto de la elipse, que es igual a: Zabrc

2
b) Se calcula el volumen del cuerpo al rotar, alrededor del eje Ox, que es igual: gnabz
c¢) Se aplica el teorema de Guldine:

4b

2 1
“mab® = Znab 2 — 1 = 3

3

Para encontrar la abscisa de las coordenadas del centro de gravedad, se realiza la rotacién

con respecto el eje Oy:

2 1 4
gnazb = Zrcab 2né — & = 32

11. Calcular el momento de inercia de la llanta de auto si su radio interno 'r’ y el radio externo 'R’.
Considere que la densidad del material del cual esta hecho p es constante.

El momento de inercia de un anillo de grosor Ax; y de radio x; es igual AB; = Am; -xiz, donde la
Am; =27 Ax; - p- x; es la masa del anillo; por lo tanto, se obtiene:

AB; = 270x;- Ax; - p-x] = 210X} - pAx;

El momento total de toda la llanta:

n n
B= ZABi :2n-pri3-Axi
1 1

Para poder aplicar el teorema de Riman, se aplica el limite a ambos lados de la igualdad, cuando
AB; tiende a cero:

lim B= li AB; =27t- li x?”.Ax-
s ABII,IEOZ e imy ) A

Se aplica propiedades de limites y el teorema de Riman:

R
n
- 1 =2m-p- | A3
B_A%IEOZ’ABZ_ZZ Y fxl dx
r

Se integra:
R

R
B=21-0- 3.4 —2..x_4 L (R%_ 44
= pr| X -dx=2m-p- —27'cp( r)
r

r

12. Encuentre el centro de gravedad de un cuerpo que se obtiene al girar alrededor del eje Ox de la
parébola y? = 2px, donde p es no-negativa, en el intervalo de 0 < x < a.
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Como se aprecia, es un cuerpo que gira alrededor del eje Ox; por lo tanto, las formulas a aplicar

son:
nyzdx

—_— a .
&=
fyzdx
a

b b

Se reemplaza ’y’ y se obtiene:

m;}w |
A
(S}
[
=
= Q
%w
N
=
=
IS
=
&%
=
IS
=

.[xz‘dx X3 !
31y 2a® 2a
2 = _— 17:0

b [xz] 32 3’
0

jx-dx

a

2

13. Encuentre el centro de gravedad de un triangulo de base a y altura h ? El centro de grave-
dad de un cuerpo esta relacionado con los momentos de primer orden o también llamados
momentos estaticos de un cuerpo. Se dibuja un triangulo cualquiera de base a y de altura h;
por lo tanto, el triangulo tiene una area. Esta premisa se debe tener en mente. En el interior
del triangulo de dibuja un rectdngulo, el cual, tiene dimensiones extremadamente pequenias.
En el gréfico, se ha exagerado estas dimensiones, para poder explicar la solucién del ejercicio.
El rectangulo graficado en el interior del trian-
gulo tiene los objetivos:

a) Poder determinar el drea de este rectangu-
lo, que es igual a dA =y-dx, lo cual, permi-
te definir, la masa elemental del triangulo
y esto es posible aprovechando la densidad
superficial del cuerpo, que es igual :

65:3—Z—>dm:65-dA
De la definicién de momento estatico es
igual a M, = x-dm — M, = x- 6, -dA. Se
considera en estos ejercicios que la densi-
dad superficial del cuerpo, es uniforme; es
decir, 6, = 1.

b) Se puede determinar el centro de gravedad
de este rectingulo infinitesimal, lo cual,
permite calcular el centro de gravedad del
cuerpo. Este punto esigual: (x;, y.)esigual

(s 1)

Se calcula el area del triangulo:

a a a

dA:ydx—>A:J‘y-dx:J‘ﬁx-alx:ij-alx:E
a a a

0 0 0
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Se calcula el centro de gravedad (&, 7):

a a h a
Jx-ésy-dx J‘x-ésf-dx sz —-dx
é_&_xdm xésdA_() _ 0 _ 0 _
=% = _ = _ = i = i =
jy dx Jy'dx 2 2
0 0
a
h 2
ij dx A Ei 3
£= 0 _E?]oza3_ ha>  2a
ha ha ha  3.ha®> 3
2 2 2 2
a 1 (. (hx\ L[, B
y 05y - dx EJ(SS %) dx Efxz — -dx
_ My _ydm _ y6,dA D 0 0 B
T=A4 74 Tz T - ha - ha -
ch dx Jy-dx 2 2
0 0

T 323h  3a3h 3

14. Encuentre los momentos de inercia de un triangulo escaleno? Los momentos de inercia de un
cuerpo conocidos también como los momentos de segundo. Los cuales se definen con la relacién:

n n Y
MX:ZTdei=Zy2dmi= )
i=1 i=1 s
n n
M, = Zyzdmi = Zy265 -dA 2
i=1 i=1
Se toma el limite cuando n tiende al infinito se 1
obtiene: ,
) h 2 3 4 5 6 7 b X
a a | |
M. = 2 < _ 2 - I I
x= | v -0s-dA=| vy -EF-dy _ a o
0 0 Figura 8.13

El problema que se tiene, es la distancia EF, que cambia de valor conforme se dibuje en otro lu-
gar del rectdngulo infinitesimal . El grafico nos indica que se tiene dos tridngulos semejantes;
por lo cual, se escribe proporciones:

h-y EF — a(h-v)

CEF =~ AABC —_— = — F =
A AAPL === 7 7

Se reemplaza:

a a
_ a(h—y) a
Mx=Jy2-EF-dy=J.y2-Tydy:Jyzady—sz-dy:
0 0

a a
31k 41 3
—adgy-2 (3 ap=alo| - 2Y| = a(l_l)_ﬂ
M"_J-y”dy hfy dy_”:s]o h4] =37 1) 12
0 0
el calculo de My es exactamente lo mismo, en este caso, el rectangulo infinitesimal es paralelo al
ejey.
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15. Encontrar el momento de inercia de un rectdngulo?
Se considera que el rectdngulo tiene su base igual a " a ’ y su altura igual a * h ’, ademas, que su
densidad superficial es uniforme. El momento de inercia con respecto al eje x se calcula con la

formula:
. by
h h h 1 - =
T A
Ix:fyzdm:fyzésdA:Jyzésa-dy: Le=— —
0 0 0 2
o 'l
37k 3 dy
L= 6Sajy2 dy = 6Say—] = 6Sah— |
3], 3 h
Para encontrar el centro de gravedad del
rectdngulo, se debe calcular el momento estati-
co del cuerpo: 5
h h h y .
Ye =Y
My=|y.-dm=|p-0,dA=|yp-05-a-dy=
0 0 0 y T >
0 1 2 3 X
A 27k W2 I
“oea|pdyp=s,alo| =% a I
Me=0 ajy dy_bsa2]o_ 2 -1 >
0 Figura 8.14
La coordenada (y,), se lo define:
M, bah* S&h h 3
PS4 T2am - 2 2 fdomde =l

Se considera que el rectdngulo tiene su base igual a " a’ y su altura igual a " h ’, ademas, que su
densidad superficial es uniforme. El momento de inercia con respecto al eje y se calcula con la
formula:

x3 ¢ a3
I, = 6Shfx2-dx: 55h?] =oh—

0

Para encontrar el centro de gravedad del
rectdngulo, se debe calcular el momento estéti-
co con respecto el eje x del cuerpo:

N

Ye

a a a

M :ch-dm:Jx-ésdA:J‘x-és-h‘dx:

0 0 0

3

|

|
. -1 a__ i
2" 5.h-a? o
szés-hfx'dxzés‘h?] = 52 Figura 8.15

0
La coordenada (x.), se lo define:

X = — = = :2 donde o6,=1

Finalmente : (x., v.) = (f }—))
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16. Encontrar el momento de inercia de un cono de masa’ M ’, su altura " h ’ y el radio de la base

17.

iguala "R .
El momento de inercia se lo calcula con la formula:

h
L=
0

Se requiere una relacién para el diferencial de la masa, como su densidad es uniforme, se debe
aprovechar de esta definicién, para el cono en su totalidad ; es decir:

r2.dm

N =

M M
O = — = ————
T A w-R*h y
3 T 1 B
Y de la densidad para un elemento diferen- ‘r
cial, en el grafico de color rojo: N
dm dm | DT— C/Y
O-S =" "=
A r?ed
-r2-dy dy
Estas dos expresiones se puede igualar con N h
respecto a O, se obtiene: y
dm dm M M 11
og=—=—7"———=—= —
A mer2-dy A w-R2-h E
Se despeja dm: -3 -2 -1 0 1 2 3 X
3Mr2dy Figura 8.16
dm=———-=
R?h
Se reemplaza estos valores en la definicién de momento de inercia:
h h )
1, 1( , 3Mr
IXZJET -dm:ijr . th =
0 0

El gréfico nos indica que el valor de ’ r ’ va cambiando conforme cambia el valor de ’ y ’; por lo
tanto, se debe encontrar una relacién entre estas dos variables. Para cumplir con este objetivo,
se ha definido dos tridngulos AABE y ACDE estos tridngulos son semejantes ya que todos sus
angulos son iguales, esto nos permite escribir proporciones:

r.yv., Ry
R h h
Se reemplaza:
h
I 1 2 3Mr?dy 1 3Mr4dy 3M R4 ytdy 3MJ R? 4dy
) hR2  ~2)  hRZ ChhR? -
0 0

h
| _3MR? ([ yidy  3MR2y°]" 3MR?
o K5 215 5, 10

Encontrar el momento de inercia de una esfera hueca de masa’M "y radio "R ".

En la practica uno de las variables que es facil de determinar es la masa del cuerpo en anélisis.
Gracias a lo cual, nos ayuda en determinar la densidad del cuerpo, esto se lo puede hacer como
un todo o en funcién de la masa diferencial:

M dm
T A dA

136
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18.

El 4rea de superficie de una esfera es 47-R?, La longitud de arco CD, que se la puede calcular con
la formula conocida, pero también se puede utilizar la relacién de segmento circular dL = R-d6.
Ademas, se puede escribir la funcién :

. r .
sinf = - —>r=R-sinf y
R
Con estos datos escritos, se puede escribir:

dA=2-mtr-dL=2-mtr-Rd0 =2-7t-R*-sin0do e 1
dL

Se reemplaza en la relacién de densidad:

M _dm M o dme dA-M
T A dA 4.7-R? " 4.7-R2

dA-M 2-mw-R®*-M M-sinf
dm: = =
4.70-R? 4.7-R? 2

Se escribe la relacion de momento de inercia:

T

T
I, = frz-dm:JRz-sinZQ-dm:
J J Figura 8.17

e Ve TC

M. . . 3
Ix=jR2~sin29~dm=JR2~sin26-ﬂ=R2-Mjsm %10
0

2 2
0 0

La integral sin® 0 es ya conocida por el estudiante, se la escribe directamente:

T
-3 2 3 s 2
6.  R:.M ) 1-1 2 2.R2.M
I,C:RZ-Mfsm2 40 = [—c056+coz ] - (-1-1)+ Y P
0

2 . 3 3 3

Encontrar el momento de inercia y el centro de gravedad del area limitada por las figuras y; =
kv vy = kox?

En la solucién del ejercicio se debe considerar que el cuerpo es uniforme. En las funciones dadas,
se debe representar ky, k, en funcién del par ordenado (a,b); por lo tanto:

b A
V1=k1‘/9_6—>b=k1\/5—>k1=% y Yo = Koz y
. I y1 = kivx
A
y = vk z. (@b)
Va ey |
Lo mismo se realiza para la segunda funcién: I
|
A [
b bl 2 1
y2:k2x2—>b:k1a2—>k2:u—2 I ‘dy:
|
b, ! L
Y2=—75X | I
.- - \\ o .
Se dibuja el rectangulo auxiliar, sus lados estan 0 I by I 2 X
definidos por ; altura = dy, su largo esta definida Xy, I
por su distancia que es igual: x, — x;. Como el a |
rectdngulo esta paralelo al eje 0x , sus resultados ] o
serdn con respecto al eje 0x. Figura 8.18

. 2
dA:dy-(xz—xl)adA:dy-(%—yb—;)

El centro de gravedad, en el grafico , esta definida por el par ordenado (x,y.). El rectingulo tiene
dimensiones bien pequefiisimas, diferenciales; por lo tanto: y. = v), la coordenada x, es el punto
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. , ) Xy +x ..
medio del largo del rectdngulo, el cual, es igual: x, = 2 5 L Con estos elementos definidos, se

puede ya calcular lo que se pide en el ejercicio.

a) Calculo de momento de inercia con respecto el eje Ox:

b

b b
Ix:J-yz-dsz‘yz-odA:J‘yz-dA
0 0
b

b

1
%
<
N
—_
AN
g
|
3
T —
[
=
1

0 0

Vo |, s 7 25|, 7 | 125
I = 23 fb3:ab3[3-1]:ia3
7° 5 7 51 35

El calculo de momento de inercia con respecto el eje Oy, es exactamente lo mismo, en este
caso, en el gréfico el rectangulo auxiliar es paralelo al eje Oy. El estudiante debe hacerlo
como trabajo auténomo.

b) El calculo del centro de gravedad, el par ordenad: (x., y.) esta basado en el momento estati-
co del cuerpo, ademas, se considera que el cuerpo es uniforme:

b b b
a\y y’a
Mx:J-ydm:jydA:gJ-y(—__)dy:
b2
0 0 0 \/E

19. Encontrar el centro de de la funcién f(x) = k-x3.Considere que la masa de la placa que representa
la funcién es uniforme.
Primero se debe encontrar el valor de k en
funcién de a y h, por lo tanto, se reemplaza
en la funcién:

y:kx3—>h:k-a3_>k:a—h3

h
La funcién queda de la forma f(x) = —x>.

Para el calculo del centro de gravedad es ne-
cesario conocer el diferencial del area del
rectangulo auxiliar( en rojo) , ver fig.8.19.

dA:x-dy:[ '1 ]dy
h3

Al integrar se obtiene:

Figura 8.19

Se tiene una relacién que representa el drea, que se requiere en el calculo de centro de gravedad,
que es el drea sombreada del ejercicio. Se calcula el centro de gravedad:

h h h

h h 1
Mx:Jy.dm:J.y-mda:fy-o-x-dy:GJ‘y-x-dy:GJ-y[a‘}lﬁ]dy:
h3
0 0

0 0 0

138 Integrales



Aplicaciones de Integrales Definidas CAPITULO 8.

h
:a_(jj[}’g]dy_ @ 3}) ] [ h ]—aa[ hz]
h
h h h h h , R
X o o a 3
My:fx dm:fxada:J-x-a-E'dyZEsz dy:2J‘[ ; ] Y=
0 0 0 0
a*o o0 31" a’-30.,5 3a’ho
_ 3] — 2h3:
2 5h3 0 2.5h3 10

Con los momentos estaticos y el area obtenidos, se calcula las coordenadas del centro de grave-
dad (x.,v.), se recuerda ademas, que la densidad superficial de la plancha es uniforme ,oc =1

3a%ho
B My 10 _4a  2a
T4 T 3ah 10 5
4
M, aaZ[;hz] 4h
yczj_ 3ah T7
4

8.4.2. Ejercicios Propuestos de Momentos y de Centro de Gravedad

1. Calcular el momento de inercia de un rectangulo de lados a,b con respecto al lado a. Considere
que la densidad de superficie p es constante.

2. Calcular el momento de inercia con respecto al eje de rotacién de un cilindro de radio r y altura
h. Considere que la densidad de volumen 6 es constante.

3. Calcular el momento de inercia de superficie de un triangulo de base a y altura h.con respecto a
la base Considere que la densidad de superficie p es constante.

4. Calcular el momento de inercia de un cono cilindrico de radio r y altura h.con respecto al eje de
rotaciéon. Considere que la densidad de volumen 0 es constante.

5. Calcular el momento de inercia de un circunferencia de radio r,con respecto a su didmetro.
Considere que la densidad de lineal o es constante.

6. Calcular el momento de inercia de un circulo de radio r,con respecto a su didmetro. Considere
que la densidad de superficie p es constante.

7. Calcular el momento de inercia de una esfera de radio r,con respecto a su didmetro. Considere
que la densidad de volumen p es constante.

2 .2
. . . . X
8. Calcular el momento de inercia con respecto el eje Ox de un cuerpo de una elipse Stz =La>
a

0;b > 0. Considere que la densidad de volumen p es constante.
. . . I x  _x
9. Calcular el momento de inercia con respecto el eje Ox de una cadena y = Ea(ea +e a ); a>
0; —a<x <a.Considere que la densidad lineal A es constante.

10. Calcular el momento de inercia de un rectdngulo de lados a,b con respecto su base. Considere
que la densidad de superficie p es constante.

11. Calcule el momento estatico de un rectangulo de base a y altura h, con respecto a su base. Con-
sidere su densidad de superficie p constante.

a) Su volumen de rotacién con respecto el eje y

b) Su volumen de rotacién con respecto el eje x
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c) Su centro de gravedad

d) Su momento de inercia

12. Calcule el momento estdtico de un triangulo rectangulo de lados a,b, con respecto sus lados.
Considere su densidad de superficie p constante.
X2
13. Calcule el momento estatico de un segmento parabélico y = h(l - —2); a>0; h>0.Considere
a
su densidad de superficie p constante.
14. Calcule el momento estatico con respecto el eje Ox y Oy de un segmento parabdlico y = v/2px;
con el eje Ox y la recta x = xy Considere su densidad de superficie p constante.
. . L. 27
15. Calcule el momento estédtico con respecto el eje Ox y Oy de un segmento parabdlico y = acos (7x);
Considere su densidad de superficie p constante.
16. Calcule el momento estético con respecto el eje Ox de un segmento parabélico y = /2px; 0 <
x<2.
17. Calcule el momento estético con respecto el eje Ox y Oy de una 4rea limitada x = t>—t; y = t3+¢2
con el eje Ox.
18. Calcule el momento estético con respecto el eje Ox y Oy de una 4rea limitada x = t>~t; p = t3+2
con el eje Ox.
19. Encuentre el centro de gravedad de una semicircunferencia y = V r2—x%, —r<x<r
a) Su volumen de rotacién con respecto el eje y?
b) Su volumen de rotacién con respecto el eje x?
¢) Su centro de gravedad?
d) Su momento de inercia?
20. Encuentre el centro de gravedad de una semiesfera que resulta al rotar un cuarto de circulo
v =Vr2—x%; —r<x<ralrededor del eje Ox.
21. Encuentre el centro de gravedad de un cono circular de base r y altura h.
1 X X
22. Encuentre el centro de gravedad de una cadena y = Ea(eﬁ +ea ); a>0; —a<x<a
23. Encuentre el centro de gravedad de un cicloide x = a(t —sin(t));y = a(1 —cos(t));a > 0,0 <t < 27
24. Héllese el momento estatico de la sinusoide y =sinx, 0 <x < con respecto:
a) Con respecto el eje y?
b) Con respecto el eje x?
¢) Su centro de gravedad?
d) Su momento de inercia?
25. Hallese el momento de inercia de un cuerpo homogéneo = + % +Z=1parax=0,y=0,z=0y
a,b,c>0
a) Con respecto el plano Oxy,?
b) Con respecto el plano Oxz,?
c¢) Con respecto el plano Oyz?
1. Por el método del trapecio y de Simpson calcular.
1
a) Laintegral f%’l +x?dx donden =5, calcule, ademis, el error cometido.
0
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10.

11.

12.

13.

. Calcular por la férmula de los trapecios

. Calcular por la férmula de los Simpson j
4

. Calcular por la férmula de los Simpson f

donde n =10, calcule, ademaés, el error cometido.

0,5
b) La integral
) Laintegra 6[ =

2
d
c¢) Laintegral f—x donde n = 10, calcule, adema3s, el error cometido.
x
1

1
d) Laintegral f\/l —x3dx donden =10, calcule, ademas, el error cometido.
0

1
e) La integral f‘\/l —x2dx donden =10, calcule, ademas, el error cometido.
0

5

. Al dividir el intervalo de integracién en 12 partes iguales calcular In5 = j—x, adema3s, calcule
X
1

el error cometido.

. Calcular el valor aproximado del valor de 7, aplique el método del trapecio de la integral :

ofs dx
0 V1-—x2

XCOSX
1+x

dx con precision de hasta 0,01, tomando n = 6.

O%N\:l

I

2
. Calcular por la férmula de los trapecios Je"zdx con precision de hasta 0,01, tomando n = 4.

0

8

dx con precision de hasta 0,01 , tomando n = 8.
x+1

8

dx con precision de hasta 0,01 , tomando n =
3 Vx2+1
8.

2

. Al dividir el intervalo de integracién en 10 partes iguales calcular In2 = j—x, adema3s, calcule
X
1

el error cometido.

s

2
. Calcular por la férmula de los trapecios Iexsdx con precision de hasta 0,01, tomando n = 4.

0

1
Calcular por la férmula de los trapecios f V1 + x2dx con precision de hasta 0,01, tomando n = 6.
0

1
Calcular por la férmula de los Simpson f\/l +x2dx con precision de hasta 0,01, tomando n = 6.
0

2
Calcular por la férmula de los Simpson f
1

1 5 dx con precision de hasta 0,01, tomando n = 8.
+x

2
Calcular por la férmula de los Simpson J—;Cdx con precision de hasta 0,001, tomandon = 10
| X
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9.1. Caracteristicas Basicas De Integrales Impropias

En todo el estudio realizado, hasta ahora, de integrales definidas, se han utilizado principalmente
dos propiedades fundamentales:

1. la funcién tenia que ser acotada en un intervalo [4,b] donde a,b € R; por lo tanto, debe ser
continua en ese intervalo, y

2. El intervalo de integracién tenia que ser cerrado y acotado.
En este capitulo, se ampliard los conceptos de la integral de Riemann:

1. La integral de una funcién acotada, definida en un intervalo no acotado: son integrales impro-
pias de primer tipo, un ejemplo de este tipo:

fr=y  xelloo)

2. La integral de una funcién no acotada, definida en un intervalo acotado: son integrales impro-
pias de segundo orden, un ejemplo de este tipo:

1
fR==  xe(01]
x
3. La integral de una funcién no acotada, definida en un intervalo no acotado: son integrales im-
propias de primer y segundo tipo, un ejemplo de este tipo:

1
f(x)—; x € (0,00)
Lo que significa que:
[ 1 [
J-ldx: Jldx + Jldx =
X X X
0 0 1
~—— ~——

primer tipo segundo tipo

9.2. Integrales Impropias de Primer Tipo

Integrales impropias de primer tipo, son todas aquellas que tienen la forma:

ff(x)dx ff(x)dx ff(x)dx

Siendo la funcién f(x) acotada en el intervalo correspondiente. En base a lo escrito, se puede concluir
que; si una funcién f(x) es acotada y definida en un intervalo [a,00) donde a € R. Si para todo valor
b > a, la funcién es integrable en el intervalo definido [4, 00) y ademas, es finito (convergente) el limite:

_rf(X)dx = l}ingoff(x)dx

En tal caso; se dice, que la integral impropia de f(x) en el intervalo [a, c0) existe y es convergente. De la
misma manera, se puede concluir que: si una funcién f(x) es acotada y definida en un intervalo [—co, b)
donde b € R. Si para todo valor b > a, la funcién es integrable en el intervalo definido [—co, b) y ademds,
es finito (convergente) el limite:

a—>—o0

ff(x)dxz lim f f(x)dx

En tal caso; se dice, que la integral impropia de f(x) en el intervalo [4, c0) existe y es convergente. De
la misma manera, se puede a concluir que: si una funcién f(x) es acotada y definida en un intervalo
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[—00,0). Si para todo valor b > 4, la funcién es integrable en el intervalo definido [4,b] y ademads, es
finito (convergente) el limite:

b

b
lim | f(x)dx % lim ff(x)dx

a——00 b—oo
a

En tal caso; se dice, que la integral impropia de f(x) en el intervalo [—co, o) existe y es convergente.
Por lo tanto:

a——o00

00 b b
Jf(x)dx = lim ff(x)dx+ blim Jf(x)dx

De las férmulas arriba escritas, se debe entender que:

1. Se debe obtener la integral indefinida y se lo hard en la misma forma como se lo ha hecho en el
curso de calculo integral.,

2. Enlas funciones primitivas, se reemplaza los valores de los limites de integracién, con los valores
deaob.

3. Se aplica las definiciones y propiedades de limites.

De lo comentado sobre integrales impropias de primer tipo, se puede entender, que son todas aquellas
integrales, en las cuales, en uno de sus extremos o en ambos, del intervalo de integracién estd definido
por mas/menos infinito (+oo).

9.3. Integrales Impropias de Segundo Tipo

Integrales de segundo orden, son todas aquellas, en las cuales en el interior del dominio de la
funcién f(x), existe una asimptota; por lo tanto, la funcién no es continua en todo su intervalo cerrado
[a,c] donde a,c € R.

Al aplicar propiedades de intervalos al dominio, se lo puede escribir:

[a,c]=[a,b)+ (b,c]

El punto b, seria el punto en el cual la funcién f(x) no es continua en el intervalo [a,c], pero, para que
el intervalo sea cerrado, se lo puede escribir en la forma:

[a,c]=[a,b-—¢€]+[b+¢,c]

Donde epsilon seria un valor positivo cualquiera que tiende a cero (¢ — 0). En funcién de lo escrito,
se tendrfa dos casos:

1. Sea una funcién f(x) definida (continua) en el intervalo [a,b) y supdngase que la funcién f(x) es
integrable en el intervalo [4,b — €] para todo valor positivo de epsilon mayor a cero. Si existe el

limite de:
b—¢

lim f(x)dx
e—0 J,
En tal caso; existe la integral impropia y es convergente.
2. Sea una funcién f(x) definida (continua) en el intervalo (b,c) y su péngase que la funcién f(x) es
integrable en el intervalo [b + ¢, ce] para todo valor positivo de epsilon mayor a cero. Si existe el
limite de:

lim ‘ f(x)dx

=0 Jpre

En tal caso, existe la integral impropia y es convergente.

En funcién a lo que se ha escrito:

c b—¢ c
[ rax=ttm [ peantim [ ooix-
a a b+e

De la férmula arriba escrita, se debe entender que:
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9.3.1.

1.

. Integra la funcién f(x) =

. Se debe obtener la integral indefinida y se lo hard en la misma forma como se lo ha hecho en el

curso de calculo integral.,

En las funciones primitivas, se reemplaza los valores de los limites de integracién, con los valores
de e.

. Se aplica las definiciones y propiedades de limites.

Ejercicios Resueltos de Integrales Impropias

Calcule la integral fd_x
o VX

La funcién es no continua en el punto x = 0; por &
lo que, se puede escribir, como limite inferior de
la integral e > 0: s

3

f%=[2\/§]i:2\/§—2\/§

5

Como ¢ es un valor positivo, pero muy pequefio,
es decir, € — 0, se debe escribir:

3 3
dx dx 3
— =1 — =1im|2 =2
J et | =Rl =25
0 &

N

0 1 2 3 4 5 6 i

Figura 9.1

en el intervalo 0 <x < 9.

x—1

Se realiza el grafico de la funcién dada, figu-
ra 9.2; para lo cual, se aplica los diferentes teo- 4
remas, definiciones que fueron analizados en
calculo diferencial.

El estudiante debe poner a prueba el conoci-
miento que debe tener de célculo diferencial pa- .
ra obtener el gréfico de la funcién dada.

El dibujo presenta el drea que se desea calcular. = © L
ademads la funcién no es continua en el punto x = -
1, que pertenece al intervalo [0, 9] para los valo-
res x < 1 la funcién es negativa y para los valores
x > 1 la funcién es positiva. El drea buscada es -
igual a la integral:

Figura 9.2

Jg. dx ——limT€L+lime
J {1 e ) [Weea) e ) R

Por facilidad, se calcula la integral indefinida de la funcién dada:

J dx_ _ (x_1)-%dx:%(x—1)%:§( x—1)

ﬂq’/x—l_
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Se escribe los limites de integracion:

1-¢ d 1-¢ d e
—limf X :—limf i :—1im[§(3x—1)2] =
e—0* | X — 1‘ e—>0* | X — 1| e—0[2 0

0 0

3 3 31 3
il
eli’%[z( "3 2172

Se calcula la segunda integral:

el

lim

3 9
eaO*J. |{/_| 6*)0*' J €—>0 2 ]1+£

Finalmente, se puede ya escribir:

o%@
=] =
| =
|
I
|
+
o
Il
NG

3. Calcule la integral J
\/_

La funcién es contmua en el intervalo [0,1] con excepcién del punto x = 0. Calculamos la inte-
gral:

1
J dx lim J =lim 2] lim 2+—2 ) +
— —_ = —_ = [e)e]
X\/_ e—0* X\/_ e—0 \/} e €0 \/z

Lo que significa, que el calculo de esa drea es imposible de calcular y ; por lo tanto, la integral es
divergente.

4. Calcule la Integral:

En la forma como estd escrita la integral, se concluye que es una integral impropia y por lo tanto,
se escribe:
v
, J‘ [ 2 1
lim -+ —
vV—00 X
1

Se calcula la integral indefinida:

2 1
J‘[ dX—J.—dX-FJ dX+J ———x—2—3?

Se pasa a la integral definida:

Cuando v tiende al infinito (v — oo) los tres primeros expresiones son igual a cero y finalmente
se obtiene:
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5. Calcule la integral y = en el intervalo de (—c0, 00)

x
x4 + 1 . . . . .
Como se puede observar, es una integral impropia; por lo tanto, se debe escribir:

0 0 v
5xdx , 5xdx ., 5xdx
= lim + lim =
xt41 w0 ) xt41l voeo ) x4l
—00 u 0

Del grafico que representa la integral buscada, se observa que:

5 5
al <0 cuando x<0 al

>0 cuando x>0
x4 +1 x4 +1

El gréfico de la funcién debe hacerlo el estudiante. El niimero 5 es una constante y puede salir
delante de la integral; por lo tanto, se escribira el 5 al final del ejercicio.
En funcién de la informacién del grafico se debe escribir:

) 0 v
xdx 3 xdx 3 xdx
7] = lim - 1 + lim 7l =
x*+1 wu—>-o0 x*+1 vooo ) x*+1
—00 u 0

Se calcula la integral indefinida, para lo cual, en la integral se realiza un cambio de variable

x*=t, 2xdx=dt:
xdx 1 dt 1 1 )
== | —— = —arctant = — arctan(x”)
xt+1 2) 2+1 2 2

Se escribe las integrales definidas:

p 0
xdx . xdx ) 1 U 1
J‘x4+1 Zulirflm _J.x4+1 Iug@m— Earctan(x )]u :_[T]:Z
%o J
[o¢) d v d )
xax . xdx | . 1 W [n]
Jx4+1 :1,113010 Jx4+1 _JL%[EarCtan(x )]0 = [Z] =1
0 0

5
Finalmente, se debe escribir que el drea buscada es iguala: A =5 [% + %] = 7” Se presente el
grafico de la integral:

-2

Figura 9.3

6. Un conductor lineal suficientemente largo, esta cargado eléctricamente uniforme; en tal forma
que, la carga por unidad de longitud es igual a y . Calcular el valor de intensidad del campo
eléctrico K a una distancia ‘a’ del conductor.

De fisica, se conoce que el campo electrostatico de un cuerpo es una importante propiedad, que
se lo conoce con el nombre de Teorema de Gauss.
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El componente paralelo al vector K del campo en el punto P producido por la carga Ag =y Al
que se acumula en un segmento Al, se lo puede calcular en funcién de la relacién.

chosqo:)/Alcoqu Donde o8

INES
r? r2 cos @

Por lo que :
Alcos®
ok = VELST0
a
La intensidad del campo electrostético K en el punto P seria igual:

K- f y cos? pdl

a2

—00

Se realiza un cambio de variable I = asin ¢ por lo cual, dI = acos pd¢. Se reemplaza:

Y cos (pd(p )4 a & K
K=| —— do =
[(rtete [t ' .
-3 -3
2 r
_ly
J (3+4cos2p+cosp)de =
" 8a
T yAl
L4 3 l
e (3(p+2sm2(p+lsmélqo)2 Ty
. 8a
Figura 9.4
7. Calcular el 4rea de la figura conocida con el nombre de hoja Cartesiana definida por las relacio-
nes:
_ 3at _ 3at?
S 1+#3 YT1epe

Donde a > 0 y el pardmetro t toma valores del intervalo 0 < f < +c0.

Se aplica la integral en su forma parameétrica, para el cdlculo del area requerida:

b ) ) )
3at? 3a(1-2t?) 9a%t%(1 - 2t3) t2(1-2t3)
x)d dt= | ————2dt=9a> | ———Ldt
ff( J1+t3 (1+13)2 f (1+13)3 “J (1+8)
a 0 0 0

. dx . .
Se debe tener en cuenta que la derivada 77 S negativa; por lo tanto, se debe anteponer el signo

negativo en la integral, ademds por facilidad de integracién se realiza un cambio de variable
t3 = k y su derivada es igual a 3t2dt = dk:

2(1-213) 2 t2( 2t3—1 2 1—2t3d B
_ tl =
1+t3 T(1+13)3 (1+1¢3)3
0 0

[e'e] v v
2 _ (2k=1) |, 2. (2k-1)
3a f dk Vh_)rgo 3a J(1+k)3dk =3a 7}11_)1{)10 (1+k)3dk
0 0

0

Se encuentra la integral:

(2k-1) 2 3 1 1" 3

dk = lim |- 2 =242
J1+k VLTO[ (1+k)+2(1+k)2]0 2"
0

Integrales Impropias 149




CAPITULO 9.

Integrales Impropias

9.3.2. Ejercicios Propuestos de Integrales Impropias

1. Calcular las integrales:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

=
2

[
[

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17

—00
J xcosxdx
0
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Capitulo 10

Integrales Aproximadas

1. Caracteristicas Basicas de Integrales Aproximadas
2. Intencién de las Integrales Aproximadas

3. Método Trapecio

4. Método Simpson

4.1 Ejercicios Resueltos de Integrales Aproximadas

4.2 Ejercicios Propuestos de Integrales Aproximadas
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CAPITULO 10. Integrales Aproximadas

10.1. Caracteristicas Basicas De Integrales Aproximadas

Integracién aproximada o integracién numérica, es un capitulo de la matematica de gran utilidad
en las distintas ramas de la Ingenierfa. Se utiliza, cuando es dificultoso, trabajoso o incluso imposible,
obtener el valor exacto, por métodos tradicionales, de una integral definida, y entonces nos conforma-
mos con un valor aproximado. Pero ademds, el Ingeniero necesita saber, cudn confiable es el resultado
obtenido. En otras palabras, desea conocer el error cometido.

Por ejemplo, encontrar la primitiva de la funcién f(x) = e, la cual, no se puede expresar como
una combinacién de un ntmero finito de pasos de las llamadas funciones elementales.

Por otra parte, en el trabajo diario de un Ingeniero, se suele trabajar con funciones cuya ley no se
conoce. Son funciones “empiricas”; es decir que, surgen de mediciones de un experimento realizado.
Por dar sé6lo un ejemplo, imaginemos que la Empresa Provincial de la Energia mide, en cada instante
del dia, la potencia total demandada por sus clientes de la Mitad del Mundo, expresada en kilovatios.
La integral de la potencia con respecto al tiempo, a lo largo de 24 horas, nos dara la energfa total
consumida durante la jornada (en kilovatios/hora).

Ante la imposibilidad de determinar el valor exacto, en un momento dado, por medio de una integral,
pero se desea hallar un valor lo mas aproximado posible. En las paginas que siguen, se presenta algu-
nas técnicas, para calcular tal valor aproximado y para obtener una estimacién del error cometido.
En una forma répida, se podria decir, que la Teoria de integracién numérica o integracién aproximada
comprende de 3 etapas, a saber:

1. Disefiar distintos métodos que permitan obtener el valor aproximado de una integral. Estos
métodos son conocidos y tienen actualmente un sencillo algoritmo informatico.

2. Para cada método, encontrar una férmula que exprese el error cometido, al estilo del Teorema
de Lagrange, se encuentra una apropiada derivada, en un punto intermedio desconocido.

3. Aplicar la férmula del paso anterior para determinar la deseada acotacién del error.

10.2. Intencidn de las Integrales Aproximadas

La intencién de las integrales aproximadas, se lo puede indicar en los siguientes pasos:

1. Dado que, a la integral definida, se la define como un limite de sumas de Riemann, la idea
inicial es aproximar el valor de la integral mediante una transformacién conveniente de la suma
de Riemann. El valor f(&;) es un buen indicador de los distintos valores que asume f(&;) en el
intervalo [x;_1, x;].

2. Al intervalo analizado, [a,b] donde a,b € R, se lo divide, por obvias razones de comodidad, para
los calculos, se lo divide en particiones, donde cada uno de ellos tiene ( 0 no ) la misma longitud;
es decir que:

Ay, = Vi=1,2..n; ieN

Con lo cual, se puede encontrar:

LRI if(éxi>(b;“)=(b;")iﬂ«sx,»
i=1 i=1

i=1

Esta condicidén es bastante real y de alta aplicacién, para las funciones empiricas, que analiza un
Ingeniero, pues las mediciones, en forma general, se realizan a intervalos regulares. Por lo tanto,
estd condicién, se puede aplicar en todos los analisis matematicos.

3. Segun, la terminologia utilizada y; = f(¢&;), las alternativas mas comunes para &;

a) Métodos del lado izquierdo, cuando &; = x;_4,
b) Métodos del lado derecho, cuando &; = x;,
¢) Métodos del valor medio, cuando &; = M%,

Con lo cual, se estd en condiciones de obtener sumas de Riemann; es decir:
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b a\i=n
a) I, = (n )fozl ( )yo+y1+z/z+~-+yn_1),

b) D, (b a)Zanxz (b )(yo+y1+yz+ -+ Yu)
0 m= (25 E p ()

La pregunta que, debe hacer el estudiante es: Cual de los tres métodos utilizar? No hay una
respuesta clara de cual utilizar, se puede aplicar la intuicién. En cualquiera de los tres métodos,
el error tiende a cero cuando 'n’, cuando el namero de particiones del intervalo, tiende al infinito.
La tnica diferencia, entre los tres métodos, es la velocidad, con la cual, el error tiende a cero. En
el método del valor medio, su velocidad es la mayor.

Si se conoce que la funcién f(x) es continua en el intervalo [a,b], se puede calcular:

b
[ sean= o) - Fia

Donde F(x) es la funcién primitiva de la funcién f(x) en el intervalo [a,b].
En muchas casos, encontrar la funcién primitiva F(x) de la funcién f(x) no demanda mucho trabajo
en su calculo, pero en algunos casos, puede dificultarse por:

1. La funcién primitiva F(x), no se la puede representar por funciones bésicas o elementales,

2. El célculo de la funcién primitiva F(x) es un proceso largo y complicado o el cdlculo del valor de
la funcién en sus extremos demanda calculos aproximados o complejos.

En estos casos, el cdlculo de la funcién primitiva F(x), se lo realiza aplicando métodos aproximados de
integracién y entre ellos hay dos métodos:

1. Método del Trapecio,

2. Método de Simpson.

10.3. Método del Trapecio

Dada una funcién f(x), continua en el intervalo [a,b]. Al intervalo [a,b], se lo divide en " n ’ partes
iguales. Los puntos A;(x;,v;), donde y; = f(x;) divide al gréfico de la funcién y = f(x) en 'n’ arcos, ver
gréfico. Por lo tanto, se forman trapecios, de ahi, proviene el nombre del método.

El trapecio definido por los puntos x;_;, x;, A; ¥ A;_1, donde el segmento formado por los puntos
X1, x; es la altura del trapecio, los segmentos x;_; , A;_; es la base menor y x; ,A; es la base mayor
del trapecio.

El area de un trapecio estéd definido por la relacién:

altura (base menor + base mayor)
2

En este analisis, se tendria la simbologia:

. ) A,
b-a A,
altura= —— =x;_1 — x; 5
n

base menor = f(x;_1) =v;_1
base mayor = f(x;) = v;

Por lo tanto: A

P:(b—a_)[(%’l +?i)} (i=1,2,3..n) 1
n 2

o — — =

Figura 10.1
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La suma de todos los trapecios en el intervalo [a,b]:

50 = ;P =(b;a)[i(yi_lz+% )]

Se toma limites a ambos lados de la igualdad:
n b a n y +3}
f e 1 14 - i-1tYi
HLon= 0,2 H—m(—n )[Z (=5 )}

n n
. . b-a\l
o= him oy = Jim ) Pi=( 2n ) ym ) <%1+%>l

Se puede escribir:

b b
S~ L f(x)dx ~ lim [( 2na ) ;(})H + }’i)}

Una forma mas cémoda para realizar los calculos:

b
b_
ff(x)dx ~ [(Z—If)(yo +Yu+2(Y1 Y2+ Y3+ +yn_1))]

Que representa el drea debajo de la funcién f(x).
En los cédlculos, se puede solicitar:

1. El error, que se comete en el calculo de la integral. El cual, se lo puede obtener:
b
R, = [ fdx-o,
a

2. Se desea conocer 'n’ para que los cdlculos tengan un error pre-determinado.

Existe diferentes férmulas para el cdlculo del error, la mas comun, define que, si la funcién f(x) es
continua en el intervalo [a,b], es decir, es una funcién C? y posee las derivadas hasta segundo orden,
R,, se puede calcular:

(b-a)’

—a
|Rn| < WMZ donde : M2 = angifgxb

£ ()|

De esta desigualdad resulta que, 'R, tiende a cero cuando 'n’ tiende al infinito.
Si se desea calcular la integral con un grado de exactitud ¢ > 0; entonces, el intervalo [a,b] se divide en
un ntimero de 'n’ partes, para que cumpla la desigualdad:

(b—a)®
—Ms<e¢
12n2 2
En ese caso, n:
b— 3
" (b-a) M,
12¢

10.4. Método del Simpson

Una de las aplicaciones de integrales, es el calculo del 4rea que se forma debajo de la funcién f(x) y
el eje Ox. Esta drea, se lo puede calcular por diferentes métodos, dependiendo del tipo de funcién f(x)
que se tenga. Estos métodos son ya conocidos, por el estudiante. En el momento en que, la funcién f(x),
no se puede descomponer en funciones bésicas o elementales, se debe aplicar el método del trapecio.
La base de este método es formar trapecios uniendo los puntos y; con y;,; con una recta. Si se desea
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encontrar el drea con mucha mads exactitud, es mejor utilizar el método de Simpson.
y Al(fC 15 yl)

La diferencia con el método del trapecio, es que,
se utiliza una parébola, en vez de una recta; pe-
ro como, el teorema bdésico de la pardbola indi- |
ca que, se debe haber tres puntos, para dibujar
una pardbola. Es la razén, por lo cual, al interva-

2(332, y2)

I

|

I

| |

| |

| |

| |
de tal forma que n = 2m. & & &

lo [a,b], se lo divide en un numero par de puntos, lle(xo, )
En nuestro caso, los tres puntos serian o o 2 x4 @, O x
Ay, Ay, Asp.

Figura 10.2

La parébola en su forma general, se la define ¢(x) = ax? + bx + ¢ y debe pasar por los tres puntos
Ao(x0,v0), A1(x1,91),Az(x2,v7) vy pertenecen al grafico de y(x). Al punto A, se lo expresa, como el
punto medio entre A; y A,; es decir:

Xo+ X +
x1=( 02 2), ZJ1:(1102}’2)

El intervalo [a,b] ha sido dividido:
a=xg, X, X2, Xom-2, Xom-1, Xom =Db
La distancia entre punto y punto, se la define, en forma general:

b—a

Xom+1 —Xom = (W)

Que es la misma distancia, para dos puntos seguidos del intervalo [a,b]. Los valores de la funcién f(x),
en los puntos del intervalo, son:

Yo, V1, V2, o Vom-20 Y2m-1» Y2m

vo=f(x0) »i=f(x1), y2=f(x2), v Vom—1=f(X2m-1)r Vom = f(x2)

Con todos estos elementos definidos, para este analisis, se toma en consideracién, el primer elemento,
limitado por xg, x1, x5, donde:

Xg+ X
x1:( 0+ X2

> ), - X0+X2:2X1

En el intervalo [x1,x,] el arco de | funcién f(x), se la reemplaza por la funcion ¢(x) que es el arco de la
parébola; por lo tanto:
P(x)=px>+qx+r

La parabola pasa por los puntos: Ag(xg, Vo), A1(x1,91), A2(x2,9;); por lo cual, se puede escribir:
Yo = @(x0) = pxg +qxo +7

V1 =@(x1) =pxl +qx; +1

V2= @(x2) =px;y+qxp+71

El 4rea s; limitada por el eje Ox, las ordenadas vy, v, y el arco de la pardbola ¢(x), se lo puede encontrar
por la integral:

X2

51 = J(pxz +gx+r)dx = (g)(xg —x8)+(%)(x§ —x§)+r(x2 —-Xg) =

X0

= (g)(xz —Xo)(X% +X2Xo +X§) + (%)(xz —Xg)(x2 +Xg) +7(x —x0) =
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Se aplica propiedades de: factor comtn y minimo comtn mdltiplo:

S = (2_x0)[2p x2+x2x0+x0)+3q(x2+xo)+6r]

Se aplica asociativa:

Xy —X
51=( 2—Xg

2 =75
-(%5

)[(px% +gxy+71)+ px% +2pxyxg + prg +2gx, + 3qx0 + Sr] =

)[y2 +p(x3 + 2x9x0 + X5) + X5 + 2qx2 + 3gx + Sr] =

)[y2 +p(xp + xo)2 + px(z) +2g(xp + xg) + g% + Sr] =

Se aplica asociativa:

§1= (xz_xo)[y2+ pxa +x0)* +24(x3 + x0) + 4r) + (px§+qx0+r)]=

Se recuerda que: 2x; = X, + X

= (xz—xo)[szr 2x1) +2q(2x1) +4r)+ (px(z)+qx0+r)]:

51 = (M)[}/2+4P(X1) +q(x1)+7)+ (px(z)+qx0+r)]:

51 = (ngxo)[lf2+4(x1)+(yo)] =

Se conmuta la altima expresién:

1= (2220 o+ 49 + (2]

Se debe considerar que:

Finalmente se obtiene:

_ b—
s1 = (xz 6xo )[yo +4(y1)+(¥2)] = (3—”11)[3?0 +4(1) + (v2)]

Se realiza un andlisis idéntico para s;, se obtiene:

2= (220 o+ 43) + ()] = | S5 |92+ 4093 + 9]

6

(V6 +4(v7) + (v8)]

b—
Sm = (_na) [y2m—2 + 4(y2m—1 ) + (yZm)]

La suma de s; cuando i = 0,1,2,3...m, nos daria en aproximacién el drea debajo de funcién f(x) y el eje
Ox. Para que, la aproximacién sea mas exacta; con lo cual, mas cercana a la realidad, se toma el limite
cuando n (o m) tiende al infinito. Realizadas estas dos operaciones, se puede escribir:

b—a
_ff(x)dxz (W)[yo Vo + 202+ Vst +Yo2) + A1 Y3+ Vo)

a

156 Integrales Aproximadas



Integrales Aproximadas CAPITULO 10.

A esta ultima relacién, se la conoce con el nombre de férmula de Simpson. El método de Simpson, por
lo general da mejores resultados de aproximacién que el método del trapecio.

Existe diferentes formulas para el calculo del error, la mas comun, define que, si la funcién f(x) es
continua en el intervalo [a,b], es decir, es una funcién C* y posee las derivadas hasta cuarto orden, R,
se puede calcular:

(b—a) (1v)
IR,| < My donde: My = max (f (x)|

180(2n)* asx<b

De esta desigualdad resulta que, 'R, tiende a cero cuando 'n’ tiende al infinito.

Si se desea calcular la integral con un grado de exactitud € > 0; entonces, el intervalo [a,b] se divide en
un ndmero de ‘n’ partes, para que cumpla la desigualdad:

(b—a)
— M, <
180(2m)F 45 °¢
En ese caso, n:
(b—a)® (b—a)
> M 2n> (b - M
n2\Tgoe Me 0 2nz(b-a)TeooMe

10.4.1. Ejercicios Resueltos de Integrales Aproximadas

1
. . dx . .
1. Calcule con el método del trapecio la integral fm, considere que n = 4. Primero, se calcula
x
0

los puntos con los cuales, se divide al intervalo [0,1], ademds:a=0,b=1,n=4:

b—-a 1 b-a
- =3 i =a+|—— i =0,1,2,3,4,
m g it ( 2n ) Z
Se obtiene:
x=0, xy=1, xp === X > x4 =1 f(x;) L
0o—Y 1 =4 2 — - 5’ 3_4r 4=1, 7 1 1+X1

Se obtiene los valores de y;

16 4 16 1
=1L n=-— V2=%, V=55 W=7,
17 5 25 2

De acuerdo a la férmula del método del trapecio:

1
ix (1 1 /16 4 16
<S4 2(— 2 —)]z0,782
j1+x2 (8)[ R SRR
0

2
. . . dx .
2. Calcular con el método del trapecio el valor aproximado de la integral f— con una exactitud
x
1

del 0,002.
Primero, se realiza el célculo de n:
b-— 3
n= ( (1) M2
12¢
Que es el namero de partes en que se divide al intervalo [1,2], para esté calculo, se necesita el
valor de M,
1 2
M, = 7 = —) = — =2
2 arggb |f ) 120 (x 55 33
Ya con este valor, se calcula n:
n> ! 2=V83=9
12(0,002)" S

Integrales Aproximadas 157



CAPITULO 10. Integrales Aproximadas

1
Se considera que n = 10. El valor de la funcién y; = — parai=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, se presenta
Xi

en la tabla:
X; 0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 10
|
y,-:x— 1| 0.909 | 0.833 | 0.769 | 0.714 | 0.666 | 0.625 | 0.577 | 0.555 | 0.526 | 0.50
i

Se aplica la férmula del método del trapecio:

b
b-
ff(x)dx ~ [(2—”“)(120 +Vu+ 211+ 2+ Y3+ +yn_1))]

En el ejercicio, la suma expresada por 2(y; + v +v3 +... + ¥,,_1) = 6,18; por lo tanto:

2

dx 2-1
J7 ~ [m (1+0,5+ 2(6,18))] =0,6937
1

Los dos primeros decimales de la aproximacién son seguros.

1

. Calcule por el método del trapecio la integral Iexzdx; considere que, n = 5, ademds obtenga

0

. . ., 2 .
el error. Primero se obtiene los valores de la funcién y; = e*i, para i = 0,1,2,3,4,5. los cuales se
encuentran en la tabla:

X; 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2

y;=e% | 11,0408 | 1,1734 | 1,4333 | 1.8965 | 2.7182

Se aplica la férmula del método del trapecio:

b_
Jf(x)dx ~ [2—,1“(1}0 + Y+ 201 + Y2+ Y3+ +yn1))]

1-0
Jexz ~ [(—2(5) )(3,7182 +2(5, 5441))} = 1,48064
Para el calculo del error, se debe obtener las derivadas y calcular para los valores deseados :
y = 2xe", y” = 2¢ (252 +1), Y = hxeR(25743)

La tercera derivada en el intervalo [0,1] es positiva; por lo tanto, la segunda derivada toma
valores positivos y es creciente ademads, en este intervalo:

_ » _ 2\’ _ x2 2 _
Mo = e 17 = g, [(e7) | = e 2 2oy =6
Segun la férmula del error se tiene:
(b-a) (1-0)°
R.I< < 6e| <0,0555
Rul <150 M2| < | 552 8¢
4. Dada la funcién f(x) en su forma tabular:
x|0[02]04]06]08]| 1
vy|5(49(43]361|28]|15
1
Calcular con el método del trapecio la integral Jf(x)dx.
0
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De los datos del ejercicio, se obtiene que:a=0,b=1,n =35,

método del trapecio:

%
=
=

QU
2

1-0
(5

b—
2n

a

1
10

Se aplica la férmula del

b—a
[(7)@0 FOut 2V +Y2+ Y3+ +yn_1))]

5. Calcule la integral Ixtan xdx aplicando el método de Simpsony 2n = 4

0

Los puntos de los intervalos, se los calcula de acuerdo a la férmula

X():O,

x; = 0,25,

Xy = 0,5,

x3=0,75,

—a

X4:1

)(5+l,5+2(4,9+4,3+3,6+2,8))] =3,77

Es mucho mas comodo presentar los valores calculados y leidos de una tabla trigonométrica, en
forma de la siguiente tabla:

x en radianes | 0 0.25 0.5 0.75 1
x en grados | 0° | 14°19’ | 28°39’ | 42°58’ | 57°18’
tanx 0 | 0.2552 | 0.5464 | 0.9314 | 1.5578
xtanx 0 | 0.0638 | 0.2732 | 0.6985 | 1.5578

Y Yo Y1 Y2 Y3 Y4

Se aplica la férmula de Simpson, la cual es:

b
b—a
ff(x)dxz(m)[}’o +Vom + 22+ Va4t Vom2) T AW Y3+ + Vopr)]

Lo que significa en este caso:

2

1

1
thanxdx ~ ( |
0

12

1
1
thanxdx ~ ( )[1,5578 +4(0,7623) + (0,5464)]
0
1

1
J-xtan xdx ~ (E)[1,5578 +(3,0496) + (0,5464)]

0

1
12

1
fxtanxdx ~ ( )[4,6074 +(0,5464)]
0

1
1
tanxd z(—)5,1538
J-x anxdx~| 15 [ ]
0

1

thanxdx ~0,4295

0

)[0 +1,5578 + 4(0,0638 + 0,6985) + 2(0,2732)]

Finalmente, se define que el area debajo de la curva continua xtanx en el intervalo definido por
0 <x<esiguala0.4295 u?
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10.4.2. Ejercicios Propuestos de Integrales Aproximadas

1.

10.

11.

12.

13.

8
. Calcular por la férmula de los Simpson J
4

8
. Calcular por la férmula de los Simpson j
4

Por el método del trapecio y de Simpson calcular.

1
a) La integral f V1+x2dx donden=>5 , calcule, ademads, el error cometido.
0

donde n =10, calcule, ademas, el error cometido.

0,5
b) La integral
) Laintegra J 143

2
dx
c¢) Laintegral I7 donde n =10, calcule, ademas, el error cometido.
1

1
d) Laintegral f V1 -x3dx donden =10, calcule, ademas, el error cometido.
0

1
e) Laintegral f V1-x2dx donden =10, calcule, ademas, el error cometido.
0

5

dx
. Al dividir el intervalo de integracién en 12 partes iguales calcular In5 = 17, ademas, calcule

1
el error cometido.

Calcular el valor aproximado del valor de 7, aplique el método del trapecio de la integral :
0,5
o dx

e

XCOSX ..
" dx con precision de hasta 0,01, tomando n = 6.
x

3
Calcular por la férmula de los trapecios f 1
0

7
. Calcular por la férmula de los trapecios Iexzdx con precision de hasta 0,01, tomando n = 4.

0

: dx con precision de hasta 0,01 , tomando n = 8.
X+

dx con precision de hasta 0,01 , tomando n =
x2+1
8.

2

dx
. Al dividir el intervalo de integracién en 10 partes iguales calcular In2 = 17, ademas, calcule

1
el error cometido.

s

2
. Calcular por la férmula de los trapecios Iexsdx con precision de hasta 0,01, tomando n = 4.

0

1
Calcular por la férmula de los trapecios I\ll + x2dx con precision de hasta 0,01, tomando n = 6.
0

1
Calcular por la férmula de los Simpson J V1 + x2dx con precision de hasta 0,01, tomando n = 6.
0

2
Calcular por la férmula de los Simpson I
1

T2 dx con precision de hasta 0,01, tomando n = 8.
x

2
d
Calcular por la férmula de los Simpson J —;Cdx con precision de hasta 0,001, tomandon = 10
x
1
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11.1. Espacio Euclidiano

En el estudio de célculo diferencial, se analizo y defini6 a la funcién de una variable. Deseando
definir a una funcién de ’ p ’ variables, es coémodo introducir las ideas de espacio Euclidiano de p-
dimensiones.

El espacio Euclidiano de p-dimensiones ( p es un numero natural), se denomina al conjunto de
todas las sucesiones de p-elementos (ay,4a,4a3,--+,a,), donde los elementos a;, son nimeros reales. Los
elementos a; de estds sucesiones, para diferenciarlos de los elementos del espacio Euclidiano, se los
denomina coordenadas, y de las sucesiones, se los denomina elementos, vectores o puntos del espacio
Euclidiano de p-dimensiones.

Los elementos del espacio Euclidiano, se los simboliza con los simbolos a = (ay,a5,a3,:+,a,) y
a todo el espacio euclidiano de p-dimensiones, con el simbolo RP. Al espacio euclidiano de dos-
dimensiones, se lo interpreta, como un plano y los elementos de este espacio a = (a1,4,), como puntos
del plano, a los cuales, a;, se lo denomina abscisa, y a a, la ordenada del punto a = (4, a;).. Un espacio
euclidiano de tres dimensiones consta de ay,a5,,43), que son coordenada del punto a = (a1, a,,a3).

Dos elementos a = (ay,a;,a3,++,4,) y b = (b1, by, b3, -+, b,), se los considera iguales, lo que se simbo-
liza a = b, si todas sus coordenadas correspondientes son iguales; es decir, a; =b; parai=1,2,3,---,p.

El simbolo de a # b, significa que la condicién de igualdad no se cumple, para por lo menos un
elemento de ’i’; es decir a; # b;. En el espacio euclidiano RP, se define la distancia d(a,b) entre dos
puntos a = (al,az,a3,m,ap),b =(by,by, b3, ,bp), en la forma:

Se observa que, en el caso de p = 2, se obtiene la distancia entre puntos en un plano, y en el caso de
p = 3, es la distancia entre puntos en el espacio de tres dimensiones. Como se observa, ademads, la
distancia entre dos puntos, en el espacio euclidiano, es siempre, un ntimero real positivo. La distancia
escrita cumple con las siguientes propiedades:

1. Sid(a,b)=0>a=>b
2. Sid(a,b)=d(b,a)
3. d(a,b)+d(b,c)>d(a,c)

La primera propiedad indica que, si la distancia entre dos puntos, en el espacio euclidiano, es igual a
cero, entonces y solamente entonces un punto coincide con el otro punto; es decir, cuando sus coor-
denadas correspondientes son las mismas. La segunda propiedad indica que, la distancia es una ope-
racién simétrica. La tercera propiedad, conocida con el nombre de, ley del triangulo, estd propiedad
seflala que la suma de dos catetos de un triangulo es siempre mayor que el tercer cateto.
Por lo que, la distancia define al espacio euclidiano, y ademds, cumple con la férmula de distancia y
con las propiedades escritas, al conjunto R?, se lo denomina espacio métrico.

En el espacio euclidiano, también se utiliza el concepto de norma. Por norma || 4 || de un elemento
a, se entiende al nimero:

Norma de un elemento a, es la distancia de este elemento (a) del elemento cero 0 =(0,0,0,---). Norma
de un elemento del conjunto R? tiene parecidas propiedades que el modulo de un nimero imaginario.
El espacio euclidiano R”, es también un espacio lineal donde se cumple las propiedades:

((11,&2,613’",ap)+(b1,b2,b3“‘,bp) = ([11 +b1,(12+b2,(13+b3,"',ﬁp+bp)

May,ap, a3, -, ap) = (Aay, Aag, Aas, -~ Aay)

11.2. Conjuntos en el Espacio Euclidiano

Se presenta varios conceptos necesarios, para el desarrollo de este tema. Un conjunto, se llama
conjunto abierto, si para todo punto a de este conjunto, es punto interno del conjunto, por ejemplo la
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esfera (abierta) es un conjunto abierto. Al conjunto vacié ( sin ningtin elemento), se lo considera por
definicién un conjunto abierto.

Una esfera (abierta) de centro a y radio r (r > 0), se llama al conjunto de todos los elementos x del
espacio RP para los cuales d(x,a) < r. Esta definicién de esfera se simboliza:

K(a,r)={xeRP:d(x,a)<r}

Cercania O(a,r) de un punto a en el espacio R”, se denomina a cada esfera de centro a y de cualquier
valor de r, se simboliza:
O(a,r)={xeRP:d(x,a)<r}

Vecindad S(a,r) de un punto a, se llama al conjunto de elementos cercano a O(a,r) sin el centro a, se
simboliza:
S(a,r)={xeRF:0<d(x,a)< 1}

Se dice que, el punto a del conjunto A C RP, es punto interno del conjunto A, si existe una cercania de
el punto a, y que se encuentre en el conjunto A.

El conjunto complemento A’ de el conjunto A, se llama al conjunto de todos los puntos de el espacio
RP, los cuales no pertenecen al conjunto A, se simboliza:

A ={beRP:beA)

Por el complemento del conjunto vacié es todo el espacio R”. El complemento de un conjunto abierto
es un conjunto cerrado y el complemento de un conjunto cerrado es un conjunto abierto.

El punto a (que pertenece o no pertenece al conjunto A), se llama punto de concentraciéon del
conjunto A, si para cada cercania del punto a, contiene por lo menos un elemento del conjunto A
diferente de a

Un conjunto, se llama conjunto cerrado, si contiene todos sus puntos de concentracién. En gene-
ral, se considera que, todo el espacio de un conjunto, es un conjunto cerrado. El conjunto vacio, por
definicién es un conjunto cerrado.

Se recuerda, que la operacién unién de conjuntos AU B de dos conjuntos, se llama al conjunto (
nuevo conjunto) que se forma de todos los elementos que pertenecen al conjunto A, o al conjunto B.
La interseccién de conjuntos A N B de los conjuntos A, B, se llama al conjunto, que se forma de todos
esos elementos del espacio RP que pertenecen al mismo tiempo, al conjunto A y al otro conjunto B.

El conjunto cerrado A del conjunto de A, se llama al conjunto formado por la unién del conjunto
Ay el conjunto de todos los puntos concentrados de el conjunto A; es decir, el conjunto A, se forma de
elementos de el conjunto A y sus puntos de concentracién.

El borde de un conjunto A, se llama a todos los puntos del espacio RP,( pertenezcan a A o no al
conjunto A, conocidos como bordes) en los cuales, cada cercania, se encuentren los puntos de A y los
puntos de su complemento A’.

La unién de conjuntos y su borde son siempre un conjunto cerrado. Dos conjuntos, son conjuntos
excluyentes , si no tienen ninguno elemento en comun. Un campo, se llama al conjunto abierto, el
cual, no se lo puede presentar, como unién de dos conjuntos abiertos, no-vacios y excluyentes.

Un campo cerrado, se llama a la unién de un campo y su borde. La unién de dos campos, no es en
general, un campo, pero siempre es un conjunto abierto. Sin embargo, la unién de dos campos tenien-
do por lo menos un punto en comun, es siempre un campo. Un campo cerrado no tiene propiedades
parecidas.

Un conjunto, se llama conjunto limitado, si se encuentre en cierta esfera. En especial, cada cercania,
cada vecindad y cada esfera son conjuntos limitados. La suma de dos conjuntos, A + B, en un espacio
euclidiano R?, se llama al conjunto de todos los elementos de forma a + b, donde a pertenece al
conjunto A, b pertenece al conjunto B, se simboliza:

A+B={a+b:acANbeB}

11.3. Convergencia en el Espacio Euclidiano

Se dice, que una sucesién de puntos a, = (a(ln),a(zn),agn),---aﬁ,n),) del espacio R”, es convergente

al punto gy = (a(lo),ago),ago),ma;,o)) también del mismo espacio, si la distancia d(a,b) definida con la
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férmula de distancia, tiende a cero, cuando ’ n ’ tiende al infinito. La convergencia de elementos del
espacio RP, se lo escribe de la misma forma que la convergencia de sucesiones numéricas, es decir:

lima,=ay o a,—>ag cuando n— oo.
n—o00
Se puede sin dificultad demostrar, que la siguiente condicién es suficiente y necesaria para que se

cumpla la convergencia:

(n) _ (0)

lim a;" =a; para i=1,2,3,---,p

n—00
Lo que significa, que una sucesién de elementos, en el espacio euclidiano, es convergente si y solamen-
te si, cuando todas las coordenadas que definen este elemento, son sucesiones numéricas convergentes.

La condicién de suficiencia y necesaria para la convergencia, se lo puede expresar: Para todo ¢ > 0
(0)

existe un ng, que para todo n > ngyy paratodoi =1,2,3,---,p, se cumple la desigualdad |a§-n) —a; | <e.

11.4. Funcién, Limites y Continuidad de Funcion en el Espacio Eu-
clidiano

Se dice que, el conjunto A, conocido como dominio de la funcién ’ f’, que se encuentra en el espacio
RP, queda definido como funcién, si para cada elemento ’ x * del conjunto A le corresponde exacta-
mente un solo valor de u. El conjunto de todos los nimeros de u, se lo denomina imagen, codominio
de la funcién ’ f ’ o conjunto de llegada de la ordenada, lo cual, se escribe en la misma forma que en el
caso de una funcién de una variable:

u=f(x)

En el caso, que x = (x1,x,x3,-*+,X;), es elemento del espacio R también, se lo escribe en la forma:

u :f(x11x27x3f"'lxp)

En el caso, de que p = 3, se utiliza generalmente las letras x, y, z, como coordenadas del argumento de
la funcién ’ f’, su escritura u = f(x, y, z), en el caso de que p = 2, su escritura es u = f(x, y).

La funcién ’ f ’, definida en el conjunto A, se llama limitada en el conjunto, si existe un namero
M > 0 que para todo elemento a del conjunto, se cumple la condicién |f(a)| < M.

Se dice, que la funcién ’ f’, definida en cierta vecindad S(ag, r) del punto a4y, si tiene en este punto
un limite iguala a * h ’, si para todo ¢ > 0, existe una vecindad S(ag,r.) del punto ag, que para todo
elemento x, que pertenece a estd vecindad, cumple la desigualdad:

|f(x)-hl<e

Lo cual, se escribe:
lim f(x)=h o f(x)—h, cuando x — aq
Xo—4ao
Lo escrito es la definicién de Cauchy, otra definicién que significa lo mismo, es la definicién de Heine,
la cual, esta basada en sucesiones:

Se dice,que la funcién ’ f ’ definida en cierta vecindad S(ag,r) del punto a4y, tiene en este punto un
limite igual a h, si para toda sucesién a,, en tal forma que , a,, # gy ( para todo valor de n) y a,, — ay,
sucede f(a,) — h.

Se dice, que la funcién ’ f ’ definida en cierta cercania O(ag, r) del punto 4, es continua en el punto
ay, si tiene en este punto, el limite es igual valor de la funcién en el punto; es decir:

lim f(x) = f(ao)

La funcién f(x) es continua en el conjunto A, si es continua en cada punto del conjunto A, se dice, que
la funcién f(x), es clase C en el conjunto A.
Cuando se define el limite en cierto punto, se habla de vecindad del punto y no de cercania. Esto es el
resultado, de que, el limite en el punto 4¢, no solamente, no tiene influencia, el valor de la funcién, en
el punto, pero ademas, si la funcidn, es en este punto definida.

Se puede demostrar, que las condiciones escritas de continuidad de una funcién en el punto ag, se
cumplen si y solamente si:
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Para todo valor de € > 0 existe una cercania O(ag, ) del punto ag, que para todo x de esa cercania,
se cumple la relacién:

|f (x) = flao)l <&

De la estructura del conjunto, en el cual la funcién es continua, tiene influencia en las propiedades de
la funcién, en este conjunto. Se cumple los siguientes teoremas:

La funcién ’ f’ definida y continua en una regién (campo) cerrada y limitada, que esté en el espacio
RP tiene las siguientes propiedades:

1. Es limitada,
2. Tiene por lo menos una vez, en este conjunto, un valor maximo y un valor minimo,

3. Tiene por lo menos una vez, en este conjunto, cada uno de los valores, entre los valores de los
extremos,

4. Es homogénea continua, esto significa que, para todo valor ¢ > 0 existe un 6 > 0 que si, x y X’
pertenecen al conjunto y d(x,x’) < 5, entonces, |f (x) — f(x)] < &; es decir, los valores de la funcién,
se diferencian con valores muy pequerfios, para dos puntos suficientemente cercanos.

Si la funcién continua ’ f ’ es positiva (negativa) en cierto punto ag de la regién, entonces, existe una
cercania del punto ag, que en cada punto de esta cercania, la funcién, es ella positiva (negativa).
Una funcién lineal de p variables xy,x;,x3,---, X, se llama a toda funcién en la forma:

ajxy +axxy+azxz+--- +apxp,

Donde ay,aq,4aq,--+,a; son constantes numéricas.

11.5. Dominio de una Funcion de Dos Variables

Entre los elementos de un espacio Euclidiano R? y los puntos de un plano (Oxy), existe un orde-
namiento correspondiente mutuo. Al plano, se lo puede tratar como un modelo geométrico de R? y al
conjunto de puntos en el plano, como imagen de subconjuntos de R?, es por esta razén, al subconjunto
de R2, se lo denomina, como dominio de una funcién de dos variables o también, es conocido como
conjunto plano, ya que se encuentra en el plano Oxy.

Se debe tener en consideracion dos ideas:

1. Cercania del punto (ag, bg), toda circunferencia del cual el punto es el centro,

2. Vecindad del punto (ag, by) toda circunferencia, de libre radio, sin el mismo punto (ag, by).
Por lo tanto, cada punto tiene una cantidad infinita de cercanias.

El punto A del conjunto Z, se llama punto in-
terno del conjunto Z, si existe una cercania del y
punto A, el cual, se encuentra en el conjunto Z. ]
El punto C, se llama punto externo con relacién
al conjunto Z, si existe una cercania del punto ]
C, el cual, no se encuentra en el conjunto Z. Ver
figura 9.0. El punto B, se llama punto de fronte-
ra del conjunto Z, si existe, en cada cercania del
punto B, se encuentra por lo menos un punto del
conjunto Z y por lo menos un punto que no per-
tenece al conjunto Z. Al interior del conjunto Z,
se llama al conjunto de todos los puntos internos
del conjunto Z. La frontera o borde del conjunto
Z, se llama al conjunto de todos los puntos fron- Figura 11.0
terizos.
El borde del conjunto Z, puede pertenecer o no al conjunto Z. Esto depende de las condiciones que
se este analizando. Este es uno de los motivos; por los cuales, el grafico de una funcién de dos o mas

Punto de frontera

<
O B)
-

Punto externo
-,

/
\ @c)

-~
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variables es tedioso y laborioso. Los graficos de funciones de dos o mas variables, no va ser parte del
analisis de funciones de dos o mas variables en este libro.
El conjunto de puntos M(x,y) dado por los

desigualdades a < x < b,c <y < d. esta repre-

sentado en la figura 9.1. El borde del conjun- 41
to M(x,y), es el perimetro del rectangulo, de y
los cuatro catetos: dos lados son abiertos, el dr——-p—~—————~— L

derecho y el superior, los otros dos catetos el
inferior y el izquierdo estdn definidos en el
conjunto (dominio).

La regién normal con relacién el eje Ox, se 2
llama al conjunto de todos los puntos M(x,y),

los cuales, sus coordenadas cumplen, al mis-

mo tiempo, las desigualdades: C+ — —@

a<x<b. h(x) <y <k(x)

O+ — — b e e - - =

Donde las funciones h(x), y k(x) son conti- 0 a 2 3
nuas en el intervalo [a,b] y cumplen con la
desigualdad h(x) < k(x) en el intervalo (a,b),
Ver figura 9.2 4
Toda recta x = &, donde a < & < b tiene con el 3
borde de la regién exactamente dos puntos.

La regién normal con relacién el eje Oy, se lla- ) y = k(x)
ma el conjunto de todos los puntos M(x,y), de
los cuales sus coordenadas cumplen al mismo
tiempo la desigualdad:

Figura 11.1

|

y = h(x)
3 4 5

[T —

I(y) <x<p(y) c<y<d. 0 1

Donde, las funciones 1(y) y p(y) son funciones Figura 11.2
continuas en el intervalo [c,d] y I(y) < p(»).
Ver figura 9.3

De las definiciones arriba escritas, una regién
normal es cerrada y regular. La suma de dos re-
giones normales teniendo puntos interiores en l
comun, pueden no ser regiones normales. Una L= l(y)
region regular, se llama regién limitada, del cual
su borde, se lo puede dividir en una cantidad fi-
nita de arcos de ecuaciones y = f(x) o x = g(y).
La suma de regiones regulare que tienen puntos
comunes, puede no ser una regién regular.

Figura 11.3

11.6. Funcion de Dos Variables

Una funcién de dos variables f(x,y), se la define con la ayuda de una o varias férmulas:

0 para y<x

f(xy)= 1
V2lx-y)|

para y>x
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O también:
1  cuando x,p€eRR

h(x,y)={ 0, cuando x,yel
-1 cuando xeR ypel

Si la funcién de dos variables f(x,y), se la define con una férmula: g(x,v) = y\/xz —1 sin una informa-
cién adicional, se entiende que, la funcién estd definida en un conjunto de nimeros (su dominio), en
el cual, la funcién tiene sentido. En la férmula escrita, la funcién estd definida por dos semis-planos
x<-1o0 x>1.

El gréfico de la funcién de dos variables z = f(x,y), se llama al conjunto de todos los puntos (x,y,z) en el
espacio de tres-dimensiones IR?, para los cuales z = f(x,y). En general el gréfico de una funcién de dos
variables, es una superficie en el espacio de tres-dimensiones. El graficar una funcién de dos o mas
variables, es por lo general bastante tedioso.

11.7. Limites y Continuidad de una Funcidon de Dos Variables

El limite de una funcién de dos variables f(x,y) en el punto (a,b), se escribe:

lim  f(x,) 0 lim  f(xy)
(x,y)—(a,b) X —a
y—b

De la definicién de Heine resulta que, en el caso de R2. La funciéon f(x,y), definida en cierta vecindad
del punto (a,b), tiene en este punto limite igual a h; si y solamente si, para toda sucesién de puntos
(x,,,v,) de la vecindad del punto (a,b) y de forma que, x,, — a, y,, — b, la sucesién f(x,,v,) — h.

De la definicién de Cauchy resulta que, en el caso de R2. La funcién f(x,y), definida en cierta cercania
del punto (a,b), es en este punto continua, si para todo ¢ > 0 existe un 6 > 0, que para todo punto (x,y),
de esta cercania , se cumple la desigualdad |[x —a| <0y )y - b| < o resulta que, |f(x,v)— f(a, b)| <e.

Por supuesto, la condicién escrita se cumple; si y solamente si, cuando:

lim x,v)=f(ab
(W)ﬁ(a’b)f( v)=f(ab)

Igual que, para una funcién de una variable, se cumple los siguientes teoremas:
1. La suma de dos funciones continuas en el punto (a,b), es una funcién continua en el punto (a,b),
2. El producto de dos funciones continuas en el punto (a,b), es funcién continua en el punto (a,b),

3. El cociente de dos funciones continuas en el punto (a,b), donde su denominador en este punto,
es diferente de cero, es una funcién continua en el punto (a,b),

4. Una funcién compuesta F(g(x,y)) definida en la cercania del punto (a,b), donde la funcién g(x,y)
es continua en el punto (a,b), la funcién F(u), es continua en el punto u = g(a,b), la funcién
compuesta F(g(x,v)) es continua en el punto (a,b).

De estos teoremas, se puede concluir que:

1. Un polinomio de dos variables de n orden es continuo en todo el plano Oxy:
W(X, V) = ag + a1oX + g1 Y + ApoX> + a11XY + Aga Y + - + AyoX"+
n-1 n
Tap-11%X Y+ aey

2. Las funciones del tipo:

sin(x> +v), @, log(x*+v*+1)

Son continuas en todo el plano Oxy.

Todos los teoremas y métodos de célculo de limites, que se aplico para una funcién de una variable,
son aplicables para encontrar el limite de una funcién de dos o mas variables. Una nueva dificultad
aparece, en el calculo de un limite de una funcién de dos o mas variables, cuando su continuidad
no esta clara o no esta definida en, algin punto (a,b). En la mayoria, de dichos casos, su calculo es
complicado.
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11.7.1. Ejercicios Resueltos de Limites de Funciones de Dos Variables

1. Analice la existencia de limite de la funcién en el punto (0,0)

sin(xyp)

feyy=g %
0 para x=0

para x =0

La funcién estd definida para todo el plano Oxy. Por lo tanto, se supone que: x,, > 0, e v, — 0.

Y que, se considera que, ¢, = f(x,,v,). Si para todo x,, o y, son igual a cero, por lo tanto, ¢, es
igual a cero. Pero si x, e y,, son diferente de cero, se recuerda :

. sin(ax)

lim ———

x—0 ax

=1

En funcién de lo escrito y multiplicando y dividiendo para, y,,:

sin(x
c,y = HMHO cuando n— oo

xnyn

Por lo tanto, si ¢, — 0 indica que, con todos los valores de (x;, v,)la funcién analizada tiende a
cero. Con lo cual, se ha demostrado que si existe un limite en el punto (0,0) :

lim X,
(x,y)—>(0,0)f( v)

Existe y es igual a cero.

. Analice la existencia de limite de la funcién en el punto (0,0)

__ Xy
g(x’y) - X2+y2

La funcién estd definida para todo el plano Oxy, con excepcién del punto (0,0). Se forma una
sucesiéon de forma:

Como x,, » 0, y, — 0; cuando, n — oco. Se reemplaza en la funcién las sucesiones formadas:

Xn¥n_ _ nn __4
X2+ i (l)2+(a)2 1+a2

n n

g(xn:yn) =

El nimero por el lado derecho de la igualdad toma diferentes valores, porque ~ a ’~ toma por
diferentes valores de ‘a’, y es el limite de la sucesién g(x,,v,). La propiedad de existencia de
limite no se cumple, en este caso; por lo tanto :

lim (x,) No existe
(x,y)—>(0r0)g Y

Por dltimo, se puede indicar que el limite, calculado en su forma :

lim(lim g(x,y)) v lim(lim g(x,v))

x—0 y—0 y—0 x—0

Existen y son igual a cero.

Por lo tanto, la existencia del limite calculado en su forma singular ( iterovane), no determina la
existencia del limite doble.

3. Analice la existencia de limite de la funcién en el punto (0,0)

X

x_
floy)= g
0 para x=y

para x#Yy
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La funcién estéd definida para todo el plano Oxy. Para su demostracién, se define dos diferentes
tipos de sucesiones, auxiliares, y sus resultados darédn la respuesta al ejercicio. Al reemplazar en
la funcién, cualquier tipo de sucesiéon dada y el resultado es el mismo, esto indica que, la funcién
en el punto analizado existe limite definido, y en el caso, de que, para cada sucesidn, la funcién
tiene un valor diferente , esto indica que la funcién analizada en el punto dado, no existe limite.
Se toma, como ejemplo, dos sucesiones diferentes con la tinica condicién de que : cada una de
ellas tienda a cero, independientemente:

a) La primera sucesion, tiene la forma {x,,, v} :

1

1
xn:E' yn:_z

En cada caso, para el valor de n € IN la sucesién tiende a cero. Esta forma de sucesidn, se

. . 1
reemplaza en la funcidén, y como se puede observar, la funcién f(x,y) toma un valor de o
n

como n tiende al infinito la relacién ——. tiende a cero; y por lo tanto, se tiene el valor de

la funcién f(x,y) para el valor de la sucesién analizada.

xnyn 1
x’ = = ——
fley) =2 2
b) La segunda sucesion {x,,y,} tiene la forma:
11 1
WE L tE =y

La estructura de esta sucesiéon nos garantiza que, cuando ’ n ’ tiende al infinito, la sucesién
tiende a cero. Se reemplaza en la funcién:

XnVn 1
flx,y)= =5 =n+— >0
X5 — Vi n

El valor de la funcién f(x,y) es infinito. Como para estds sucesiones, el valor obtenido es
diferente; por lo tanto, no se cumple la definicién de limite, lo que indica que, no existe el
limite en ese punto.

4. Analice la existencia de limite de la funcién en el punto (0,0)

2

xY)= "

8lny)= 57 7

La funcién estd definida para todo el plano Oxy, con excepcién del punto (0,0). Si {x,,v,} son

sucesiones convergentes a cero, en tal forma que, {x,,v,}, no son al mismo tiempo igual a ceroy
x2 +9y2 >0 para todo n € IN, se define:

a, :max(|xn|,

Yu]) >0

Por lo tanto, x%yn) <aly x2+y2>a? lo que significa que, 0 < |g(xn,yn)| <a, Como g, — 0
cuando n — oo, se puede aplicar el teorema de las tres sucesiones, en ese caso, lim g(x,,y,) =0
n—o00

y en funcién de la definicién de limite de una funcién de dos Variables( l)m(l )g(x,y) existe e
x,v)—(0,0

igual a cero.

En los ejercicios presentados, se ha utilizado definiciones y propiedades de sucesiones, las cuales
las planteo Heine, en su desarrollo de limites de funciones de dos o mas variables.

El otro elemento matematico, que se utiliza para desarrollar ejercicios de limites de funciones
de dos o mas variables es : distancia entre dos puntos, desarrollado por Cauchy.

2 -2)2+1-1
5. Encuentre el limite de: f(x,y) = lim X +2(}/ ) +2
=9 x+ (¥-2)
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La sucesion {x,,v,} es una sucesién cualquiera de puntos, que tienden al punto (0,2). Se consi-
dera, la distancia:

pn:\/(xn_0)2+(yrl_2)2 pﬁ:(xn_o)z‘i'(yn_z)z

Se reemplaza en el ejercicio:

f(x,v) = lim (x2+(y-22+1-1 i Vx,-02+(y-2)2+1-1 )

= 11m
=0 (P y-2p? 20 (=02 (y-2)2

En el momento en que, cada punto de la sucesién {x,,v,} se acerque al punto (0,2), entonces
pn — 0, en el mismo momento, en que, x,, — 0,7, — 2. En ese momento, se tiene un limite de
una variable y se lo resuelve como tal:

I CITETN VLA | RO B
_plg(l) P% P p% [\/pni+1]
(1] 1

][] ]
p—0 Pin [,/pn 1+1] p ~0 2[ P2+ 1+1] P O[Jp,%+1+1]

11.7.2. Ejercicios Propuestos de Limites de Funciones de Dos Variables

1. Realice un analisis de existencia de limite de los siguientes ejercicios:

1 lim 2
clim ———
2
320 +y? ) (51n(xy2))
T x50 x2 +y2
. 2x%+y? y—0 y
2. 11n(1)2—
x—0 X +y 3
y—0 7 y
2. hm(—_)
3 ;38 x4 +sin?(p)
3. lim >
x—>8x +y 2—12
V- x%+y
3. lim| S5—
x2+}12_1 x%8 xX“+y
4. 111‘%—2 =
x—0 X +}1
y—0 9+X2+ 2—3
g fim [V T2
xy2 x—0 xX“+y
5. 11rr(1)2— y—0
x—0 x2 +p*
y=0 5 sin(x* +p%)
X3 Cao0\ x2 492
—0
R Frere '
X—
y—0 6 1 (l—cos(x2+y2))
3 " x50 x2+7y2
x” + Y
7. 1rr(1]—2 5 Y y—0
xX— X +y
y=0 . {1 -cos(x?+79?)
7. i 5
o =0\ x%2(x?2+y?)
8. limsin( ——— 2) y—0
= EAEE 1
8. lirré(1+x2+yz)xz+y2
X—
9. limsi y—0
9 llr%(1+x phyter?
X—
10. lim(xsin(%)) y=0
x—0 X +y
y—0
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11.8. Derivadas Parciales

La derivada parcial de primer orden de la funcién z = f(x,y), en el punto (xg,vg) con relacién a la
variable x, se llama al limite (si existe):

fi(x,p)= lim f(xo+ 2% o) = f(x0, 90)

X Ax—0 AX

En la practica, estd derivada parcial, se la calcula, como la derivada de la funcién con respecto a la
variable ’ x ’, a la variable 'y ’, se la considera como una constante.

En forma similar, la derivada parcial de primer orden de la funcién z = f(x,y), en el punto (xg, o) con
relacién a la variable "y ’, se llama al limite (si existe):

, o flxo, yo+AY) = f(x0, Yo)
iy = Jim P22

La derivada parcial de la funcién z= f(x,y), con relacién a la variable x, se la simboliza:

Jdz  If(x) , ,
oy fi(x,9)

Y con respecto la variable y:

dz  If(xy) , ,
a_y’ ay ’ Zy’ fy(x'y)

Para simbolizar la derivada parcial, calculada en el punto (x(, ), se escribe:

(%) (&) (9f(x)y)) (9f(x,y))
9y (XOrVO)’ dx (x0,%0) 9 0’ ox 0

z4
I
ME
: \Superﬁcie z=r{x,y)
i ‘
: |
: '.
| |
i Xp |X -
L 0 ’ X
Yo, \N\&
i \}
Y Plano Y=y,
Plano X=Xy
y B
Figura 11.4

En forma similar, se define, se calcula y se simboliza la derivada parcial de funciones tres o mas varia-
bles. Las funciones de dos o mas variables que tienen la derivada parcial de primer orden continua, se
llaman funciones de clase C.!
La interpretacion geométrica (Figura 9.4), de la derivada parcial f/(xg,7y), es igual al coeficiente an-
gular (igual a la tan(a)) tangente a la superficie, que resulta del corte a la superficie z = f(x,y) con el
plano y =y, ( paralela al plano Oxz), en el punto x = x(. Es similar la interpretacién geométrica que
tiene la derivada parcial f/(xo, o) (Figura 9.4).

Una especial atencién demanda, el calculo de la derivada parcial de una funcién compuesta. Si
las funciones g(x,y) y h(x,y), son definidas en cierto conjunto plano A (Oxy) y el conjunto de pares
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ordenados de la funcién (g(x,y), h(x,y)), se encuentra en el conjunto plano B, en el cual, estd definida
la funcién f(u,v).

Si la funcién g(x,y) y h(x,y) tienen derivada parcial en el punto (xy, vo) y la funcién f(u,v) tiene
derivada parcial f,] y f, continua en cierta cercania punto (uy, vy), donde ug = g(xq, vo), vo = h(xg, o),
la funcién compuesta F(x,y)= f(g(x,y), h(x,y)) tiene derivada parcial en el punto (xy, v); con lo cual:

T T~ N 2 N
9% om0 VI (0,000 \ 9% (xg 30) 9V 900 \ 9% N, 90)

gy M ) RS - WO )
9y (x0,%0) du (x0,%0) 9y (x0,%0) Iv (x0,%0) 9y (x0,30)

Las férmulas escritas , se la encuentra en su forma corta:

of _of dg of o of _of o5 0f oh

dx du ox v ox 8})_914.8})-’-91/'83)

, t
ademas u(ty) = ug, v(tg) = vy, con las condiciones dadas la derivada de la funcién F(t) = f(u(t),v(t)),
en el punto ¢y, se la expresa:

F'(tg) = f (ug, vo)u'(to) + f, (g, vo)v'(to)
O de la forma:
dF _of du Of dv
dt ~ du dt Jv dt

De donde, se obtiene la férmula para el diferencial de la funcién F(t) = f(u(t),v(t)):

of of
dF = = -du+ —-dv
du v
En forma general, la derivada parcial de una funciénz = f(xq,x;,x3,x4,---X,) con respecto la variable
x;(i=1,2,3,---,nen el punto (x?,xg,xg, .. ,xg), se la denomina derivada simple en el punto x?, con la
condicién de que, las demas variables son constantes. Su simbologia de esta derivada pueden ser:

Af (x%,x9,x3,x9,--, x0)

7¢0 .0 0 .0 0 1722, X3, Xy, 700 s Xy 7 (0 .0 .0 0 0

fxi(xl,xz,x3,x4,---,xn), I , zxi(xl,xz,x3,x4,~~,xn).
1

De la definicién escrita, se concluye que, el calculo de derivadas parciales de dos o mas variables, se lo
realiza con las mismas reglas y propiedades, que en el calculo de la derivada de una variable (derivada
simple) , con la consideracién de que, las demas variables, permanecen constantes. Si la funcién z =
f (x,y), tiene derivada parcial f/(x,v) v fy’(x,y), en cada punto del dominio, las derivadas obtenidas
son funciones de dos variables x e y. Se puede volver a derivar con respecto ’ x ~ 0 con respecto "y ".
En ese caso, se obtiene derivadas parciales de segundo orden, y si se deriva otra vez, seran derivadas
parciales de tercer orden. Las derivadas de segundo orden, por ejemplo, z = f (x,y), se simboliza:

Pr_o(o) Pz _o(m) Pz_o (o
ox2  odx\odx|" dxdy Ix\dy| Iy? Iy\dy

O con los simbolos:

foey) fhxy) fixy) i)

Las derivadas de segundo orden:
foxy)  fx(xy)

Se diferencian en el orden de derivar y se las conoce como derivadas parciales mixtas. Las derivadas
mixtas segun el teorema de: Schwar: son iguales en un punto dado, si en este punto son continuas.
Este teorema indica que: “ En el caso de continuidad de las derivadas parciales mixtas, el resultado
no depende del orden en que se derivo ”. Este teorema es verdadero para derivada parciales de mayor
orden.
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11.8.1. Ejercicios Resueltos de Derivadas Parciales

1. Obtenga la derivada parcial de la funcién z = x?>y® — xsin(y)

Jz . 3 . 9z . 5 5
i 2xy” —sin(y), e 3x°y° —xcos(y)
*f 0z 3 I f Jz ’ .
W__axax_zy , 8_3)2_8y8y_6x v+ xsin(p)
Jz 5 Jz 5
Tegy =6 oyl 5= 65y —cos(y)

2. Obtenga la derivada parcial de u = x>y!0 — x3sin(z) + p%e?

U _ - 4 10 2. du _ o5 9 z u _ 3 2,z
o =5x"y"" —3x7sin(z), 7y =10x"y” + 2ye 5, = % cos(y)+y“e

3. Obtenga la derivada parcial de la funcién u = (3x%y + z*4)!°
Se realiza un cambio de variable v = 3x2y +z4 y en ese caso, se tendria u = p10

Ju du Jdv g 2 419
a_ﬁ~$—10v 6xy = 60xy(3x“y +z°)
Ju du dv 9,.2 202 4,9
y " dv Qy_lov 3x° =30x"(3x“y +2%)
Ju du dv _ 9,3 _ an 3742 4,9
z—%z—lov 42 —402 (3x y+Z)

4. Obtenga la derivada parcial de la funcién u =x¥, x> 0.
Su célculo, se basa en férmulas de cédlculo diferencial:

(x*) = ax"1, (a*) = a*In(a), a>0
En tal caso, se tiene:
ou y-1 v
F yxy7, — = xYIn(x),

5. Obtenga la derivada parcial de la funcién u = (In(x))*"®), donde x > 1.

Para derivar la funcién, se debe tener en mente, la férmula de derivada compuesta y las férmulas
anteriores:
dz

d
Si v = z%, donde z = f(x), entonces av _ az% 1 -
dv dz
L, B .
Si v = 4%, donde z = f(x), entonces T a ln(a)—dx,
Por lo tanto:

du ;
=i sin(y)-1
sin(y)(lnx)

_ sin(y) ln(x)sin(y)—l
X

R

3—; = (In(x))*™¥). (In(In(x))) - cos(p) = cos(y) - In(In(x)) - (In(x))s")
6. Obtenga la derivada parcial de la funcién u = (xtan(z))"®), donde x > 0, 2> 0, tan(z) > 0

g—z = ln(y)(xtan(z))ln(y)—l -tan(z) = @)1 (tan(z))"®) In(y)

In(y)
g—z = (xtan(z))™®) . In(xtan(z)) - % = %ln(xtan(y))
Ju In(y)-1 X Xln(}?) In(y)-1
= = In(p)(xtan(z)) : = (xtan(z))

cos2(z)  cos(z)
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7. Obtenga la derivada parcial de la funcién u = (2x + 3z)%, donde 2x+ 3z >0

Las derivadas con respecto x e y, se puede calcular como en casos anteriores.

3—2 = yz(2x + 32)P*71 . 2 = 292(2x + 32)Y* !
Ju z z
7 = (2x+32)"* - In(2x + 3z) - z = z(2x + 32)"* - In(2x + 32)

. du . .
Si se desea calcular —, se tiene que la base y su exponente son variables con respecto z; por lo
z
tanto, se debe aplicar la derivada de su base y exponente.

Siv=1£(x)yw =g(x),laderivada de y = v¥:
y=v¥ —lny=InvY — Iny=wlnv

Se deriva: ,
/7

[Iny] = [wlnv] — % =w'lnv +w%

Se obtiene:

y

) ’ Al
7 v 7 7 v
—=vw'hv+w— — vy =yp|w'nv+w—
v v
En el caso del ejercicio, se tiene:

Ju yz-3
- = Yz,
P (2x+3z) [yln(2x+3z)+ 2x+3z]

du 3-vz
i Yz,
P y(2x + 32) [ln(2x +3z)+ T 32]

8. Obtenga la derivada parcial de la funcién u = p*(5y — 2z)*%, donde 5y — 2z > 0
La funcién u es con respecto x del tipo u = ab?, donde v = f(x), su derivada seria u’ = av’b" - In(b);
en ese caso:

ou _ v%2(5y — 22)* - In(5y — 22)
dx
La funcién u es con respecto y del tipo u = vw*, donde v = f(y), w = g(y); su derivada u’ =
w* (v'w + avw’)
du _ xz—1 2
8_3) =(5y-22) [2y(5y—22)+5xy z]
La funcién u es con respecto z del tipo u = av¥, donde v = f(z), w = g(z); su derivada es segtin la
férmula obtenida en el ejercicio anterior:
’ 7 v’ '
V :y[w lnv+w—]
v
Por lo tanto:
du By 2z
== —22)|In(5y — 22) -
5, =y (5y-22) [ n(5y - 2z) 55— 22]

9. Obtenga la derivada parcial de la funcién u = (sin(x))¥"(2)(cot(z))<**®), donde sin(x) > 0, cot(z) > 0
La funcién u es con respecto x del tipo u = v*b, donde v = f(x), su derivada seria u” = av® 1y’ .
In(b); en ese caso:

g—z = tan(z)(sin(x))@®)1 . cos(x)(cot(z))<?)
1
se simplifica y se recuerda que; tan(z) = cot(@)
du . tan(x)—1 cos(y)-1
F cos(x)(sin(x)) - (cot(z))*V
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La funcién u es con respecto y del tipo u = ab?, donde v = f(x), su derivada seria u’ = ab”v’-In(b);
en ese caso:

% = (sin(x))'*" (cot(z))* ) (sin(y) In(cot(2))

. . . . b-1
La funcién u es con respecto z del tipo u = a’w?, donde v = f(x), su derivada seria u’ = a’w  (v'wln(a)+

bw’); en ese caso:

%:(sin(x))tan(")(cot(z))cos(y)_l[ ! cot(z)In(sin(x)) + cos(y) _i ]

cos?z sin“z

Se simplifica:

% = (sin(x))tan(x)(Cot(z))cos(w_1 [

In(sin(x) cos(y)]

cos(z)sin(z)”  sin?z

10. Obtenga la derivada parcial de la funcién u = xY°, donde x > 0,>0
La funcién u es con respecto x del tipo u = x%, donde a = y?, su derivada seria u’ = ax® 1 en ese
caso:
au 7 vi-1
Friat i
La funcién u es con respecto y del tipo u = yb, su derivada seria u” = ¢"v’In(a); donde, v’ = by“’l
en ese caso:
u z
R |
=x¥z n(x
7y 12 (x)
La funcién u es con respecto z del tipo u = a”, donde v = b* su derivada seria u’ = a’v’In(a);
donde, v’ = b*In(b) en ese caso:

du z
4
2 =~ In(x)In(y)

11. Obtenga la derivada parcial de la funcién u = xy — x(3x —v)** + cos(y — z), donde 3x —y > 0.

du 32-1 3z
= =(y-3)3xz(3x-p) -(3x-p)%,
Ju 32-1
a_y =x+3xz(3x—7y) sin(y - z),
du 3z :
= =-3xIn(3x - v)(3x —v)™* +sin(y — 2)

12. El campo potencial en el punto (x,y,z) esta definido por la férmula v = 3sin(xy — z) + (2x — z)3p?

Determinar los cambios de las componentes del campo en cada eje:

du 2 9
Fr 3ycos(xy —z)+ 6(2x —2)°y

du 3
a_y = 3xcos(xy —z) +2y(2x — 2)

du 2 2
Fri -3 cos(xy —z)—3(2x—z)“y

11.8.2. Ejercicios Propuestos de Derivadas Parciales

1. Calcular la derivada parcial con respecto a las variables que aparecen en la funcién:
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1. u=xp?z® ~ psin(z) 1. u =sin(x?)y/tan(y) — e5") cos?(y)
2. u=xyy-ein(y) 2. u =+/x*+cos?(y) + eVzsin(y)
3. z:x\/?+% 3. u=z%5xy? - 3yz?)?°
4. z=+/x2+y2 - 2xycos(a) 4ou=xW
5. 1= pereosl?) > u=tyr
6. u=x¥*

6. z=(1+xp)?

7. z=In(x+In(y)) 7. u = In(sin(x — 2t))

8. 1n(x+ vx2+y2) 8. u=xvz

= (psin? 2
9. u = (sin(x))/") 9. u=(ysin“x+5)

10. y = xyarctan(z) 10. u= \/@(3)64- ZZ)W
- . . du Jdu
2. Demostrar que la funcién u = In(e* + €¥) cumple con la identidad: o a_y =1

3. Demostrar que la funcién u = x¥y* cumple con la identidad:

du Jdu
X +ya—y =u(x+y+In(u))

X
4. Demostrar que la funcién u = e¥* cumple con la identidad:

2x8_u+ 8_14_0
dx y&y B

xX—¥

5. Demostrar que la funcién u = x +

cumple con la identidad:

du . du . du
dx dy Jdz
6. Demostrar que, en la ecuacién de Claperon p-v = R- T, el producto de la derivadas parciales

@ﬁ —Tsoni ual a -1
v oT ¥ 9p N8 '

7. Demostrar que la funcion u = y/x? + 92 + z? cumple con la identidad:
8_1/[ ’ + a_l/l ’ + a_u ’ =1
dx Y oz|

8. Por el punto M(1,2,6) de la superficie z = 2x? + y2, se trazo un plano paralelo al plano cartesiano
Oxz y Oyz. Determine el angulo que forman con los ejes del plano y tangencia al punto M.

11.9. Derivada de una Funcién en una Direccion Dada

Se considera la funcién del tipo:
z=f(xy)

Que tiene derivadas parciales continuas en la cercania del punto Py(xg,y9) y que ademas, parte de
este punto a lo largo del eje p, el cual, se encuentra en el plano Oxy. Se define a los angulos que
forma el eje p con los ejes x e y, como «a y 8. Las coordenadas de cualquier punto P(x,y) del eje p
son:
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X =xo+pcos(a) 3

Y =yo +pcos(B) =yo + psin(a)

Figura 11.5

Y:
f(P)=f(x,9) = f(xq+pcos(a),yo + psin(a)) = ¢(p)

La funcién z = ¢(p) descrita en la férmula anterior, estd definida en la cercania del punto p =0y
tiene su derivada, la cual, se obtiene en funcién de una funcién compuesta:

¢’(p=0) = f{(x,)cos(@) + f/(x,y)sin()

Donde:
x=xg+pcos(a), y=y+psin(a)

La derivada de la funcién ¢(p), en el punto p = 0, se llama derivada de la funcién z = f(x, y) en
direccién del eje p y su simbologia es:
of

dp

Por lo tanto:

g_J; =¢’(0)= fx’(xo,yo)cos(a)+fy'(xo,yo)51n(0‘)

. TC . .
Sia=0, 0o a= R que son casos especiales, se tiene:

I S 7 N

La derivada de la funcién f(x, y) en la direccién del eje p, nos indica la velocidad de aumento de
esta funcién en la direccién p.

En forma similar, se define la derivada de una funcién de tres variables u = f (x, y, z) en el punto
Py(x0,v0,20) en la direccion del eje p de ecuaciones :

X =Xgttcosa
p=1{ y=yo+tcosp Donde : c052a+coszf3+c0527/:1 y t>0
zZ=2zp+tcosy

Si la funcién f (x, y, z) tiene en la cercania del punto Py(xy,,2¢) la continuidad de las derivadas

parciales 9_f a—f, 3_f la derivada 8_f se la expresa con la ecuacién:

ox’ dy’ 0z dp

d
8_£ = f:(x0,%0,20) cos(a) + £,/ (xo, Y0, 20) cos(B) + £ (x0, Yo, 20) cos()

11.9.1. Ejercicios Resueltos de la Derivada de Funciones de Dos o mas Varia-
bles en una Direcciéon

d
a) Encontrar la direccién del eje p que pasa por el punto P(3,4), para la cual, la derivada of tiene

dp

su valor mdximo y minimo, si f(x,v) = x% 4+ yz.
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Sean los dngulos a vy p determinan los dngulos, por los cuales la recta p saliente del punto
P(3,4) se forman respectivamente con los ejes Ox, Oy. Segtn las férmulas definidas se tiene:

of

- f(x0,90) cos a + f/(x0,30) cos B

En la ultima férmula, se puede reemplazar el cos § por el sina, se tiene

of

- fi(x0,90) cos a + f,/(xo, yo) sina

En este caso, se tiene f(x,y) = x? + 2, se obtiene los siguientes datos:
fi(xy)=2x fy (%) =2y

£i(3,4)=6 £(3.4)=8

Se reemplaza y se obtiene:

)
of = fi(xo,y0)cos a + f,/(xo,yo)sina = 6cosa + 8sina

dp
of

Como se debe obtener valores 6ptimos su derivada tiene que ser igual a cero : 5 = 0; por lo
p

tanto:

J
—f =6cosa+8sina =0

dp

Se divide la ecuacién para 8 y se utiliza el método del angulo ayuda, se obtiene:

af . 6 .
— =6¢cosa+8sina=0— gcosa+sma =0

Ip
6
El angulo ayuda es : tan 0 = i reemplaza:

6 . .
gcosa+sma =0—>tanBcosa +sina =0

sin @

Se recuerda que: tan @ =
d cosO

. sin
tanfcosa +sina =0 —

0 .
cosa+sina =0
cos@

sin @ . . .
cosa +sina =0 —sinBcosa +cosOsina =0

COos

Como se puede observar se requiere de los datos del sin6 y del cos6, para lo cual, se recurre
a la definicién de la funcién tangente. El cateto opuesto de un triangulo recto tendréd un valor
de 6, el cateto adyacente tendrad un valor de 8; por lo tanto, la hipotenusa tendra un valor de
10, aplicando Pitagoras. Con estos datos , se puede escribir que:

sin@ = i, cosO = i 0 = arcsin [i] =36,87°
10 10 10

Con lo obtenido, se puede escribir:

sinfcosa + cosOsina =sin(a+60) =0

. d . . .
Se ha obtenido, que —f esta en funcién de la variable a, para obtener sus valores éptimos, se

dp

tiene que derivar Con lo cual, se obtiene:

(sin(a+0)) =0— cos(a+0)=0
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i
a+9:5—>a:%—37°
No es dificil confirmar, que al calcular la segunda derivada, se obtiene:
d
ay = T 37°1a expresion of alcanza un mdximo.
2 dp
d .
ap = —g —37° la expresion a—f alcanza un minimo.
p

b) Calcular la derivada de la funcién z = x> —y en el punto Py(1,2) en direccién del eje p de
ecuaciones:

e
x=1+tcos—

P= —2+tcosE
V= 4

La informacién que nos proporciona el ejercicio es:

s
f(xly):xa_y; x():l, y0:2, a:ﬁ:Z

Se aplica la formula:

0
% = £{(x0,30)cos(a) + f; (x0, o) cos(B)

Se calcula las derivadas: f/(x,) = 3x%,  f/(x,y)=-1
fi(x0,90) = £/(1,2)=3,  f)(x0,30) = f,(1,2) = -1

V2 T V2

COS 3 =cCOos— =

7
cosa =cos — = —
4 27

42
Se reemplaza en la formula y se obtiene:

of . V2 V2 _3v2 V2
Er I T E R

¢) Encontrar la derivada de la funciénf (x,y) = x> ~y?, en el punto P ( 1, 1) en direccién del eje p,

T . . N
el cual forma un 4dngulo a = 3 con el eje positivo del eje ” x .

Se aplica la formula:
a 7 ’
9_]; = fx(x0,90) cos(a) + f, (0, ¥o) cos(p)

Como se conoce que cos f§ = sina, se reemplaza en la formula:

0
o = o o)cos(a) + £ o)sinta)

Se calcula las derivadas: f/(x,y) = 2x, f/(x,y)=-2y
f(x0,90)=£(1,1)=2,  f/(x0,0) = fy(1,) =2

V3

w 1 . .
cosa =cos— = —, sina=sin— = —
3 2 2’

Se reemplaza en la formula y se obtiene:

af 1 V3
%—2'54-(—2)7—1—\/3
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d) Encontrar la derivada de la funcién f(x,y,z) = x> +y%> —z% en el punto P (1, 1, 1) en direccién
del eje  Os ’ determinado con los dngulos a = 45°, f =45°, ¥ =90°.
Se aplica la formula :

of

i £ (x0,90,20) cos(a) + f,/(x0,90,20) cos(B) + £ (x0, Yo, 20) cos()

Se reemplaza los datos dados:

?9_]_: = (2xc0s(45°) + 2y cos(45°) — 2zcos(90°)); 1 | = 2V2

e) Encontrar la derivada de la funcién f(x,y) = x? - 2xy en el punto P (2, 1 ) en direccién del
punto P al punto Q (5, 5).

Se encuentra la distancia del segmento | PQ |= \/(5—2)2 +(5-1)2 = 5 y los valores de los

—
cosenos del vector PQ que se forma con los ejes del plano cartesiano:

5-2 3 5-1 4
oS =r——=—= CoSf=—"=—
5 P 5

| PQ

Se aplica la formula:

d
a—’; = F{{x090)cos(@) + £ (xp, o) cos(p)

Se reemplaza los datos:

of 3
a—p—((Zx—Zy)~§—2x-—

11.9.2. Ejercicios Propuestos de la Derivada de Funciones de Dos o mas Varia-
bles en una Direccién

1) Encontrar la direccién del eje p que pasa por el punto P( 2, 1), para los cuales tiene su derivada

d ;
—f un valor méxzmo, minimo 0 cero St:

dp

D) floy)= 300 +xp+y?
2) f(x,y)=x?+2y?

2) Encontrar la derivada de la funcién f(x,y) = x> —xy + p* en el punto P( 1, 1) en la direccién del
eje p, que forma un angulo a en la direccién positiva del eje Ox. Calcular la direccién de este
d .
eje para el cual la derivada a—J; tiene valor : mdximo, minimo o cero.
2 yZ b
—] en el punto P (— —) en la direccién
2 2

a
{,l_2+b2 \/EJ\/E
Y

X o . .
) + e 1|. La normal esta dirigida a la parte interna de la elipse.

3 ) Encontrar la derivada de la funcién f(x,y) = 1-

a la normal de la elipse

4) Encontrar la derivada de la funcién f(x,y,z) = 5x>yz - 7xy*z + 5xyz® en el punto P( 1, 1, 1) en
la direccién del vector W = 8i — 4j + 8k.

5) Encontrar la derivada de la funcién f(x,y,z) = xyz en el punto P( 5, 1, -8) en la direccién del
vector Py, Py, si P;(9,4,4).

—_

6 ) Encontrar la derivada de la funcién f(x,v,z) = xp?>+z—xyz en el punto P( 1, 1, 2) en la direccién

del eje p, que forma con los ejes Ox, Oy, Oz los angulos a = %, p= %, Y=

w'| |
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11.10. Extremo Local de una Funcidén de varias Variables

La definicion de extremos, en el caso de una funcién de dos variables:

z=f(xy)

esta definida, por la cercanfa de un punto P(xg,vo) y la funcién que toma en este punto el valor
f(x0,90), no menor al valor que toma la funcién en otros puntos de esta cercania, en ese caso, la
funcién toma en el punto Py un valor maximo.

Similar, cuando la funcién, en el punto Py(x(,vp), toma un valor no mayor de los valores de la
funcién en otros puntos de cierta cercania al punto Py, lo que indica que la funcién tiene un punto
minimo en el punto B,.

Por lo tanto, la funcién toma en el punto Py(xp,yp) un maximo, si para valores cercanos a cero de
los cambios h y k, se cumple la desigualdad:

f(xo+hyo+k) < f(x0,%0)

Es decir:
f(xo+hyo+k)—f(xp,90) <0

Un méximo condicionado estd definido por:

f(xo+hyo+k)—f(x0,90) <0

Si, se tiene:
fxo+hyo+k) > f(x0,30)

Es decir:
f(xo+hyo+k)— f(xp,90) =0

Y en el caso de un extremo condicionado:

f(xo+hvo+k)—f(x0,99) >0

o—ﬁ_‘_

Pa(Xo 4o)
Yy /%(Xo,ya)

Figurall.6

Los extremos méaximo y minimo, se denomina extremos de la funcién. En los puntos extremos
condicionados, la variacion de la funcién:

Az = f(xg+hyo+k) = f(x0,90)

Tiene un signo constante positivo para el minimo y negativo para el maximo.
Si la funcién de dos variables:
z=f(xy)

Es continua y sus derivadas parciales de primer orden tiene en el punto Py(xp,y9) un méaximo, la
funcién de una variable f(x,vg) también tiene maximo para x = xg; por lo tanto, su derivada con
respecto’ x ’ tiene que ser igual a cero para x = xg

fi(x0,0) =0

En forma similar, se tiene que:

fy(x0,90) =0
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Las relaciones escritas, también son correctas para el caso de minimo. Se obtiene en este caso un
teorema:

Los extremos de una funcién de dos variables que tiene derivadas parciales continuas puede existir
solo en estos puntos, en los cuales la derivada son igual a cero:

fi(x0,%0)=0 v f(x0,30)=0

Estas condiciones son necesarias, pero no suficientes para la existencia de extremos. Si la funcién
de dos variables definida por:
zZ=Xxy

d d
Tiene las derivadas parciales 8_37; =y e 22 _ x las cuales son iguales a cero cuandox =0ey = 0;

dy

es decir, en el punto P(0,0). El valor de la funcién en este punto:
z=0-0=0

La funcién toma valores positivos en el primer y tercer cuadrante y valores negativos en el segundo
y cuarto cuadrante; por lo tanto, la funcién no tiene maximo ni minimo en el punto P(0,0).
Del teorema se concluye que, para encontrar los extremos de una funcién z = f(x,y), se debe:

1. Encontrar las derivadas parciales f/(x,y) v f/(x,y),

2. Igualar a cero y resolver el sistema de ecuaciones. Si xg, v, X1,91,%2,92--+ son las soluciones al
sistema. En estos puntos puede existir pero no debe existir extremo,

3. En cada uno de los puntos obtenidos P;(x;,y;) se analiza el signo del cambio de funcién:

Az = f(x;j+hyi+ k)= f(xi, i)

Si este cambio es constante negativo para todos los valores cercanos a cero, para los valores h y k, se
tiene un maximo. Si este cambio, es constante positivo para todos los valores cercanos a cero para
los valores h y k, se tiene un minimo. Si este cambio no es constante negativo o positivo la funcién
no tiene ni méximo ni minimo.

La forma de encontrar y definir los extremos de funciones de mas de dos variables, es exactamente el
mismo.
Si la funcién es de tres variables:

u=f(x7y72)
Se debe resolver el sistema de tres incognitas:

fi(%3,2)=0; £)(x3,2)=0; f/(x,,2)=0;

Si el terciario ordenado (xg, v9,zg) es una solucién al sistema de ecuaciones, y para definir si el punto
Py(x0,v0,20) existe extremo, es suficiente analizar el signo del cambio:

Az=f(x;+hy+kzi +1)— f(x0,v0,20)

Para cualquier valor h,k,l cercano a cero.

11.10.1. Condicién de suficiencia para la existencia de Extremo de una Funcidon
de dos Variables

Como se conoce, en el punto Py(xy,7o) las derivadas parciales de la funcién z = f(x,y), son igual a
cero, la funcién puede tener o no extremos. De esto decide el signo del cambio de funcién:

Az = f(x;+h,y; +k)— f(x0,90)

Para un analisis del signo Az se aplica la férmula de Taylor:

Az :f<xo,yo>+hf;<xo,yo>+kf;<xo,yo>+%[hzfx’x<x,y>+2hkf,;y(x,y>+sz;y<x,y>]—f<xo,yo>
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Se reemplaza los valores conocidos:

52 = 3 [P )+ 20k () + K2 )]

Para comodidad:
fx,x(x'y) =7 fx,y(x'y) =5 fy,y(x’y) =t
Se obtiene:

Az = 1, [h% + 2hks + kzt]

2
Se multiplica y divide para r:
Az = % [hzr2 + 2hksr + kzrt]
Se suma y se resta s2k?:
Az = % [hzr2 + 2hksr + s°k* - s%k% + kzrt]
Se ha formado un trinomio cuadrado perfecto:

1

AZ
2r

[(rh+sk)? = (s = rt)?]

Al elemento A = (s> —rt), se lo conoce como el discriminante de la funcién. Se analiza tres casos:

1. Si s? —rt < 0 entonces rt > s, lo que significa que Az > 0 y por lo tanto, Az y r tienen el mismo
signo. Si la funcién f(x,y) tiene la primera y segunda derivada parcial:

f(x0,90) =05 £,(x0,90) =0

(£ (x0,90)) = f4(x0,90) f (X0, D) < 0
La funcién tiene en el punto Py(xg,yo) un minimo cuando f/;(xg,¥o) > 0 y un méximo cuando
fix(x0,90) <0

2. Enel caso de s?>—rt > 0, la variacién de la funcién Az cambia de signo en cada cercania del punto
Py(x9,v0); por lo tanto, la funcién no tiene ni maximo ni minimo.

3. Enel caso de s2—rt = 0, no se estd en condiciones de definir si la funcién tiene maximo o minimo,

se debe realizar mds anélisis de la funcién.

11.10.2. Ejercicios Resueltos de Extremos de Funciones de dos o mas Variables.

1. Encontrar los extremos de la funcién:
z=x"+ y2 - 2x

Se obtiene en primer lugar las derivadas parciales:

Se forma el sistema de ecuaciones:

x-1 =0
2y = 0
En este caso: x =1; y = 0. El punto a analizar P(1,0)
Se calcula el aumento de la funcién en el punto P(1,0):
Az:f(x+h,y+k)—f(1,0):[(1+h)2+(0+k)2—2(1+h)]—[1—2]:
=1+2h+h? +k*-2-2h+1=h*+k*>0

Para todo valor de h,k Az > 0; por lo tanto, en el punto P(1,0) la funcién tiene minimo.

Zin = f(6,9) = f(1,0)=x? +p? - 2x = -1
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2. Encontrar los extremos de la funcién:

z= 3x2y - 6xy + y3
Se obtiene en primer lugar las derivadas parciales:

fx’:%:éxy—ﬁy:@)(x—l); f’:—:3x2—6x+3y2;

Se forma el sistema de ecuaciones:

6y(x—-1) = 0
3(

x?+y2-2x) = 0

De la primera ecuacién, se obtiene: y = 0; x = 1. Se reemplaza y = 0 en la segunda ecuacién: x =
0; x = 2. Se obtiene los siguientes pares ordenados: P;(0,0); P,(2,0)
Se reemplaza x = 1, en la segunda ecuacién:

1+92-2=0; py=1, p=-1

Se obtiene los siguientes pares ordenados: P3(1,1); Py(1,—-1).
Se obtiene las segundas derivadas parciales y el discriminante de la funcién:

, 0%z 9%z 2z

” , 0
xxzwz6y; fxy:m:ax_l); fyy:aTy:6y

n=s—rt=(f) = flif)y =36(x—1)> = 36p% = 36[(x - 1)” - 3’|

En el punto P;(0,0):
£(0,0)=36[(0-1)*-0%]=36>0
El discriminante de la funcién es mayor a cero; por lo tanto, la funcién no tiene extremo en este

punto.
En el punto P,(2,0):

A(1,1)=36[(0-1)* = 1%] =36 >0
El discriminante de la funcién es mayor a cero; por lo tanto, la funcién tiene extremo en este

punto.
En el punto P5(1,1):

A(1,1)=36[(1-1)-1%] =-36 <0
(1,1)=6-1=6>0

El discriminante de la funcién es menor a cero y la derivada f/, es positiva; por lo tanto, la

funcién tiene minimo en este punto.

Zpin=3-12-1-6-1-1+1>=-2

En el punto Py(1,-1):
A(1,-1)=36[(1-1)% - (-1)*| =-36 <0

(1,-1)=6--1=-6<0

El discriminante de la funcién es menor a cero y la derivada f/, es negativa; por lo tanto, la
funcién tiene maximo en este punto.

Zpax =312 (-1)=6-1-(-1)+13 =2

3. Encontrar el méaximo valor de la funcién:

z=4x%y — x3y — x%y?

184

Funciones de Dos Variables



Funciones de Dos o mas Variables CAPITULO 11.

En el interior del triangulo definido por las rectas x = 0; y = 0; x + y = 6. Se obtiene en primer
lugar las derivadas parciales:

fr= 2wy 3ty 2xp? = xp(6-3x- 29
, 0z 2 .3 2 2
fy:8—y:4x —x=2x"y =x*(4-x-2yp);
, 0%z
xx:ﬁZSy—6xy—2y2:2y(4—3x—y);
2
for = ;x_;y = 8x—3x% —4xy = x(8 - 3x — 4y);
” 822 2
fwza_yz:_u;

Se obtiene el discriminante:
— 42 2 2
A=x(8-3x—-4y)" +4x“y(4-3x-)
Los extremos solo aparecen en los puntos solucién del sistema. Se forma el sistema de ecuacio-

nes:
xy(8 —3x—-2y)
x*(4-x-2y)

0
0

Facilmente , se encuentra el par ordenado solucién del sistema P(2,1). El discriminante es igual:
A(2,1) =22(8—-3(2)—4(1))% + 4(2)*(1)(4—3(2) - (1) = =32 < 0

[322

ﬁ:LZZ :2y(4_3x_y):2(4_6—1):—6<0

y=1
La funcién toma valor maximo:

z=4x"y - Py +x°p? =x’p(d—x-p)=2%-1-(4-6-1)=4

Este valor se encuentra en el interior del triangulo, se debe realizar un andlisis en el borde del
triangulo; es decir, sobre las rectas dadas, la funcién es igual a cero, six =00y = 0.
Para la recta x + y = 6, se despeja y, se reemplaza en la funcién:

z=4x’y -3y + x%y? = x%p(4—x )
z:xzy(4—x—y) =x2(6—-x)(4—x—(6-x))
z=2x3-12x% = 2x*(x - 6)

En larecta x + y = 6, la variable z esta en funcién de una variable 'x’ y toma valores del intervalo
[0,6]. En los extremos del intervalo para x = 0y x = 6 la funcidn es igual a cero.
Se obtiene las derivadas:

7 = 6x% — 24x = 6x(x — 4); 7/ =12x-24=12(x-2)
z2’=0, para x=0 y x=4
z’(4)=24>0,
Por lo tanto, existe un minimo:
Zyin(4) = 2x%(x—6) = 2-,4%(4— 6) = —64,

Se observa, que en el triangulo ABC la funcién 'z’ tiene un valor minimo z = -64 en el punto
P(4,2), que estéd sobre la recta x + y = 6, y un valor maximo z = 4, en el punto P(2,1), en el
interior del triangulo.
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4. Encontrar los extremos de la funcién:
z=f(x,9)=3x> +3x’y —y° — 15x

Se obtiene en primer lugar las derivadas parciales:

’ _ 82 _ 2 . ’ _ 82 _ 2 2.
fx(x,y)—g—%c +6xy —15; fy(x,y)—ay—3x -3y5;
, 0%z . 0%z . 0%z
xx(xry):w:18x+6y; fyy(x’y):a_yz:_6y; fxy(xfy):m:6x
Se forma el sistema de ecuaciones:
3x2+2xyp-5 = 0
x2 _yZ = 0

De la segunda ecuacion resulta que: y =x oy = -x.

Reemplazando y = x en la primera ecuacién, se obtiene 5x> =5 = 0, x = +1; por lo tanto, se
obtiene dos pares ordenados A(1,1), B(-1,-1), en los cuales puede existir extremo.
Reemplazando y = -x en la primera ecuacién, se obtiene x> —5 =10, x = +V/5; por lo tanto, se
obtiene dos pares ordenados C(\/g,—\/g), D(—\/g, \/E) , en los cuales puede existir extremo. Se
analiza cada uno de los puntos obtenidos en la resolucién del sistema:

A=s>—rt= x/}/}z ~ fixfoy = 36x% - (18x + 61)(-6y) =
En el punto P (1,1):
A(1,1) = 36(1)% = (18(1) + 6(1))(=6) = 36 + (24)(6) = 6(30) = 180 > 0

El discriminante de la funcién es mayor a cero; por lo tanto, la funcién no tiene extremo en este
punto.
En el punto P,(-1,-1):

A(=1,-1) = 36(=1)2 = (18(=1) + 6(~1))(=6(—1)) = 36 + (24)(6) = 6(30) = 180 > 0

El discriminante de la funcién es mayor a cero; por lo tanto, la funcién no tiene extremo en este
punto.
En el punto P5(V5,-V5):

A(V5,-V5) = 36(V5)% - (18(V5) + 6(-V5))(-6(-V5)) < 0

El discriminante de la funcién es menor a cero; por lo tanto, la funcién tiene extremo en este
punto. £/ = 18(V/5) + 6(~V5) = V512 > 0. La funcién tiene un minimo.
En el punto P4(—\/§, \/g)

A(=V5,V5) = 36(-V5)% = (18(=V5) + 6(V5))(—=6(V5)) < 0

El discriminante de la funcién es menor a cero; por lo tanto, la funcién tiene extremo en este
punto. £/ = 18(—V5) + 6(V5) = —V/512 < 0. La funcién tiene un maximo.
Los valores de la funcidn en los extremos:

fmin(x'y):_lox/g; fmax(x:y): 10\/5}

11.10.3. Ejercicios Propuestos de Extremos de una Funcién de dos o mas Varia-
bles

1. Analice los extremos de la funcién:
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a) f(x,y)=2x>+3xy+p*>-2x-p+1 a) flxy)=xt+pt—2x? +day —p?
b) flx,p)=x2+2p% —xy—x+4y—5 b) f(x,p)=x>+y>—xy+3x-2p+1
¢) f(x,y)=x*—6xy+y3+3x+6y ¢) f(x,p)=x>+p°—-3axy
D) flop)—dxys b el d) f(x,y)=x>+y?—xp-2x+7v
e) f(x,y)=(6-x-p)x°y’
e) f(x,y)=x*+y?+xy—6x-4y+5 ) floy)=1- 2492
f) fxy) = (x+9)*~(x+ 5y +x) Q) f(x9) = x° +y2 — 6xy — 2x + 48x
8) f(x,9) =sin(x) +sin(y) + sin(x +y) h) fxy) = xpX(a—x—p)?
") floy) = sinx)sinty)sinfa=x-y) i) f(x,y) = sin(x) + cos(y) + cos(x - y)
) floy) =+ dxy =150+ 12y J) f(ey)=sin(x)sin(y)sin(x+3)
) Sey) = e 1) -2 B fluy) = (-1~ 25
K fxy)=xp ll_z_j_ij_j ) f(x,y)=x*+p*—2x2 +4xy -2y
m) fley)= e

l) f(x,y)=e>*3(8x% - 6xy + 3p?)

»

SANE AR

10.

11.

12.

13.

14.

15.

f(x,v) = x> +3x%y + 4xy — 6xy — 3> — 15x — 15y
f(x,9) =x*+xy+y?—4In(x) - 10In(y)

f(x,y)=x=2y+In(y/x?+y?)+ 3arctan(£)

En una circunferencia inscribir u triangulo de maxima area.
Un namero a > 0 dividirlo en tres partes, en tal forma que, su producto sea maximo.

La suma de tres catetos es igual a 2s. Que tipo de triangulo, se debe escoger, para que su area
sea maxima.

Encontrar las coordenadas de un punto que este sobre la circunferencia (x — 6)? + (y — 1)> = 25
para que su distancia al punto A(0,—7) sea minima.

Encontrar las coordenadas de un punto que este sobre la pardbola para que su distancia al punto
A(4,1) sea minima.

En el plano Oxy encontrar un punto, M(x,y) para que la suma al cuadrado de sus distancias a
las rectas x=0,y=0,x -y + 1 = 0, sea minima.

Encontrar las dimensiones de una tina rectangular, la cual, tiene un volumen v’ tenga minima
de superficie.

Presentar un ndmero a > 0 en forma de producto de cuatro elementos positivos, en tal forma
que, su suma sea minima.

Encontrar el valor mayor y el menor valor de la funcién z = 2xy en el dominio cerrado D =
{(x,y);x2 +92< 1}.

Encontrar el valor mayor y el menor valor de la funcién z = 2x% - 2y? en el dominio cerrado
D= {(x,y);x2 +92 < 4}.

Encontrar el valor mayor y el menor valor de la funcién z = x3 + 8y — 6xy + 1 en el dominio
cerrado D ={(x,v);-2<x<2,-1<y<1}.

Encontrar el valor mayor y el menor valor de la funcién z = 1/4—x? —y? en el dominio cerrado
D= {(x,y);x2 +9? < 4}.
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11.11. Diferencial Completo o Total

11.11.1. Cambio de una Funcion de dos o mas Variables

Para definir el diferencial de una funcion de dos o mas variables, es necesario entender el cambio
(variacién) de una funcién de dos o mas variables. Para lo cual, se considera la funcién:

z=f(x, v)

Esta funcién es continua, lo que significa que, la funcién tiene las derivadas parciales de la
9f(x y) 9f(%y)
ox 7 dy
variables "x’,” y ' se les promueve un cambio Ax, Ay; por lo tanto, la variacién de 'z’ se lo puede

definir:

existen. Si a las

funcién f(x, y) y es por lo tanto una funcién C?, es decir:

Az=f(x+Ax, y+ AY) - f(x, p)

Esta férmula, no es muy amigable para realizar el analisis del cambio o variacién de la f(x, y), ya
que el cambio es causado por las dos variables al mismo tiempo, es justamente por este cambio
que, se realiza una transformacién en la férmula de Az; para lo cual, se aumenta y se disminuye

f(x, y+ay)
Az=f(x+ax, y+ay)—f(x, p)+ f(x, y+2y) = f(x, +AY)

Se asocia:
sz =[f(x+ ox, p+ay) = f(x, p+2ap)]+[f(x, p+2y) - f(x, 9)]

Como se puede apreciar, en el primer paréntesis el aumento de la funcién ’ z ’, se lo realiza
con y + Ay se considera como constante y ’ x ” es la variable independiente. Tanto en el primer
paréntesis, como en el segundo, se aplica el teorema Lagrange, la diferencia es que, en primer
paréntesis, es en funcidon de ’ x ’ y en el segundo paréntesis es con respectoa’y .

El teorema de Lagrange dice: Si la funcién y = f (x) es continua en el intervalo [a, b] y tiene su
derivada en el interior del intervalo, existe un punto en el interior del intervalo, un punto que:

flx+ax)=f(x) = f'(x)- ax
Se puede escribir:
[f(x+ax, p+ay)-f(x, py+4y)] = f{(x+01 Ax, y+Ay) - Ax

fx y+09) = f(x, 9)=f/(x, y+0,49) Ay

Los elementos 01,60, aparecen por la operacién de limites y sus valores estdn considerados en-
tre [0,1]. De las condiciones iniciales, f (x, y) es una funcién continua; por lo tanto, f/, fy’ son
continuas, en ese caso Ax — 0, Ay — 0; por lo que:

fi(x+01Ax, y+AY)-Ax = f(x, y)dx

£y, y+0289) 8y = f(x, y)dy

Estos elementos obtenidos, se reemplaza en la férmula de cambio:

Az=f{(x, y)Ax+fx, p)ay

11.11.2. Diferencial Total de una Funcién de dos o mas Variables.
La férmula para el cdlculo del aumento de una funcién de dos o mas variables:
Az=fl(x, p)ax+f)(x, y) Ay

De ella facilmente, se puede calcular el diferencial completo o total de una funcién de dos o mas
variables, ya que, si Ax — 0y Ay — 0, en ese caso, Az — 0, cuando esto pasa, se llega en un
momento, en el cual Az— dz, por lo tanto, Ax — dx y Ay — dy

dz=fl(x, y)dx+ f)(x, v)dy

188

Funciones de Dos Variables



Funciones de Dos o mas Variables CAPITULO 11.

De lo escrito, se puede concluir que, para pequefios aumentos de las variables independientes,
el diferencial total permite calcular el aumento de la funcién; es decir:

_9f(xy),  If(x )
dz= 5y dx + ox dy

En forma andloga, si u = f(x,y,z,- - ,t), su diferencial total es:

Ju Ju Ju Ju
du = xdx-l- gd})-i- Edz+---+ Edt

En forma mas simple:
du = f{(6,9, 2, Ddx+ £ (59,2, 0dy + £ (59,2 Ddzt -+ (5,92, )t

El conocimiento del diferencial de una funcién de dos o mas variables, permite calcular:

1. Los errores de calculo de la variable dependiente,
2. Se puede calcular un valor aproximado de cambio de la funcién:

Az=xdz

Az=f(x+Aax,0+4Y)— f(xy)=dz
flx+Aax,v+AY)~ f(x.y)+dz
flx+ax,y+ay) = f(xy)+ £ (x,y)dx+ f)(x,y)dy
3. Permite el calculo de la velocidad de cambio de la funcién con respecto a la velocidad de
cambio de las variables independientes; es decir:
du=fi(x,p,2- 0dx+ f (69,2 )dy + (69,2, )dz+ -+ f(x,9,2,-- t)dt
Se divide a ambos lados por el cambio de tiempo, en el caso de que u = f(x,y,z):

du ., dx dy dz
= flep A + iy 2 T

O escrita de la forma general, si u = f(x,y,2,-- - t):

Ju du du du
du = gdx-l- a—yd})-’- zdz-i-"'-l- Edt

11.11.3. Ejercicios Resueltos de Diferencial de Funciones de dos o mas Varia-
bles.

. . . X
1. Encuentre el diferencial total de la funcién z = —
y

Se encuentra los elementos requeridos:

Jz 1 Jz _ x

Car T
Por lo tanto: ) i y
dz = —dx—%dy = w

v Y v

2. Encuentre el diferencial total de la funcién z = \/x? + y?
Se encuentra los elementos requeridos:

9z__x 9z__ Y
dx /x2+y2' dy  xZ+y?
Por lo tanto: g p
iz x % dv = xdx +ydy

= dx +
Vx2+y2 Vx2+y2 g Vx2+y2

Funciones de Dos Variables 189




CAPITULO 11. Funciones de Dos 0 mas Variables

3. Si’ E’ es el voltaje en los extremos de un cable de resistencia’ R’ y con una corriente eléctrica’
I’.Calcule el error al calcular ’ R’ de la relacién:

E
R==
I

Si los errores de medicién de’E’y "1’ son dE, dI.
El error estan definido por:

R
%:%100

La funcién del ejercicio, se lo define R = f(E,I):

JdR JdR
~dR=—==dE+ —=-dI
AR=dR 8Ed t o d
Se obtiene las derivadas parciales:
JR _ E JR 1
o 1%’ JE 1

Se reemplaza:

-
R~dR=~dE- —dI
. e

En la practica, se considera que los errores, son solo positivos y se suman, y por lo tanto, estdn
definidos como valor absoluto:

Si se considera que, E = (220 + 2) voltios, I = (30 +0,5) amperios

2 220-0,5
AR < ——=0,19

—+
30 302 <

Por lo tanto: 520
R= 30 +0,19~7,33+0,19 ohmios

Se obtiene el error de calculo:

AR _1dE EdI _dE dI

— -t o<+

R-IR I2R™E I
R dE| |dI 2 05
IAR] 9o < | MEL, 141] ~100:[—+—]~100z0,026~100:2,6%
R E I 220 30

El error de célculo no sobrepasa el 2,6 %

4. El periodo T de oscilacién de un péndulo bajo la premisa de que dngulo sea pequefio ( menor a

20°) es:
T=2mn i
8

Donde, 1- longitud del péndulo; g aceleracion de la gravedad. Defina el error de calculo de AT
si l,g estan calculadas con un error dl, dg. Se conoce, que:

aT JaT

AT =dT = Wdl-}_ a—gdg
Se obtiene las derivadas parciales:
JaT
Jl I g g
2. [Z
g
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Se reemplaza:

Se divide 'T” para calcular el error relativo:

ar TN @) g tag) 1 _ds)
(s

T I 21\g g2

4T o] 1t s

T I g l g
El valor del error relativo en el calculo del tiempo de oscilacién de un péndulo, no sobrepasa la
mitad de la suma de los valores relativos de los errores que se comete la medirly g.

5. Se mide los catetos a,b de un triangulo rectdngulo. Cual es la influencia que tiene el error de
medida en el cdlculo de la hipotenusa c aplicando el teorema de Pitdgoras?

Se debe encontrar el aumento Ac de la funcién:

c=Va?+b?
ademads, se conoce que, Ac = dc; por lo tanto:
ada bdb
dc= +
Va2 +b2 Va2 + b2
go_ oda bdb
c c

6. En un triangulo rectangulo son conocidos la hipotenusa ¢ = 6.005 [m]; el angulo f = 61°, encon-
trar el valor del cateto a, adjunto al angulo f.

cosf = % —a=ccosf =6cos(60°)=3
T
180

Se puede calcular un valor aproximado de cambio de la funcién, en este caso z = f(c, f):

da=dccosf—csinBdp =0,005cos - 6sin(60°)

Aa=~da

Aa=f(x+2ax,9+Ay)- f(xy)~da
flx+2ax,9+Ay) = f(x.y)+da
fx+ax,y+ay) = f(xp)+ £ (x,y)dx + f(x,9)dy

f(6+0,005,60°+1°) =~ f(6,60°)+dccos § —csin fdf

TC

f(6+0,005,60° +1°) ~ 3+ 0,005 os(60°) ~ 6sin(60°) 7

V3

f(6+0,005,60°+1°)~3+0,0025—- 670,0174 ~x 2,912[m].
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7. Calcular, que error absoluto y relativo, se comete en el cdlculo del volumen de un paralelepipedo
perpendicular de lados con medidas: x = 4,1+0,1, y = 3,2+0,1, z = 8,4+0,2. Se calcula, en funcién:

flx+2ax%,9+Ay,2+A2) = f(x,9,2) + AV

flx+ax,y+Aay,z+02) = f(x,9,2) + f{(x,9,2)dx + f(x,,2)dy + £ (x,9,2)dz
Flx+ax,p+Ap, 2+ A2) ~ (4,1)(3,2)(8,4) + (3,2)(8,4)(0,1) + (4,1)(8,4)(0,1) + (4,2)(3,2)(0,2)
f(x+Ax, v+ Ay, z+ Az) =110,2+ 8,765 =118,965

En base a lo calculado, se tiene:
|av] = 8,765 < 8,8

|av] 8,8

— . — 80
1102 - 110,2—0,08 100=8%

8. Encuentre el valor aproximado de (1,02)0!

Se analiza la funcién tipo f(x,y) = x¥. Como cumple las condiciones de una funcién en el punto
(1,3), se puede escribir:

af ~df
Af = flx+Ax,v+AY) - f(xy)~=df
fx+Aax,v+Ay) =~ f(xy)+df

flx+ax,y+ay) = f(xy)+ £ (xy)dx+ f,(x,p)dy

Se encuentra el diferencial:

df = f{(x,y)dx+ f(x,y)dy = px? L dx + x¥ In(x)dy

flx+ax,y+ay)~ f(1,3)+px¥ Ldx + x¥ In(x)dy

flx+ax,y+ay)~13+3-12.0,02+1°-In(1)0,01 = 1+ 0,06 + 0 = 1,06

9. Encuentre el valor aproximado de /(6,2)% +(8,1)?

Se analiza la funcion tipo f(x,v) = y/x? + p2. Como cumple las condiciones de una funcién en el
punto (6,8), se puede escribir:

Af =df
Af = f(x+Ax,v+4y)— f(xy)=df
flx+Aax,y+Ay)~ f(xy)+df

flx+ax,y+ay) = f(xy)+ £ (x,y)dx + f)(x,y)dy

Se encuentra el diferencial:

’ ) X
df = fl(x,p)dx+ f,(x,y)dy = dx+ —2dy

a dx+ Y
NN

flx+2ax9+AY)= f(6,8)+ dy

1
(6, 2)2 + (8, 1)2 =~ 62 + 82 + 62— W (de +ydy)

1
(6,2)2+(8,1)2 ~ 62+82+ﬁ(6-0,2+8-0,1):10+0,2:10,2
6-+8
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10. La altura de un cilindro, en cierto momento ¢y, es de 50 [cm] y crece a una velocidad de 10
[cm/seg], el radio de la base, en el ; es igual 8[cm] y disminuye con una velocidad 0,5[cm/seg].
Con que velocidad cambia el volumen del cilindro? El volumen del cilindro, se lo define:

V=mnr’h
Se encuentra las derivadas parciales:
A% A% 2
F 21xy; e Y
av dr dh
— ’ ,h - 7 ,h _
T 271t-8-50(-0,5) + 7287 - 10 = 240 - t[cm’/seg].

11. Calcular el error de calculo de un cono cilindrico, sir = 10,2 [cm] y su directriz | = 44.6. Consi-
dere di = dr = 0,1 [cm]. El error a calcular estd basado en la férmula:

212 _ 2
V:TCT 12—r
3

Los aumentos de dl corresponde un aumento de AV su valor es el valor del error pedido en el
calculo del volumen; por lo tanto:
AV =dV

Se obtienen loe elementos necesarios para reemplazar en la férmula:

AV ~dV = f/(r,)dr + £/ (r,1)d]

7 r?(=2r) ) r?l ]
dv ==||2rVI2 -2 + dr + dl
3 [( 2VI1?2 — x2 Vi2 -2

2_.2y_ .3 2 2_ 2.3 2
verF 2r(lc—r°)—r dra " l gl 2rlc —3r dra " l di
3 12 _42 ViZ -2 3 12_42 12_42
(2r12 = 3r3)dr + r?1dl
12_42

i
av=—
3

Los errores se suman; por lo tanto:

rre|dl|
3VIZ—¢2

Se reemplaza los valores dados y se obtiene [dV|<116,8 [cm]y en AV =116,8 [cm]

|dV|= (212 +3r% +71)
12. Encuentre el diferencial completo de la funcién dz :
z=In(x>+ yz)
En el punto Py(1,0) para cualquier aumento de dx y dy. Para el calculo del diferencial, se aplica:
dz = f(x0,90))dx + £,/ (x0,90))dy

En este caso, se tiene:
flx,v)= ln(x2 +y2), x90=1, 00

Se obtiene las derivadas parciales:

) 2x ) 21
fi(xy) = 212 f:(1,0) = 12502 =2

’ 2}’ ’ 2-0
Wy =gy KOs

Se reemplaza:
dz = fx,(XO,yo))dX + fy,(XO,yo))dy =2.-dx+0- dy =2dx
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11.11.4. Ejercicios Propuestos de Diferencial de Funciones de dos o mas Varia-
bles.

1.

10.

Encuentre el diferencial de:
1
— l. z2=2 ——
Loz=xy VxZ+y?
2. z=3x>-2xy+5p>+y -2 v
2. 0= arctan(—)
3. z=yp* x

RT 3. u=+x>+y?+22

4. p = — R = constante.
v 4. z=xsin(y)
5. u=xyz
5. z = sin(x)sin(y)

Encuentre el diferencial total de la funcién:

(5 )reretan(2)
z = arctan| — |+ arctan| =
v X

encuentre el aumento AZ y el diferencial total dz de la funcién:
+
z=21Y
x-¥
Y calcular para los valores: x =1,y = 3, Ax=0,01, Ay=0,02

La medida del radio de la base de un cono circular es r = 10,2 + 0,1[cm], de su directriz [ =
44,6 +0,1[cm].Encuentre su volumen y defina el error absoluto y relativo de los cédlculos.

La aceleracién de la gravedad, se calcula con la férmula :
1 2
=_g.t
s 5 I

Encuentre el valor del error relativo de los calculos realizados.

En un triangulo, se mide los catetos b,c y el angulo a entre los catetos, con un error Ab, Ac, Aa.
Encontrar el error de célculo del tercer cateto al utilizar la férmula:

a= \/bz +¢2—2bccos(a)

. Calcular los valores de sin utilizar calculadora o algin programa matemaético:

1. z=tan(47°) + cot(46%) 1. z=In(vT,02— 30,97 + 1)

5, 201-1,03 04
"7 (2,01)2-(1,03)2 2. z=—"—

2,02
3. z=(1,02)3(0,99)* .

3. z=

4. z=(1,002)(2,003)?(3,004)3 (4,02)2 1 (9,02)2
5. 2=1+/(4,05)% +(2,93)2 4. z=(0,97)1-05
6. z:\/(1,03)3+(1’97)3 5. z=1In(v1,02- /2,02 +1)
7. 2=+/(4,05)2+ (2,93)? 6. z=(0,97)%(2,02)*
8. 2= (1,027 +(1,97)° 7. z=1In(+/1,02 - 30,97

_ . 2, 3
9 7= (0’97)2 _ (2,02)2’02 8. 2=(1,002)-(2,003)--(3,004)

Encuentre el error absoluto y relativo en el calculo del volumen de una esfera de didmetro d =
3,7+0,05y =314

Encuentre la velocidad de cambio de z = 1/x2 + yz, six = cos(t), y =sin(t)

La altura de un cono h = 10 [cm], el radio de la base R = 5 [cm. Como cambia su volumen, si la
altura aumenta en 2 [mm], y el radio la de base cambia en dos milimetros.
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11.12. Funcién Implicita de dos o mas Variables

La funcién implicita, es aquella que tiene la forma:
F(x,y)=0
Ademas, la funcién es continua y tiene las derivadas parciales; por lo tanto, es una funcién C?:

JF(x, y) JF(x, y)
ox 7 7y

Con la condicién adicional de que:
JdF(x, v)
9y
Se considera también, que y = f(x), lo que permite, escribir:

F(x, f(x))=0

El lado izquierdo de estd identidad, es una funcién compuesta con respecto a ~ x ’; por lo tanto,
depende en forma directade’x’edey =f(x).

Una forma rédpida de definir, si una funcién es explicita o implicita, es cuando, de la funcién F(x, y)
se puede facilmente despejar una variable, cualquiera de ellas; en ese caso, la funcién es explicita,
si no se puede, se denomina funcién implicita.

Se considera que, para la existencia de la funcién implicita dada en la forma:

=0

F(x,y)=0
Debe cumplir las condiciones:
1. F(XO, yo) =0

2. Es una funcién continua en la cercania del punto (xq, vg)

3. En la cercania del punto (xg, yg) tiene derivada continua F;’} y es diferente de cero en el punto
(x0, Vo), ademas, en la cercania de x = x existe exactamente una funcién y = f ( x ) continua,que
cumple la condicién yg = f(xg) y F(x, f(x)) = 0. para todo valor de x de esa cercania.

Para encontrar la primera derivada, se aplica la férmula del diferencial; es decir, en su forma gene-
ral, es:

dz Jz dz dz
dz=——dx+—dy+=dz+---+=dt
2= x+8y yrodztot—
En este caso, z = F(x, y) y como la funcién es implicita, lo que significa que, z = 0, se obtiene:
dz dz
dz = adx+ 3 dy

Se deriva ambos lados con respectoa’x :

dz dz dx dz dy

dx " ox dx oy dx

Como, F(x, f(x)) =0y % =7y’, se obtiene:
JdF(x, v)
aF(X’y) aF(x'y) ) _ ) _ 8x _ FJ,C
x oy VTV T Ry T h

Para obtener la segunda derivada, se vuelve a derivar a ambos lados:

0z az,'_ ,
55| o
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Se aplica propiedad de la derivada de una suma:

[3F(x, z/)]'+ [8P(x, y)y,]' 0

dx dy
La derivada de M es
ox
OF(x, y)|' _[PF(xy)  PFxy) | _PFlxy) F(xy)
dx | Idxox dydx ~ ox? dydx
La derivada de I 3) es
dy

IF(x, p)| _[P*F(x, p)  *F(x, ) ,
dy | 9xady i Iy? y

Se reemplaza:

2 2 2 2
d°F(x, ) . d°F(x, ) - 9°F(x, y) . 0“F(x, y)y, Y
Ix? dyox Ixdy dy?

82F(x' 3’) 82F(x' 3’) ) aZF(X' 3’) ) azp(x' y) 72 aF(x’ }’) 7
axz dyox v dxdy v dy? yor Iy

P’F(x,y) PF(x,y) , *F(xp) , [IF(x )] ,
o P ayax Yt o Y +[ 7y ]3’ =0

Esta propiedad, se lo escribe de otra forma, que es mas facil de recordar:

7 V7] 72 ).
Fox+2F0y +F v+ F,p" =0

Se despeja y”: ,
”_ _Fmc +2F v +Fyp

Se reemplaza y’:

,\2 2F) F F/ F2
F/. +2F; (—F—’/‘)+F” (—i) F),c,x_( Xy/ x)+[ szx ]
xx xy p}'} vy p}'} F Ey

y == 7 = 7
Fy Fy
Finalmente: , ,
. FELE?—2F)FF +F)F2
Yy =- 3
F?
En el caso de que :
F(x,v,2)=0

Donde, z = f(x, v), con lo cual, se puede escribir:

F(x, 9, (x,))=0

La férmula de la funcién dada, represente una ecuacién implicita, y eso esta simbolizado con la
variable " z ’, ya que esta estructura con las variables "x, y’. Para encontrar la derivada de esta
funcién implicita, se la puede derivar con respecto’x’ 0’y ".

JdF(x, v) . JF(x,y) dz _

dx 0z .5_0

En forma similar:

JdF(x, v) N JF(x,y) dz _

9 oz oy 0
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Con la condicién de que:

IExy) o, 0
dz O Z
Con lo cual, se obtiene las féormulas:

0z F, dz _ E,

ox  F; dy F

Hay que recordar, que todas estas férmulas, se obtuvieron del teorema de una funcién compuesta.
La funcién es continua y existen sus derivadas parciales de las variables que aparecen en la estruc-
tura de la funcién.
Al generalizar la derivada de una funcién implicita de mas variables, no debe presentar dificultad
al estudiante.
Si dada es la funcién:

F(xq1, %, x3,°+, Xp, u)

Lo cual indica que, es una funcién de (p + 1) variables y debe estar definida en un dominio W, en
un espacio Euclidiano de (p + 1) dimensiones de RP*!. La funcién F(x;, x5, x3,--, Xp, u) cumple
las condiciones:

1 F”, 1, 10 0 0y =g

2. Es continua en cierta cercania del punto Po(xgo), x(zo), x(30), e xéo), u(O))

3. Tiene derivada continua F; en la cercania del punto Py y ademds, es diferente de cero.

En el espacio R? existe una cercania del punto Qo(xgo), x(20)’ ng), . x;)O)), en el cual , est4 definida

exactamente una funcién de variables u = f(x1, x5, x3,---, xp) continua y que cumple la condicién:

0 0 = 0)
F(xl,' X2, X3, xp’f(xl' X2, X357, xP)):O’ f(x(l )’ x(Z )’ X3,"', xé ):u

Siademads, existe en la cercania del punto P, las derivadas parciales continuas Fy , Fy , Fy, -+, P,’CP,F;;

y en la cercania del punto Qy, la funcién f(x1, x5, x3,---, x,) tiene todas las derivadas parciales de
primer orden, son continuas, en ese caso, la derivada, se expresan:

F}’Cl(xl’ x2; X3,“‘, xp)f(x]: xZ; X3,“‘, xp))
Fi(xi, 3,00, xp, f (%1, X2, X3,7++, %p))

fx,l(xlf X2, X350y xp) ==

F;cz(xlr X2, X357, xp'f(xll X2, X350, xp))

Fiy(x1, o, xp, f (X1, X2, X3,++, Xp))

Fy’cp(xl’ X2, X3, Xp, f (X1, X2, X3,07+, Xp))

Fit(xlx X250 xp’f(xll X2, X350, xp))

fi, (X1, %2, x3,00, xp) = =

Como en el caso de una funcién implicita de dos variables, muy a menudo en el cdlculo de derivadas
parciales

11.13. Extremos de una Funcién Implicita
Dada es la funcién implicita y = f(x) de una variable, definida con la ecuacién:
F(x,v)=0

Donde la funcion F es clase CZ%; es decir, es continua y tiene la derivada de primer y segundo orden,
en cierto dominio D. Derivando ambos lados de la identidad:

F(x, f(x))=0

Se obtiene:
I T
TV dx
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Por lo tanto: p ,
y PX 7

< =-2, F #0

dx F, y

La condicién necesaria para la existencia de extremos de una funcién f(x), es que, f’(x) = 0, en este
caso, F;(x, y) = 0; por lo tanto, los puntos posibles de extremos (x,, ¥.) , se obtienen del sistema:

F(x,y)=0, Fy(x,y)=0

La solucién al sistema de ecuaciones mencionados, se obtiene los puntos (x,, v.). Para definir si en los
puntos encontrados, se tiene un extremo, se obtiene la segunda derivada, que tiene la forma:

Fl +2Fy +F)p? +Fyy” =0

Pero como ’—d—y—O
VT AT

Fa F/ #0

FLtBy'=0—y'=-3

Lo cual, permite:
d2
(—Z) >0
dx XerYe

La funcién F(x,y) tiene un minimo y si:
d?y
=3 <0
dx orde

La funcién F(x,y) tiene un maximo.
11.13.1. Ejercicios Resueltos de una Funciéon Implicita
1. Encuentre la primera y segunda derivada de la funcién:

y=x+In(y)

La ecuacién se la puede escribir en la forma:

y-x-In(y)=0
Por lo tanto: o 0 1 1
F(x,y)=y—-x—In(p), Z:_l, 8_31:1_;:3)7
En consecuencia:
) _dy B -1y
Tdx T F) y-1 y-1
v
La segunda derivada:
" _ J v d VY , (y_l)]_yl_ v
_ax(y—1)+8y(y—1) y =0+ v-12  (y-1)

2. Obtenga la primera derivada de y® — 4xy + x? = 0. La ecuacién, se la puede escribir en la forma:
F(x,v) = 9> —4xy + x°

Se calcula:
Fi(x,p)=—-4y+2x, F)(xy)= 3y —4x

Se obtiene y’:
dy F, 4y-2x
e L et
P F, 3y?-4x vy
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Se aplica un segundo método para obtener la primera derivada. En funcién de las definiciones
dadas, en toda funcién implicita, se tiene que: y = f(x), en este caso; por lo tanto, se puede,
escribir:

F(x,p) :y3—4xy+x2

F(x, f(x) = (f(x)) - 4xf (x) + x* = 0
Se deriva la identidad con respecto 'x’, pero hay que recordar que : y = {(x).
3(f(x))%- f/(x) = 4f (x) - 4x- f'(x)) + 2x = 0

Se tiene, un elemento en comun f(f’(x)); por lo tanto, se aplica distributiva:

F/(0)(3(f(x))? - 4x) = 4f (x) — 2x
Se regresa en funcién de y:

,  4y-2x

VB(f(x)?—4x)=4p-2x, Y= 37 _ax

2

s d©s
3. Encuentre FITH para el valor t = 1,s = 3, de la estructura:

(s—t)st=3(t+1)=0
Se escribe el ejercicio en la forma:
F(t,s)=s*t—st? =3t -3
Se encuentra la derivada parcial:
Fl=2st—t>=(25s—-t)t, F.(1,3)=5%=0

Se debe considerar, que la solucién del ejercicio, en la cercanfa del punto (1,3), t#0 p 2s=t.
Se deriva la ecuacién F(t,s) = 0 con respecto a t (se recuerda que " s’ es funcién de t):

F(t,s)=s*t—st?—3t-3

(2st— tz) ds

E+(52—25t—3)=0

Por lo tanto:
ds —s>+2st+3

At~ (25— 1)t

Se obtiene la segunda derivada, para lo cual se utiliza la ecuacién:

(2st—t2)§+52—2st—3:0

d%s ds ds\? ds ds
2st—12) = + (25— 2) — +2t[ = | +2s— —2t— —2s=
(s t)dt2+(s )dt+ (dt)+sdt tdt s=0

d?s ds\’ ds
— 2 P P — - —
(25t 1) T +2t(dt) +A(s=)7 ~25=0
Se aplica finalmente asociativa , distributiva y se obtiene:
2
ds ds
d25_ t(ﬁ) +2(S—t)E—S
a2~ (25— t)t

Al reemplazar los valores t = 1, s = 3, facilmente se obtiene:

ds d*s 6

dt 7 de2 5
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4. Encuentre la derivada de primer orden de la funcién z = f (x,y):

e =3x-2y+z

Es una funcién implicita con relacién a ’ z ’, Se escribe:

F(x,y,z)=e*=3x+2y—z, F,=-3, F, =2, F=¢-1
Por lo tanto:
Jz -3 Jz 2

dx -1 dy -1

5. Encuentre las derivadas de la funcién z = {(x,y):
X%+ yz +22=R?
No es una funcién implicita pero por facilidad, se la puede considerar, como tal. Se escribe:

F(x,v,2) = x2 +y2 +2z2 - R?
Por lo tanto:

dz  x dz

w2 w oz

Se deriva nuevamente y se recuerda que 'z’ es funcién de ’x,y’, se obtiene:

X
822 Z‘l—xa_ Z'l—x(—;)_ 22+x2

ox? z2 B z?2 B

z p—
ay? ) T 22 - 23
dz
= y
9’z __Z 0 *9 __z O_X(__)__xy
dydx 22 z2 -8

6. Encuentre las derivadas parciales de la funcién:

In(xyz)+xz=0 x>0, y>0, z>0

Escribe la ecuacion en la forma:

z=f(x,v) =F(x,v,2) = In(xyz) + xz

Ademas, se obtiene F}, para definir su dominio:

1
F(x,9,z) =In(xyz)+xz— F,=—+x20, xz=z-1
z

Se deriva la ecuacién teniendo en cuenta el dominio y que ademas, In(xyz) = In(x) + In(y) + In(z);
por lo tanto, se obtiene:

l+1’++ =0
-+ =2 Z+Xz, =
x zx X

De donde , se despeja la derivada:

Ahora se derivada la ecuacién con respecto y:

1 1, ,
—+—z},+xzy:0
vz

Se obtiene:
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Deseando obtener zy,, de la expresién:

z
Zy=———xz,+2z=0
x

Al derivar con respecto a 'x’, se obtiene:

’ _ / ” ) _
Xz, +z2=0-—>2z, +xz,, +2, =0

Se despeja:
2=
X
Deseando obtener z, de la expresion:
z;:—z —xz,+2=0

Al derivar con respecto a 'y’, se obtiene:
” ) _ ”o_ ’
XZyy + 2y =0 — X2, = =2,

Se reemplaza:

2" _ zx _ z _
y x yx(1+xz)  y(l+xz) ¥
Finalmente, para obtener Z;’y, se deriva la expresion:
1 1, )
—+-z,+xz,=0
y oz
Con respecto y:
1 1 ’\2 1 2 ”
—? - Z—z(zy) Ty Tz = 0

Y teniendo en mente la relacion de z}’,, se obtiene:

o 2(2+ 2xz + x°2%)
vy }12(1 +xz)3
7. Analice los extremos de la funcién implicita dada por la ecuacién:
X -2x-29+9°+1=0
La ecuacién se la escribe en la forma:
F(x,p)=x>-2x+p*-2p+1
Se obtiene las derivadas parciales:
r’

X

(y)=2x-2, Fj(xy)=2y-2, F(xy)=2

Para encontrar los extremos, se forma el sistema de ecuaciones:

x?-2x-2y+y?+1 0
2x-2 = 0

El sistema tiene dos soluciones A(1,0), B(1,2). Se encuentra el valor de la segunda derivada en
los puntos encontrados:

f,,__F;’x(LO) 1 s FL(L2)
AT R0 T BT OF(L2)

En los puntos A, B la derivada F” es diferente de cero, por cada uno de estos puntos pasa la
funcién implicita. En el punto A, la funcién tiene un minimo local, en el punto B, la funcién
tiene un maximo.
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8. Analice los extremos de la funcién implicita dada por la ecuacién:

x2—2xy+2y2+2x+1 =0
La ecuacion se la escribe en la forma:
F(x,9) = x* = 2xy + 29> + 2x + 1
Se obtiene las derivadas parciales:
Fi(x,v)=2x-2y+2, F;(x,y) =4y-2x, F, (x)=2,
Para encontrar los extremos, se forma el sistema de ecuaciones:

0
0

x?-2xy+y?+2x+1
dx -2y +2

La solucién al sistema, da todos los posibles puntos en los cuales puede existe un extremo. El
sistema tiene dos soluciones A(-3,-2), B(-1,0). Se encuentra el valor de la segunda derivada en
los puntos encontrados:

N:_F)’C’X(_?,’_z) — //:_F;clx(_llo) - _
AT F-3,-2 7 BT F)(-1,0)

En los puntos A, B la derivada F” es diferente de cero, por cada uno de estos puntos pasa la

funcién implicita. En el punto A, la funcién tiene un minimo local, en el punto B, la funcién

tiene un maximo.

9. Analice los extremos de la funcién implicita dada por la ecuacién:

5x2 +5;u2 +522 —2xy—-2xz-2yz-72=0
La ecuacién se la escribe en la forma:
z=f(x,9) = F(x,9,2) = 5x> + 5p% + 52% - 2xy — 2xz — 2pz - 72
Se obtiene las derivadas parciales:
F,=10x-2y -2z, F; =10y-2x-2z, F,=10z-2x-2y,

Para encontrar los extremos, se forma el sistema de ecuaciones:

5x% +5y? + 522 - 2xy —2xz—2yz—-72 = 0
10x-2y-2z = 0
10y-2x-2z = 0

Las soluciones del sistema son las soluciones (1,1, 4),(-1,—1,—-4), el estudiante debe demostrarlo.
Se obtiene el valor la derivada parcial F}, en las soluciones:

F)(1,1,4)=36%0, Fi(-1,-1,-4)=-36=0,

Como F] # 0, esto indica que, por estos puntos pasa la funcién implicita analizada. Se analiza el
discriminante:

s =w(x,2) = (f1))* - firfyy
Se obtiene las segundas derivadas parciales:

2z 4

F!/
n o Pxx nmo_ " YY fu _ Xy
xx pé’ vy - F,’ xy pé’

Por lo tanto: R
7’ 27 17
9 e (ny) _FxxFyy

o =w(x,9,2) = (fy)* — fixkyy = F,
z

202
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Se encuentra los valores del discriminante y de las derivadas parciales, en los puntos(1,1,4),(-1,-1,-4):

F/ =10, FJ,=10, F/,=-2,
4-100 96
s=w(1,1,4) = =- <0
(36)2 (36)2
4-100 96
S=w(-1,-1,-4)= =- 5 <0

©(-36)2  (-36)

En ambos casos, el discriminante es negativo, por lo tanto, existe extremo en el punto (1,1,4), en
este punto un méximo y en el punto (-1,-1,-4), se tiene un minimo.

’ F/.(1,1,4) 10 » F/.(-1,-1,-4) -10
1xx:_m:_%<0’ 2xx:_m:___36>0
10. Encontrar los extremos de la funcién implicita de ecuacién:
x?—2xy-3y>+4=0
Para resolver el ejercicio, se aplica las condiciones dadas:
F(x,v) = x> —2xy—3p* +4
Se encuentra las derivadas con respecto x e y:
Fy(x,p)=2x-2y Fy(x,)=-2x-6y Fre(x,y) =2

Se forma el sistema de ecuaciones, que permite obtener los puntos en los cuales podria haber
extremos:

F(x,9)=x?>-2xy-3y°’+4 = 0
F,=2x-2y = 0
Hay resolver el sistema se obtiene dos puntos P;(1,1) y P,(-1,-1):

CEALY 1, FAL-D) 1

’ 7
Joi = Fj(1,1) ~ 4 foi = Fj(-1,-1) = 4

Para definir que extremo se tiene se aplica:

x )__F;’z(x,y)__ 21
oy = Fj(x,y)  —-2x-6y x+3y

En el punto P, o(x,vy)> 0 es un minimo, en el punto P, o(x,v) <0 es un maximo.
11. Encuentre la primera y segunda derivada de la funcién implicita de ecuacién:
x*+2xy-3p>=0 en el punto (1,1)
Se deriva con respecto a’ x ’ y se recuerda que, ’ y ’ es funcién ’ x ’; por lo tanto:
3x% + 2y + 2xy’ — 69y’ = 0; v’ (2x - 6y) = —(3x% + 2p)

) 3x2+2y
2x-6y

~3-12+2-1 5 5

=S e T

Se vuelve a derivar con respecto ’ x ’, recordando que, ’ y ’ es funcién 'x ’; se tiene:

, (6x+29)(2x - 6y) — (3x% +2p)(2 - 6)
y == (2x—6)2

Se reemplaza el valor de y’ y el punto dado:

,,__[(6.1+2-2)](2-1—6.1)—(3.12+2.1)[(2_6Z)]
a (2-1-6-1)2
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1

10 30 150
e plen-ele-P)| (a5
Y’ = = 1 =
10 30 1
[(6 T)]("4)_(5)[(2"Z)] _24—10—10+%0
y = — 4 = — 4 =
75 75
. —44+7__—44+7_E
y 5+ 1 =
11.13.2. Ejercicios Propuestos de una Funcién Implicita
1. Encontrar la derivada de la funcién %:
. Ax+By+C=0 . x_z_ﬁ_l_o b0
. x%+}1%=a% St b ,
2443 2 19 _
sinx—xcosy+1=0 2. 2y 4y +5xT-12=0

7.

. V+ye
6.

leny—yzlnx+l =0

Y—x=0

xeZ —yez" =0

(x? +y2 —ax)? —b%(x? +y2) =0

5.
6.

2cos(x—2y)-2y+x=0

xy+Iny+Inx=0

y+x—e% =0

1+y*-yp=0

2. Encontrar la primera y segunda derivada de la funcién dada y el valor de ellas en el punto dado.

1.
2.

[N}

(6}

x> +y?+2x—4y—1

x-y+Ilny=0

. In(y/x? +92) = aarctan(%)

. x2=3xt+t>-25=0, (0,5)

. tan(x+t)—xt—-1=0, (0,%)

1.
2.
3.

4.

xe¥ —y+1=0

1+xy—In(e? +e™)=0

€23 _10=0

X

X+ 2t

4
Z-Z—t+1=0, (1,2)
tx

[ 3220, (0,2)

3. Encontrar las derivadas parciales de la funcién implicita z = f(x,y) de:

1.
2.
3.
4.
5.

23 -3xyz-8=0
e +2zx=0
e¥+xy+2z=0

x> +2y3+2%-3xpz-2yp+3=0

3

xyz=a

4. Analice los extremos de la funcién implicita:

1
L x> +2xy+y?-4y-—=0

2.

22

4

x> +yt—4xy? =0

v3+2xy +x2

+xyz—xy?-x3=0

x2+92+22-2x-2y-2z+2=0

1. x2+
4

yZ

+22 -

ye? +ze3¥ = 0

10=0

e* = cos(x)cos(p)

Cx?+p?-8x—-4y+19=0

x> +y3-12xy =0

x?+92-22=0

6x> + 6y + 62> +4x -8y —8z+5=0

x2

a2

y2

R x

b2

ZZ
c?

-1=0
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3.
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Cambio de una Integral Doble a una Integral Reiterada

4.1 Ejercicios Resueltos de Integrales Dobles
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4.2 Ejercicios Propuestos de Integrales Triples
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12.1. Integrales Dobles

12.1.1. Integral Doble, Interpretacion Geométrica

Si’ D’ es un dominio regular o un dominio regular cerrado, a f(x, y) es una funcién limitada en
D. El 4rea’ P’ es un rectdngulo ( de lados paralelos a los ejes de coordenadas) que contiene a’ D ’. Se
simboliza por 1, a la divisién de ’ P’ en 1, rectangulos ( de lados paralelos a los ejes de coordenadas)

de los cuales m,, : Pl(n), Pz(n), Pl(n), e, P,S:l) son puntos que estan en el dominio ’ D ’. Siempre se cumple
la condicién: m,, < m,,.

Si 6511) es el drea de un rectangulo Pi(n); Ai-n)(xgn), ylm) es un punto cualquiera que pertenece al do-

minio ’ D’ que pertenece ademas al rectdngulo Pl-(n); 0, v es el cateto mas largo, de los catetos de los
) )

rectangulos P(n), Pz(n), P3( A Pn(1n,.

La suma S,, definida con la férmula: W;};}//M///////ﬂ

My

Sn _ Zf(xgn)’ }15”)) . 6$n)

i=1

Si para toda sucesién de la divisién 7, en tal forma
que, se obtiene el lim 6, =0, la sucesién S,;, es con-
n—o00

vergente a un mismo numero, sin importar la forma
de seleccién de los puntos Agn) ; en este caso, la fun- o) -’9{"3 éﬂ))
cién f(x, ) es integrable en la extensién * D ’, y al
limite de la sucesién S,;, se la denomina integral do-
ble de la funcién f(x, v) en el dominio ’ D ’ y su
simbolo es:

[[ e mr-do o [ s prixay
D D

Como ’ D’ es un dominio regular o un dominio re-
gular cerrado; por lo tanto, f(x, y) es continua e in-

tegrable en ’ D ’, en ese caso:
[ e vr-do= [ 03 paxay
D D

Lo que, ademas, se puede escribir en la forma:

my,
[ 79120 = {[ sex prdnay = tim s, = pim ) s, 1)- 01"
D D i=1

Figura 10.1

Si f(x, ) es una funcién continua y toma valores positivos (f(x, v) > 0), la interpretacién geométrica
de la integral doble Hf(x, y)dxdy es el volumen del cuerpo limitado por el dominio " D ’, que se
D

encuentra en el plano Oxy y la superficie z = f(x, ). Las superficies cilindricas, que se obtienen, al
trazar cada punto del borde del dominio’ D ’, rectas paralelas al eje Oz ( hasta el punto de corte con
la superficie z = f(x, v)).

En el momento, que:

flx 9)<0

Todas las sumas de la integral son negativas, a su limite; es decir, su integral doble representa el
volumen con signo negativo del respectivo cuerpo de base ’ D ’, limitado en su parte inferior por la
superficie z = f (x, y). Cuando la funcién f (x, y) cambia de signo en la extensién ’ D ’, la integral doble
es igual a la suma algebraica del volumen que se encuentra sobre el plano Oxy.
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En el caso, de que f(x,y) = 1, significa que, la super- zi
ficie tiene una ecuacién:

z=1

Entonces la columna limitada por el dominio’ D’y

[O e P

i
la superficie, es un cilindro de altura 1; por lo tan- : : 2
to, su volumen numéricamente es igual al drea del o E ! X
dominio’ D " ' .
pole D = le dxdy = dexdy Yy
D D
Figura 10.2

12.2. Propiedades de Integrales Dobles

Se considera que, los conjuntos que aparecen en las férmulas son dominios regulares, cerrados o
no y las funciones definidas en ellas, son continuas y limitadas. En ese caso:

1. HKf(x,;u)dxdy = kﬂf(x,y)dxdy k - constante
D D
2. jj v) +g(x,v))dxdy = [[ f(x,p)dxdy + [[ g(x,y)dxdy
D D

3. Silos dominios D; y D, no tienen puntos internos comunes; entonces:

_H f(x,y)dxdy = ij (x,v dxdy+_gf x,y)dxdy

D1+D2

4. Sim es la parte inferior de la funcién f(x, y) en el dominio’ D ’, a M es la parte superior de la
funcién f(x, y) en el dominio’ D ’, a |D| es el drea del dominio ’ D ’; entonces:

m-|D| < || f(x,p)dxdy <M -|D|
i

5. Si f(x,v) < g(x,v) en el dominio 'D’; entonces:

£ F(xp)dxdy < ﬂg(w)dxdy

6. Si f(x,v) >0,y el dominio D; estd contenido en el dominio D,; entonces:
[[ rexranay < ([ rospravay
D, D,

12.3. Cambio de Integral Doble a una Integral Reiterada

Se considera en forma permanente, que la funciones son continuas y limitadas en la extensién
analizada; por lo tanto:

1. Sila extensién * D ’ es normal con respecto el eje Ox con las ecuaciones: a < x <b, @(x) <y <

(x); entonces:
ffx, )dxdy = j ffx, )dy |dx
P(x)
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2. Sila extensién ’ D’ es normal con respecto el eje Oy con las ecuaciones: a(x) < x < f(x), c<y <

d; entonces:
(x)

ﬂf(w)dxdy:f ﬁ £ (xp)x |dy
D

¢ \a(x)

Las integrales definidas con las férmulas escritas anteriormente, se les llama integrales reitera-
das.

3. De las propiedades de integrales dobles resulta, que sila extensién ’ D ’ es un rectangulo definido
con las ecuaciones a < x < b, ¢ <y <d;entonces:

b( d il b
J)Jf(x,y)dxdy = J Jf(x,y)dy dx = CJ ZJ‘f(x,y)alx dy

4. Y siademas, la funcién f(x,v) = @(x)-(y), la integral doble es igual al producto de las integrales
unitarias:
b d
[] ot waxdy = [ puax [ pay
D a c

12.4. Cambio de Variables en una Integral Doble

En muchos casos y en especial cuando la extensién de integracién * D ’ tiene la forma de anillo,
circunferencia o partes de estds figuras geométricas, resulta muy cémodo en el calculo de la integral
doble introducir coordenadas polares:

x=pcos(0), y=psin(6)

En el cambio de variable se aplica el determinante de Jacobiano (J):

ox dx

a_p 00 cos(0) —psin(0)
(p, 0) @ @ sin(0) pcos(0)

dp 00

Lo que resulta que:
JI=lpl=p

En base a lo escrito, se puede escribir:

JD]‘f(x,}’)dxdy = {jf(pcos(@),psin(@))‘3((;:?)‘dpd9

Esta relacién, se la generaliza para cualquier transformacién:

x=pwv), y=9uv)

Relacionando el drea A en el plano uv con el area ’ D ’ en el plano xy, en esta forma, para diferentes
puntos del drea A corresponde diferentes puntos del drea D ’, a esta relacién, se lo denomina de
mutuo relacién.

v

Figura 10.3
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Ademds, se debe considerar que, las funciones ¢(u,v) v (u,v) son continuas, tiene sus derivadas; y
que ademas, el determinante de Jacobiano es diferente de cero:

Se tiene:

(x,y)
a(u,v)

’dudv

iff(x'y)dxdy = {ff(@(ufv)¢(u,v))

En forma similar, se lo realiza para una integral triple, es decir, las dimensiones de V en el espacio xyz
tiene la relacién mutua on V en el espacio uvw:

x=@uv,w), Purvw z=ow(uv,w)

Donde las funciones @(u,v, w), P(u,v,w), w(u,v,w) tienen su derivada parcial continua y Jacobiano en
el campo V :

ou ov Jw

d(x,9,2) dy Iy dy
= 7 = -7 -z 7 0
] a(u,v,w) du ov Jw ”
A
u ov Jw

Lo que resulta que:

B d(xv,2)
J]fx,y, z)dxdydz = I[[f (u, v, w)P(u,v,w)) 8uvw

Se debe indicar que, la relacién mutua entre A y D, no debe ser necesariamente mutua en los bordes.

dudvdw

12.4.1. Ejercicios Resueltos de Integrales Dobles.

1. Un paralelogramo cuya base estd definida por las rectas x = -1,y =-2,x =1,y = 2, quedo
cortado en su parte superior por la superficie z = 6 — x> — . Calcular el volumen del cuerpo que
se obtuvo? ( Ver figura 10.4)

De las condiciones dadas, la funcién toma valores positivos y de acuerdo a la interpretacién
geométrica de la integral doble, se tendria:

V= -U(6 —x?—y?)dxdy

D

En este caso, el orden de integracién es indiferente, ya que las variables x, y son constantes.
Ademds, el estudiante, ya en este momento, debe reconocer la funcién dada z =6 — x? - yz, que
es una paraboloide y por el signo negativo de la variables x, y la funcién tiene un maximo. El
orden de integracién, se lo realiza con respecto a la variable y:

v=2/ x=1 y=2 5 1
V= J LJ (6—x2—y2)dx]dy: f [6x—%—xy2} dy =
-1

y=-2 x=-1 y=-2
i~ 3 3
= | |{s0- 0 =) (st - 55 - ) ay -
y=-2
y=2
S(ERCIr
y=-2
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y=2
_ 1, 5 Z
—J[(6 3 y)+6 3 y]dy— £
y=-2 \\
s 34 377 : “\
_ 2% o2l gy =22, -0
_J[3 zy]dy‘[sy 23]2 4
y=-2 |
S8ty (52, 16) 108 Vi
- \3 3 3 3) 3 b

En el ejercicio, se lo ha resuelto tomando el

orden primero con respecto a x ( la integral L [l \\
interna) y después con respecto a y ( la in- r II p
tegral externa ). El estudiante, debe resolver H ! II

el ejercicio tomando un orden inverso al he- :I ' II

cho en este ejercicio y comprobar, si se obtie- no_ah e

ne el mismo resultado, para si demostrar una —_ ig.:f_

de las propiedades de integral doble. Vel 1 x

2. Calcular la integral doble: /2
V= JJ(ZX +y+1)dxdy Figura 10.4
D

Si el 4rea de su dominio es un triangulo de vértices A(1, 1), B(5; 3), C(5, 5).

Y

El 4rea de integracion es un triangulo. El orden A}
de integracién con respecto la variable ’ x " o la
variable 'y’ es indiferente, pero se debe recordar

que la primera integracién (integral interna), se

lo realiza en los limites de las variables y la se-
gunda integracion (integral externa) se lo realiza 3
en los limites constantes.

Si, se realiza la integracién primero con respecto

el eje " x ’; es decir, sera la integral externa y para

lo cual, se traza rectas perpendiculares al eje ’ x’ 1k
(la recta entre cortada) y se observa que, en todo

el intervalo del eje ’ x ’ cortan en dos puntos de

las mismas funciones; es decir: 0

Figura 10.5

V= (2x+y+1)dy |dx =

Primera, se calcula la integral interna:
y=x
J (2x+y+1)dy =

y:%(x+1)

2 y=x
2xy + % + y] =

y:%(xﬂ)

2

+1 11 1
:2x2+%+x—2x(x2 )—E(E(x+l))—§(x+1):

(16x2+4x2+8x—8x2—8x—x2—2x—1—4x—4):

| =
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1 2
:g(llx ~6x-5)
Segundo, se calcula la integral externa:
x=5 5
1 1711
vzgj (11x2—6x—5)dx:§[ x3—3x2—5x]1
x=1
_1(11 125 0 . +3+5)_1(11 124 )_
~ 8 ~ 8 3
1/11-
=_( 31_23)21.E:ﬂ
2 3 2 3 3

Si, se realiza la integracién primero con respecto
el eje "y ’; es decir, sera la integral externa y pa-
ra lo cual, se traza rectas perpendiculares al eje
"y’ ( las rectas entre cortadas 1, k) y se observa gk
que, en todo el intervalo del eje "y ’ cortan en dos 51
puntos de diferentes funciones y por lo tanto, se
tendria dos integrales dobles. Aunque el orden
de la integracién ha sido diferente, el resultado
tiene que ser el mismo; por lo tanto, el estudian-
te debe resolver el ejercicio y demostrar que es

verdad.
y=3 (x=2y-1 11-
V= J- J- (2x+y+1)dx|dy+ : 1
=t x=y o| 7 5 x
V(e Figura 10.6
+ (2x+y+1)dx|dy
y=3 =y

3. Dado un cilindro de radio " r’, su eje de rotacién es el eje Oy. Calcular el volumen de la parte del
cilindro que estd sobre el triangulo OAB, que es la mitad del cuadrado OABC de lado igual a ' r
’, que se encuentra en el plano Oxy.

La ecuacién de la superficie del cilindro es : x2 +
z2 = r%; por lo tanto, z = Vr2 —x2, donde 0 < x <
r, lo cual permite definir, que el volumen que se
busca es:

V= szdxdy = JI Vr? —x2dxdy =
D D

El 4rea de integracién es el triangulo OAB. La
seleccion del orden de integracién puede ser:

a) Facilidad de definir las variables de los li-
mites, o

A

b) Facilidad de calculo de la integral Figura 10.7a

En este ejercicio la funcién para integrar no contiene la variable y, la integracién con respecto y,
seria lo mas fécil, que integrar con respecto x.
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Para definir los limites de la integracién se utili-
za la figura 10.7b. La integral interna es con res-
pecto la variable y; por lo tanto, los limites de
integracién es de y = 0 e y = r. Los limites de
integracién con respectox son: x =0y x =r.

x=r (y=x
V:J de;} dx =
x=0  \p=0
r x
:J. mjdy dx =
0 0
r
- | () ax -

0

r 0 340 .
1 1[¢2 1 Figura 10.7b
= | xVr2-x2dx==-2 | Vidt=-Z|—| =27 8
2 213, 3
r2

3
s 2

Finalmente, el volumen es V = %r3. Como se puede apreciar, el resultado esta solamente en
funcién de’ r "y lo interesante del ejercicio, es que, en su solucién, no aparece 7t en el resultado.

4. Calcule la integral doble:
J‘ J‘ dxdy
A/10+2x +
D xry
Donde D esté limitado por el arco de una parabola, el eje Oxy -1 <x < 3.
Si se desea integrar con respecto la variables x y en funcién de la figura 10.8, se obtiene los
limites de integracién; por lo tanto, se obtiene:
J /
3 x? °
I | S
10+2x+y 10+ 2x + - s
D SRR T\ xry
3 7
x2
f 2[V10+2x+y] dx= 6
-1
> 5
= 2J (V10+2x+x? - V10 +2x)dx
-1 4
3 3
:2[V10+2x+x2dx—2\/ijv5+xdx :
-1 -1
Cada una de las integrales obtenidas, se las calcu- ?
la en forma independiente, la primera integral, es
una integral conocida: k
JVx2+2x+10dx:J-w[(x+1)2+9dx: -3 2 -1 0 1 2 3 X
Figura 10.8
1 9 3
w/(x+1)2+9dx=[Eoc+1hﬂx+1ﬁ+9+5h1(x+1)+ u+1ﬁ+9] =
-1
212 Integrales Multiples



Integrales Multiples CAPITULO 12.

= [%1/(4)2 +94 2In|(4) + 147 +9

9 9 9
= 10+Eln9—51n3: 10+Eln3

]—(0+§1n\/§)=

La segunda integral:

3 3 313
j\/x+5dx:j(x+ 5)%dx: [(x+5)5]
-1 -1

3
-1 2

:%((3+5)3—(—1+5)3):%(\/8_3_@):
=%(8\@—23):%(&2\5—8):?(2\5—1)

Finalmente:

ﬂ—d"dy - 2(10+21n3)—2‘5E(2\6_1) = 91n3—é(17‘8‘5)
X V10+2x+7yp 2 3 3

Cuando en la estructura de la integral doble, presenta elementos matematicos complejos de formas
geométricas, como, circulares, elipticas o hiperbdélicas , es de gran ayuda, el cambio de variables. En
un 70 a 80 por ciento de los casos reduce, significativamente, el trabajo de integrar. Entre las mas po-
pulares en su aplicacion, estéd el cambio polar; es decir, el cambio de su forma cartesiana representada
por pares ordenados (x, y) a la forma polar representada por: (pcos(68), psin(0)).

1. Calculé la integral H VXydxdy si el dominio * D ’ estd definido por las curvas y? = ax, y? =

D
bx, xy =p, xy =g,donde: 0<a<b, 0<p<gq.

Se forma nuevas variables " u’y ’ v’ segun las
formulas y? = ux, xy = v. 15 ]
Lo que se necesita es u (x,y) y v (x,y); por lo tan-
to, de la primera se despeja ’ x ’ y se reemplaza
en la segunda:
8 y? = bx
’ 10 1
yz =—Ux —>xXx= y— -
u Xy=p
Xy=4q
y?
XYy=v—>y-— =7 5 .
u D y* = ax
1 1
y3=v-u—>3}=u§v§
Ahora: :
Xy=v—y=" 0 5 10 15 X
2 v)?
1% ZMX—>(;) =ux Figura 10.9a
(vz) 3 2 1
— |l=x" —>Xx=7v3Uu 3
u

En este momento, se ha logrado establecer una relacién de ’ x ’ en funcién de (u, v); por lo
tanto, se debe encontrar una relacién para definir ’ y ’ en funcién de (u, v). Esto permite estar
en condiciones de realizar un cambio de las variables (x, y) a las variables (u, v), para aplicar en
la integral doble, se requiere encontrar el valor del determinante de Jacobiano; para lo cual, se
requiere encontrar sus derivadas parciales.

ox

ox _ L1403 = 2udyS
ogu 3"V g 3" 7Y
dy 1 _2 2 dy 1 1 2
-2 = 33 — = —1y3 3
ou 3"V gy 37"
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Se obtiene el valor del determinante de Jacobiano (J):

Jx

oJx 1

u_%v% 2 _%v_%
— — - —u
]_a(x,y)_ Ju dv |3 3 _‘ 1| 1
B(u,v) ay ay 1 2 2 1 12 3u 3u
7 —Z —U 3v3 —Uu3v 3
ou ov 3 3

La figura 10.9 representa el dominio’ D ’ en el sistema cartesiano, se debe obtener el dominio A

en el nuevo sistema:

2
y2:ax,—>—:a—>u:a
X

})2

yzsz,—>7:b—>u:b

Xy=p—v=p XYy=q—v=4q

El gréfico, en el nuevo sistema permite obtener la siguiente informacién; que tanto, la variable ’

u’ como’ v’ son constantes y por lo tanto el orden de integracién es indiferente.

Ya con todo lo que se ha hecho, es posible inte- Yy

grar en el nuevo sistema:

Jf\/@d"d}’:%jjﬁdujv: 3 )
A

D
b q
:lf J\/;dv du _ P
3 u 1
a \p

Figura 10.9b

(3 -p3)) 2= 2 (3 —pi Jn 2
92 -p?)|=-=5(a>-p?)In| ).

—lg(xz +9?)dxdy

Donde D est4 limitada por la ecuacién x? +y? = 2ax.

. Calculé la integral doble:

Se define que tipo de figura es el dominio D y sus elementos:

y

L 3

x2+3.)2 = 2ax—>x2—2ax+y2 =0
x> =2ax+y’+a’—a® = 0 — (x—a)’+(y-0)* = a?

La ecuacién representa una circunferencia de
radio R = a, su centro c(a,0).

En el ejercicio se aplica cambio de variable;
por lo tanto:

[+ yrxay = [[ @rpdpao
D A
ﬂp%zpde

A
Figura 10.10

ra toca definir los limites de integracién: 6 ¢ [_E'

para definir p se aplica la ecuacién de la

N|ZI‘
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circunferencia:
x* + % = 2ax —> (pcos(0))? + (psin(0))? = 2apcos(6)

p2 -1 =2apcos(0) — p = 2acos(0)
Por lo tanto: 0 < p < 2acos(6). Como p tiene la variable 0, este limite debe estar en la integral
interna:

Finalmente, se debe escribir los limites:

T
72 [ 2acosO

ij3dpd9:j j p’dp|do =
A 0

2
:4a4kaod9»4d9:8a4
-3

4\ 2acos(6)
e

|
wlR %N‘:l
—
S
L *
o

(SR}

(cos(0))*de

f=)

El ultimo elemento se integra:

%
j (cos(6 4d6 J cos? dG J(1+cos (20) ) do =
0 0

0

»M'—*

%
Jd9+2jcos (20) d6+fcos (20)|=
0 0 0

z sm(29) 2 1 sin(40) 2 _l[z s ]_l(?)_n)
0 [ 5 O+229+ 1 _42+O+4+0_44

=

%
f (1 + 2cos(26) +cos2
0

0

[[9]
_ g 43T _ 37 4

16 2
2 —x2-9?) =1y el cilindro con su

3. Calcule el volumen del area limitada por la superficie z-(
eje paralelo al eje z y su corte transversal al plano Oxy esta definido por x* + v~ —ax = 0 donde
., 2 — .

(a > 0). Primero, se obtiene toda la informacién de la ecuacién x* +y“—ax =0
2 2
2,2 2 a a 2
xX+y —ax=0—>x"-2-ax+——-—+y°=0
y 2Ty Ty Y

o=
2) TV T3

.9 . . a
Lo cual, indica que, es una circunferencia de centro C (E' 0) de radio R = —. Ademads, se conoce
que esta circunferencia, seria el dominio del volumen buscado. La ecuacién de la superficie con
respecto a z es:
1
z =
2

+4/a? —x? -y

Los signos de la raiz, también indica que la figura es simétrica; por lo tanto
dxdy

V= 2jjzdxdy 2_[[
22— (x2+?)

Como se puede observar, la funcién estd en funcién f(x? + p?), el dominio también tiene una
estructura circular; por lo tanto, se deberia aplicar cambio de variable.

pdpd6

Hg% ﬂ\/sz
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Se debe obtener los limites de la integracién,
la figura 10.11, permite obtener los valores de
oc|-5:5)

El dominio est4 definido como x% + y% —ax =
0, en el sistema cartesiano, pero esto permite
obtener los cambios de p en el sistema polar.

v

x? +9? = ax

(pcos(@))2 +(p sin(0))? = apcos(6)
p2 -1 =apcos(0) — p =acos(0)

Figura 10.11

Por lo tanto: 0 < p < acos(0). Como p tiene la variable 6, este limite debe estdr en la integral
interna:

Finalmente, se debe escribir los limites:

dodo 7 (acoso d z acos(0)
2ﬂ—p P dde:ZJ _pap de:—zf( a2—92) 40 =
22— 02 2_02 0
) p )Y P )
2 -7

—Zj ( az—(aCOSG)Z—\/a_z)dQ:—Zj (am—a)d():

[SE

[SE

3 3 3

= —Zaj (|]sin(B)|—1)d6 = -2a j |sin(6)|d6 — j dae
-3 -3 -3

de =

ol

0 b
= —Za'[ (—sin(6))d6 — 2aJ sin(6)d 0O + 2a
0

(S

s
2

=-2a [cos(@)]g% +2a [cos(@)]o% +2a[0]

n =
2

- —Za(COS(O) —COS(—%))+ 2a(cos(%)—cos(0))+ 2“(% - (_%))

- ~20(1-(0)+ 20(0- (1) + 20 Z+(Z)) -

—2a(1)—-2a(1) + 2am = —4a + 2am = 2a(mt - 2)

1

Lo interesante del ejercicio, es el grafico que represente la funcién z = ———. El estu-
- (2 1y?)

diante ya puede hacerlo aplicando calculo diferencial y seria bueno, que lo obtenga, aqui sola-

mente se lo presenta.
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Figura 10.12

12.4.2. Ejercicios Propuestos de Integrales Dobles.

1. Resuelva las siguientes integrales dobles:

4112
a) f fxydy]dx
0l4

b[10t
b) | Vst—tzdt}ds
0Lt

1712
c) f f(x2+y)dy]dx
0l4

2[xvx
d) [| | (2 +p)dy
0 I X

2cos@
[ I r3dr]d6
0

dx

x+3

NI

—_e—o

—_—

(x+ y)dy] dx

a(l+cos0)

Q) f I r3dr}d6
0

acos0

4 12
a) [dx [ xy(x—y)dy
0 4
37 a
b) [dO [ rdr, a>0
0 acosf

2. Obtenga la integral doble ﬂsin(x)cos(y)dxdy. Si D estd formado por los vértices del triangulo
D

A(a,0),B(0,a),C(0,0),cuandoa>0

3. Obtenga la integral doble H(x + 2y)dxdy. Si D esta formado por los vértices del triangulo A( 0,
D

0),B(2,2),C(-1,1).

4. Obtenga la integral doble ﬂ(Zx +1)dxdy. Si D estd formado por los vértices del triangulo A( -1,
D

1),B(1,1),C(0,0).

5. Obtenga la integral doble H(2x+ 1)dxdy. Si D estd formado por los vértices del triangulo A( 0, 1
D

),B(1,1),C(0,0)

6. Calcule la integral doble H(Zx + 1)dxdy, donde el dominio D estd limitada por las rectas y =
D

X, x+y=2a, x=0.
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7. Calcule la integral doble H\/xy —y?dxdy, donde el dominio D esta limitada por los vértices del
D
trapecio A(1,1), B(5,1), C(10,2), E(2,2).

8. Calcule la integral doble nydxdy, donde el dominio D esta limitada por las rectas x +y =
D
2, x2+y2=2y.

9. Calcule la integral doble Hydxdy, donde el dominio D esté limitada por los vértices del trapecio
A(1,1), B(0,0), C(0,1). ?
10. Calcule la integral doble ﬂ(x + 2y)dxdy, donde el dominio D estd limitada por las rectas y =
x%, y=+/x. :

11. Calcule la integral doble ﬂ Va? + x2dxdy, donde el dominio D est4 limitada por las curvas y? —
D

xzzaz,x:a,x:O,y:O,y>0.

d
12. Calcule laintegral doble ﬂ %, donde el dominio D estd limitada por las curvas y = xtan(x), y =
DX tY
X.

13. Calcule la integral doble ﬂ(4 —y)dxdy, donde el dominio D esta limitada por las curvas x* =

D
4y, y=1,x=0, x> 0.

14. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvasz=1+x+y, x=0, v=0, z=0, x+y =
1.

15. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas z = 4x% + 2y2 +1, x+y-3=0,.

2

16. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas z =4 — x2, y=2x, x+y=a,2z=0,p=

0.
17. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas z = x2 4+ y2, Y= x2, y=1,2z=0.

18. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas z=xy, x+y+z=1, z=0.

2

19. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas z- =xy, x+y =4, x+y =6.

20. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas z=x+y, xy =1, xy =2, y = x,9 =
2x,z=0 (x>0, >0).

21. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas z = x> +y?, xy =5, xp = 10, y = g,y =
2x,.

dxd
22. Calcule la integral doble H x4y , donde el dominio D esta limitada por la parte interna de

b Ve y?

la circunferencia x2 + 92 = 1

23. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas z = 3x, x> +y? = 4, y limitada por los
planos Oxy, Oxz y Oxy.

24. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas x +y +z = 10, x> +y? = 4, y limitada
porlosejesx=0, y=0, z=0.
X2

.. 2 ..
25. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas z = gae™ 7", x2 4+ y2 = R?, y limitada

por Oxy.

26. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas x? +y? —cz =0, x> +y?> —ax =0, y
limitada por Oxy.

27. Encontrar el volumen del cuerpo limitado por las curvas x> +y? -4z =0, x> +y?-8x =0, y
limitada por Oxy.
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28. Calculese las siguientes integrales dobles:

a[\luz—x2 ]d a2-y? dx
X

a)f j exz+3’2dy b)f dy
0

0 0

Ve Vo ==y
29. Calcdalese la integral H v/x2 +y2 - 9dxdy donde D es un anillo entre las circunferencias x*>+y% = 9
D
y x2+p% =25.
30. Calcdlese la integral ﬂ(x2 +v?)dxdy donde D es un anillo entre las circunferencias x* + y2 = ax
D

y x2 +y? = 2ax.

31. Calculese la integral Hs\/xz +y2dxdy donde D es un pétalo de la lemniscata (x*>+y?) = a?(x2~y?)
D

y (x20)
dxd 2 2
32. Calculese la integral H Lz (c>1) donde D esta limitada por una elipse x_2 + 1;_2 =1.
Do X ¥V ‘
T2

12.5. Area de una Superficie en el Espacio

Se toma en consideracién una red plana S de ecuacién z = f (x, y), donde f (X, y) es una funcién
continua y que posee las derivadas parciales f/(x,y), f,(x,), del cual, su proyeccién al plano Oxy es
el &rea’ D ’. Esta drea se divide en ’ n ’ partes AD,AD,,ADs3,---,AD,. y al didmetro de cada una de
estés divisiones, se lo simboliza con §,,.

Esta red plana, de la cual, se proyecta al plano Oxy, se obtiene el 4rea’ D ’, a la cual, se lo denomina
red superficial y que estd sobre el area ’ D ’. De la existencia de las derivadas continuas, se concluye
que, la red superficial posee en cada punto M(x,y,z) un plano tangencial, que cambia en forma conti-
nua de punto a punto.

En cada divisién del drea D, se selecciona un punto:

(x1,91) € ADy, (x2,92) € AD,, (x3,33) € AD3,

(¥4,94) € ADy, . (5 9,) € AD, 2]
Estos puntos son proyecciones perpendiculares al
plano Oxy de los puntos:
M (x1,1,21), Mo(X2,92,22), M3(X3,93,23),
M4(x41 Y4, 24): T Mn(xnl Y Zn)- 0
Estos puntos, se encuentran en la red plana’ S’ de
ecuacioén z; = f(x;,y;) donde i =1,2,3,---,n en ca-
da uno de estos puntos se traza un plano tangencial X
alared’ S’y por AS;, es el drea de cada elemen- Figura 10.13

to, que se ha dividido al plano tangencial, de for-
ma que, su proyeccién al plano Oxy, sea AD;, donde
i=1,23-n
n

Esta divisién del area de red plana , se lo realiza de tal manera, para que su suma ) AS; =Sy
i

ademas, entre AS; y AD; existe un angulo ¢;; por lo cual, se puede obtener una relacién entre estos

elementos: AD AD
V= 220 S AS: = i

cos(;) AS; —> A cos(;)
Por cada punto M;(x;,v;,2;) € AS;, se puede trazar un plano tangente a la superficie, pero ademads, se
puede trazar un vector perpendicular (N) al plano AS; y que pase por el punto M;. El vector N es

perpendicular a toda recta que pertenezca al plano tangencial, pero hay muchas rectas en el plano
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tangencial, se debe encontrar la mejor de ellas, para lo cual, se debe aplicar geometria analitica vecto-
rial.
En este caso, lo que se conoce:

z=f(x%y)
Esta ecuacidn, conocida como la ecuacién simple de una superficie, se la puede escribir en la forma
implicita:
z=f(xy)=0
Y en estd caso, se lo puede escribir:

f(x9,2)=2-f(xy)

Es una funcién de varias variables, por lo que, se recurre a la teoria de este tipo de funciones. Y en este
caso, el diferencial de una funcidn de varias variables es:

Af(x,9,2) = {(x,9,2)Ax + f/(x,9,2)Ay + £/ (x,,2)Az

Como es una identidad, se divide para At:

Af(xy,2) Ax Ay
—x; ~ K@y f(0y2) +fz X,3,2)

Se toma el limite cuando At — 0

lim Af(x’ y’ Z)

, Ax Ay . Az
Am At = f(%,7,2) 11m _"'fy X0,2) 11m —+fz(x,y, z) lim —

—0 At At—0 At

Lo que permite encontrar:

af(x,v,z dx d dz
fd—ty—fxxy, +fyxy, +fzxy,

Para cumplir la condicién de perpendicular, se recuerda el producto punto de dos vectores, este pro-
af(xy.2) _
dt ’

ducto tiene que ser igual a cero; por lo tanto,

, dx d , dz
0= e p2) T + £ 0y, A5 + £ (xy,25

En este caso, se considera que:
N[f(x,9,2). £, (x,9,2), £ (x,9,2)]
Son los componentes del vector * N’, que definen la perpendicularidad al plano AS; y:

dx dy dz
dt’ dt’ dt

Son los componentes del vector * v ’, que definen el paralelismo (tangencial) al plano AS;.
Se ha obtenido una férmulas para los componentes del vector * N ’, esto se aplica a la relacién que
se tiene:

f(xy,2)=2z-f(x,)

, of(p.2) , of(x3.2)
= flopa) =-E2E = iy, -2

n; = fz’(x'ylz) =1

Ahora, se debe calcular el coseno de teta, en estd demostracién, se requiere cos(6,)

1

cos(6,) = T _
T oy ()
\/( ox ) *( 7y ) H
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Finalmente, se obtiene:

AD; AD; Ax; Avy;
cos(p) = Tt > AS;= = e

AS; cos(@;)
If(x3.2)\* (9f(xp2)\’
\/( ox )+( Iy )+1
_AD _ |(9f(xp.2)\’  (9f(xp2)\’
_cos((pi) _\/( 5x ) +( e ) +1 Ax;Ay;
Ax;Ay; dxdy
n—>oo cos n—>ooZCOS qo, _[[ Cos (pZ
If(xy.2)\* (If(xp2)\’
S= \/( ) +( ) +1 dxdy
l‘J‘ ox dy
:ﬂ,/(fx')%(fy')zn dxdy
D

12.5.1. Ejercicios Resueltos de Area de Superficie.

1. Haéllese el drea de una parte de la superficie y? + 22 = 2ax que se encuentre entre el 2 = ax y el
plano x = a.

Primero, se define que tipo de superficie se tiene, la ecuacién p? + z% = 2ax, es una paraboloide
que se abre con respecto al eje x, se despeja z, que es igual:

= \/2ax—y?

En el plano Oxy se tiene el dominio, definido por las curvas y? =ax, x=a. (a > 0) Se obtiene
las derivadas parciales:

0z a dz %

dx \/Zax—yf a_}’:_\/Zax—yz

Se eleva al cuadrado:
(%)2_[; ’ (%)_(_L]Z
ox \2ax —y? ' dy \2ax —y?

oz\> (dz\’ a? 2 2ax +a?
1+ +|=—) =1+ + =
ox dy 2ax —y? 2ax-y? ] 2ax-y?

Como la funcién es simétrica, se puede facilitar la integracién multiplicando por 4.

e

Se define los limites de la integracion, lo cual, se define en funcién del dominio:

2 o Ve 2
4J‘J” 2ax+a2 dxdy=4j J- Mdy dx
2ax -y 2ax —y?
D olo
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a

:4f 2ax +a?) J-
\/2ax y?

0

v Vax
2ax + a?)|arcsin dx =
J. [ [VZﬂXL ]
a

) | = ] | [ 0 ]) )
2 § - =
= 4bf( 2ax+a )(arcs n[ arcsin Voo dx

V2ax

= 4J‘( V2ax + az)(arcsin[i] - O)dx = 4-[( V2ax+a2)%dx =

V2
0 0
= nf(VZax+a2)dx - [(VZax+a2)3]a =
3a 0
0

[ [ivaaasar]-[1vaa0+ ]| = (|3 - [V
= 7 [[evae] - [@?])= % [[13¥3)] 1]
= ”7”2(3\/5 -1)
2. Hallese el area de una parte de la superficie 2xy = z? que se intersecta con un paralelogramo que

se encuentra en el plano Oxy y sus vértices son los puntos A(0,0),B(4,0)C(4,9), D(0,9).

Se desea calcular el 4drea de superficie que esta sobre el plano Oxy, en ese caso z > 0. El drea de
integracién es el rectangulo. Dicha drea de superficie, se la puede calcular por la férmula :

[N

Se obtiene las derivadas parciales, si z = /2xy:

Se reemplaza:

9 9
:J[%(?+4y)]dy:¥6[‘ 2dy+2\/_J-\/_dy_
R

2 lo 2 lo
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3. Encontrar el 4rea de superficie del corte de una semiesfera x2 +y2 +22 = R? donde: z> 0, con un
cilindro x? + y? = r> donde r < R.

Las dos figuras tienen su centro en el punto de
origen. De la ecuacién de la semiesfera, se obtie-
ne:

z=|R2—x2 -2
Las derivadas parciales son:

Jz _ —x 92_—_}1

P i

El drea de superficie requerida es:

2 2
T
[ x y Figura 10.14
2 2 24+ x%+y? Rdxdy
o [ [tz
z 2_ 2 _ 42
D ‘ ‘ D D R x y

El dominio D esta definido por los parametros de la circunferencia; por lo cual, se puede de-
terminar los limites de la integracién, y por facilidad se transforma a su forma polar, en donde
0<6<2mr, 0<p<a

2r( a 21 27
_ Rpdp _ I 2_ 2 _
S_J[o —«/Rsz]d@——Roj[\/R -p ]OdQ——RJ[VR ~a?-R|d6 =

27
=-R[VR?-a? - R]Jd@ =-R[VR?-a? - R|[0]"
0

S =2nR[ 2—\/R2—a2]

4. Calculese el drea de superficie del corte de un cilindro de radio %r y su centro esta en el eje x, de
una esfera de radio R y su centro en el punto de origen, considere z > 0

La ecuacién de la esfera es:
x2+y2+22:R2 z=|R2—x2_y2

La ecuacién del cilindro que representa al dominio y que cumple con las condiciones del ejercicio

es:
R\>2  , (R\? , . R R , R?
_= (= —Ox— 4 — -
(=53] 5= (3) —a-2g e =g
x> -xR+y*=0
Las derivadas parciales son:
Jz _—x Jz -y
ox z’ dy  z

El drea de superficie requerida es:

9z\* (dz\’
S—ff\/l+(£) +((9_y) dxdy =
D
2 2 2 2 2
S:H NEants dxd},:ﬂ,/udxdy:ﬂﬂ
z? z2 z RZ—x2—y?
D D D
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El dominio D estd definido por los pardmetros de la circunferencia; por lo cual, se puede de-
terminar los limites de la integracién, y por facilidad se transforma a su forma polar, en donde

—g <0< %, el valor de p se lo obtiene de:
x> —xR+p*=0—x*+p> =xR

(pcos(0))? + (psin(6))* = R(pcos(0)) — p>(cos?(0)) + p*(sin?(0)) = R(pcos(6))
p*(1) = x(pcos(6)) — p = R(cos(6))
Por lo tanto, el intervalo de p sera: 0 < p < Rcos(6)

s
5 ( rcos(6

~ ﬂ Rdxdy H Rpdpdo _ f
s R2_x2_y2 X /RZ_pZ ) /Rz—p
2

s

s:—Rﬂ Rz_pz]mS(Q)dez_Rﬂ Rz_(Rcos(e))z—R]dez

NI

—RJ [Rwll —cosZ(Q)—R]dG =-R? J% [‘ll —cos2(9) - l]de =

N
N

[Isin(0)[ - 1]d6 =

o [ o

_I
2

%
:_sz( sin(0))d6 — RZJ d9+R2J-d9:
%

0

|
IR HN\:{

(B

=—R? [cos(@)]g% +R? [cos(@)]o% + RZ[G]_%

:—Rz(cos(O)—cos( 7;))+R2(cos( ) cos(O)) R (%—(——))

- -0+ R 0= 1)+ 1 (5 +(3)) -

(SE

—R*(1)-R?*(1)+ R*t = -2R>+ R’ = R*(n - 2)

12.5.2. Ejercicios Propuestos de Area de Superficie.

1. Calculese el 4rea de la parte de la superficie x> + z? = 1, la cual, est4 sobre el plano Oxy y su

proyeccioén en el plano Oxy es un triangulo de vértices A(1,0),B(0,1),C(0,0.)

2. Hallese el 4rea de una parte de la superficie del cono x? +z? = y? que estd cortada por el
cilindro y2 = 2px donde p > 0

3. Hallese el drea de una parte de la superficie z = 1/xy, que se intercepta con un paralelogramo
de vértices A(3,0), B(0,6), C(3,6), O(0,0).

y

4. Calctlese el area de la parte del plano x + 5t g =1 cortado por los ejes del plano cartesiano.

5. Hallese el 4rea S de un paralelogramo que se encuentra en el plano xV2+y+z—2 = 0 de
proyeccioén en el plano Oxy es un cuadrado de vértices: A(1,0), B(0,1), C(1,1), C(0,0).

6. Hallese el 4rea de una parte de la superficie del cono x? + y? = 2z que est4 cortada por el
cilindro x% +y? = 1.
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7. Hallese el drea de una parte de la superficie del cono Rz = xy que esta cortada por el cilindro
x?+y%=R%
8. Hallese el 4rea de una parte de la superficie que se corta con x? + 2 = 2x

9. Hallese el 4rea de una parte del plano i % +221 que se encuentra entre los ejes del plano
a c

cartesiano.

10. Calculese el drea de la parte de la superficie z = y/x? — 92, la cual, esté sobre el plano Oxy y su
proyeccién en el plano Oxy es un triangulo de vértices A(2,1),B(2,2),C(0,0.)

11. Calculese el area de la parte de la superficie z = 2xy, la cual estd limitada por los planos
x+y=1x=0,y=0.

12. Héllese el area de superficie de un cono x* —y? = z? limitada por los ejes del plano cartesiano

yelplanoy+z=a

12.6. Aplicaciones de Integrales Dobles

La principal aplicacién de integrales dobles, es el cdlculo de centros de gravedad de cuerpos planos
y regulares. En el caso de cuerpos no-planos y no-regulares, se recomienda aplicar integrales triples,
que en muchos casos facilita el calculo de estos centros de gravedad. En cualquiera de los dos casos,
con cuerpos regulares o no, el procedimiento es muy parecido.

El centro de gravedad de un cuerpo es el punto respecto al cual, las fuerzas de gravedad que ejerce
sobre los diferentes puntos materiales, que constituyen el cuerpo, producen un momento resultante
nulo, por lo tanto, es un punto de equilibrio.

El centro de gravedad esta muy relacionado con lo que se ha llamado, momento de las fuerzas.
Cuanto menor es la distancia del centro de gravedad al centro de la estructura, mucho mas facil serd
resistir la fuerza, que se sobrepone en el cuerpo. Algo que, se puede aplicar incluso en la vida diaria
de cada persona; asi como, en la practica de muchos deportes, su conocimiento permite perfeccionar
el deporte practicado .

Al cuerpo se lo divide en’ n’ partes, en tal forma
n
que ) A; = A, nos de el cuerpo que se analiza.

1
Se considera un punto cualquiera A;, este punto
estard en el plano cartesiano; por lo tanto, estaré
definido por un par ordenado A;(x;, ;).
Cada punto tendra una masa m; y la suma de
estds masas, de cada uno de estos puntos, nos da

n
la masa del cuerpo; es decir, ) m; = M. Se anali-

1
za un punto del cuerpo, sobre el cual actia una
fuerza F;, el momento con respecto al eje y, se lo
calcula por medio de M, = m; - x;

Figura 10.15
sea encontrar el momento que producen todas los puntos del cuerpo con respecto al eje y; por lo tanto:

E M,, > ml X; =M1 X1 +My-Xp+M3z- X3+ +M, X,

Este momento es igual a la suma de los productos de su masa correspondiente y por su respectiva
relativa distancia al eje y.
En forma idéntica, se obtiene un momento con respecto el eje x:

M, ZM Zml Vi =My Y1+ My Yy + Mz Y3+t 1y, Yy
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Al considerar la distancia relativa, significa que, se debe tomar encuenta el lugar del cuadrante, en el
cual, esta el punto A;.

Para determinar el momento estdtico del cuerpo, por la distribucién de la masa del cuerpo y este
a su vez por la masa de cada punto. Ademds, si es en forma continua (homogénea o uniforme) con
respecto a la densidad de drea del cuerpo ( también se la puede definir como, densidad superficial )

o(x,p); por lo tanto:
m m;
6(x1,yl) — area __ _l

Area area;
Por lo tanto, la masa de una particula (punto) aproximadamente sera igual:

Myreq _ Mj

o(x;,vi) = Area ~ area; —> m; = 0(x;,v;) - Area

En base a lo cual, se puede escribir:

n n n
M, = ZMX,- = Zmi Vi = Zé(xi;yi) -Area;-y; =
i i=1 i=1
n n n
My = ZM .= Zmi -X; = Zé(xi,yi) -Areal- c X
; i=1 i=1

En ambos casos el drea, se la puede definir como el producto de Area = Ax-Ay y en ese caso, se tendria:

n n
Mx = ;5(3@';%’) -Areai 'yi = ;6(xi,yi) Ax - Ay .yi
1= i=

n n
My =) olxi,pi)-Area;-xi= ) 5(xi,yi)-Ax-Ay-x;
i=1 i=1
En este analisis, se debe reducir el error que se produce al dividir el cuerpo en’ n’ partes; por lo tanto,
se debe tomar el limite cuando " n’ tiende al infinito y en ese momento Ax ~ dx ,Ay ~ dy, gracias a lo
cual, se puede escribir la doble integral:

n

My = lim )" oy dx-dy-y; = [ potopi)-dx-dy
D

i=1

n

M, = lim ) o(x;,p;)-dx-dy-x; = _Uxé(xi,}’i) -dx-dy-
i=1 D
El centro de gravedad de un cuerpo, se lo define como el punto S(&,#) en el cual, se concentra toda la
masa del cuerpo y tiene un mismo momento estatico, con relacién a cada eje del plano cartesiano, que
todo el cuerpo.
Lo que significa:

Hxé(xi,yi)-dx-dy- Hxé(xi,yi)-dxdy-
M- E=M _ Yy _D _D
e M [[o(xi, ;) - dx - dy-
D

[[votxi,pi)-dx-dy- [[93(xi, 1) dx-dy-
D D

M [ 8(xi,v) - dx- dy-
D

En el momento, en el cual, se considere que, el cuerpo es uniforme o homogéneo, en ese instante, se
puede definir que o(x;,p;) =1

dx-dy- dx - dy-

é_&_gxxy _%_gyxy

M [y 1M T ay
D D
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12.6.1. Ejercicios Resueltos de Centro de Gravedad

1. Hallense las coordenadas del centro de gravedad de la placa homogénea limitada por las curvas
ay = x2, x + y = 2a (a > 0) Primero, se encuentra los puntos de interseccién My, M,; por lo tanto,
se forma un sistema:

X+
ay

Se obtiene los puntos de interseccién de las figuras que son: M, = (a,a), M{(—24a,4a) Se calcula,
el momentos estatico: M,:

2a

x2

a | 2a—x
M, :JIydxdy = f j ydy [dx =
D “2a | 2
— ( 1 2 i dx =
= E (2(1-3() - X =
—2a
1 (_(2a—x)3 X )“ _36 5
2 3 5a2) ,, 5
a | 2a—x
M, :J]xdxdy:'[ J dy |xdx =
D -2a | x2
- 2 ° X
= J(2a—x——)xdx:
-2a
[ P
=lax*———-— =——a
3 4al, 4
a | 2a—x a ) 5 3
B B B o B Xt X _ 9
M_‘H.dxdy_J J dy |dx = J(Za X )dx_(Zax 5 5a2) . 74
=2a | X2 —2a
Finalmente:
9a3 36a°
M _Ta e M 5 8
M e T2 T5M =702 75
2 2

Como se puede apreciar al aplicar integrales dobles, para el calculo de centro de gravedad de
cuerpos, definidos como placas, o de cuerpos no muy gruesos, es mas agradable, rapido y en
algunos casos mucho mas sencillo, que el aplicar propiedades de integrales simples; por lo tanto,
el estudiante debe valorar este método aplicando integrales doble.

Ademas, se debe tener en cuenta que, en los ejercicios se considera que la densidad del cuerpo
es uniforme, con lo cual facilita el calculo del centro de gravedad de cuerpos no muy gruesos, en
la practica no siempre se cumple esta condicién.

Esta conclusién, también se debe tener en cuenta para cuerpos gruesos; asi como, para el calculo
del centro de gravedad de cuerpos en tres ejes.

2. Hallense las coordenadas del centro de gravedad de la cuarta parta de una elipse, suponiendo
que su densidad es uniforme.
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La ecuacién de la elipse es:

las férmulas a aplicar:

ﬂxdx‘dy-
X, = :% :D—
‘ M~ [[dx-dy
D
[[v-dx-dy- 1
‘ M " [[dx-dy |
b Figura 10.17
a % a2—x? a ,
M:jdedy:J f dy dx:f(gm)dx_gj(m)dx
D 0 0 0 J
b ( b[a? “ abm
=- (VaZ_x2)dx—; 7arcsm(—)+_m =
0

:1 b2 _b_zf :l b2 _& :E
2 a? 3 2 3 3
ab?
Me=3
a % a?-x? a
My:JJXdXdy:J J- dy xdx:f(g) Va? — x2xdx =
D 0 0 0
b (<I\[, s 23l¢ b (—1\f, s a%b
(-] = (Flen) =
a%b ab?
My 34 M, T3 _4
xC_M_ab_n 3r’ ¢ M_ub_n_37z
4 4

3. Hallense las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las curvas y* = 4x +
4, p*=-2x+4
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L os]7_
-3, -
M, = jjxdxdy = 2[ xdx |dy =
D 0 |y2-4

Figura 10.18

2 2
C((@-92)? *-4)7 _f 3y 3yt
‘J( 1 T R A T AT
0 0

3 5\2
:(3y_3’_+3i) _16
0

2 80 5
M 16 2 M
xc:_y:_:—; yC:—XZO
M 8-5 5 M

v, = 0, ya que la figura es simétrica con respecto al eje ’ x ’. Si el estudiante no observa esta
relacidén, es aconsejable que compruebe este valor.

12.6.2. Ejercicios Propuestos de Centro de Gravedad

1. Hallese las coordenadas del centro de gravedad del 4rea limitada por las curvas y = x%, p =
%%, x=1,x=2.

2. Hallese las coordenadas del centro de gravedad del drea limitada por la cardiode p = a(1 +cos6).

3. Hallese las coordenadas del centro de gravedad del semisegmento de la parébola y? = ax cortada
porlarectax=a,y=0(y>0).

4. Hallese las coordenadas del centro de gravedad las coordenadas del 4rea limitada por las curvas
2 2
P =% p=x"

5. Hallese las coordenadas del centro de gravedad del drea limitada por las curvas y = V2x —x2,y =
0.

6. Hallese la masa de una placa cuadrada de lado a, cuya densidad en un punto cualquiera es
proporcional al cuadrado de la distancia entre este punto uno de los vértices del cuadrado.

7. Hallese la masa de una placa circular de radio r si su densidad es inversamente proporcional a
la distancia entre un punto y es igual a 0. en el borde de la placa.

8. Hallese las coordenadas del centro de gravedad de la superficie de un arco de cicloide x = a(t —
sin(t)),y = a(1 —cos(t))

9. Hallese las coordenadas del centro de gravedad de la de la mitad superior del circulo x? +y? = a?
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10. Hallese las coordenadas del centro de gravedad del 4rea limitada por las curvas y* = ax, y = x.

11. Hallese las coordenadas del centro de gravedad del area limitada por las curvas y? = 8ax, xy =

a?,x =2a

12. Hallese las coordenadas del centro de gravedad del area limitada por la cardiode p = acos 26.

13. Haéllese la masa de una placa que tiene forma de un triangulo rectdngulo con catetos OB =ay
OA = b, si la densidad en cualquier punto es igual a la distancia del punto al cateto OA.

14. Hallense los momentos estaticos respecto a los ejes OX y Oy de la figura homogénea limitada
por la cardiode r = a(1 + cos ).

15. Hallense los momentos estaticos respecto a los ejes OX y Oy de una figura homogénea limitada
y = sin(x) y la recta que pasa por el punto de origen y el punto A(%, 1)

x2 y2

16. Hallense las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por wEtg = 1

12.7. Integrales Triples

12.7.1. Integral Triple, Interpretacion Geométrica

En forma parecida, como en el caso de un conjunto plano, la cercanfa a un punto M(xy, v, zg) en
un conjunto espacial V, se denomina al interior de una esfera de centro, el punto My, de radio R(R > 0)
cuya distancia p, desde M, es menor a R.

Un dominio espacial V, se denomina dominio uniforme espacial; si para todo conjunto espacial
limitado, todo su contorno se encuentra en V; es decir, pertenece a V. Un dominio espacial V, se deno-
mina dominio uniforme superficial, si para todo curva cerrada ( sin puntos comunes ), se encuentra
completamente en el interior de V.

Un dominio regular, se denomina dominio limitado, si su contorno se puede dividir en un ntimero
finito de superficies de ecuaciones dadas:

z=z(xy),  v=v(zx) x=x(3,2)

Las proyecciones de estds superficies a su respectivo plano de coordenadas, son dominios planos re-
gulares.

Un dominio normal con respecto el plano Oxy, se denomina al conjunto (2 de todos los puntos M(x,y,z)
de los cuales, sus proyecciones M*(x,y) al plano Oxy pertenecen a cierto definido, cerrado dominio re-
gular plano D, y sus coordenadas cumplen con la desigualdad:

P(x,9) <z< @(x,)

En donde, las funciones 1(x,y) v @(x,v) son continuas en D y ademas, la funcién 1(x,y) es menor que
la funcién @(x,p) en el interior de D. Ver figura 10.19.

De la definicién dada, resulta que, al trazar una recta paralela al eje Oz, estd atraviesa en cualquier
punto interior del dominio regular con respecto al plano Oxy, atraviesa el contorno de la seccién en
exactamente en dos puntos.

En forma parecida, se define el dominio normal con respecto el plano Oyz; asi como, el dominio
normal con respecto al plano Ozx. Por ejemplo, la esfera tiene un dominio normal con respecto a cada
uno de los planos cartesianos.

El dominio normal, es como resultado de la definicién, un dominio cerrado regular; asi como, un
dominio uniforme espacial y de superficie.

12.7.2. La Integral Triple

Si QO es un dominio regular o un dominio regular cerrado. Si f(x,y,z) es una funcién limitada en Q
y ademads, se define por A a un punto de coordenadas (x,y,z). La terminologia de la funcién f(x,y,z) ,
en forma corta, es f(A).

Si P es un cubo ( de paredes paralelas a los planos cartesianos), que se encuentra en (2. Si 7,
significa una libre distribucién de los cubos, en un namero finito 71, de cubos parciales, de los cuales
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my : P, Py, Py, - ,P,’fl”, contiene puntos del dominio (2. Se simboliza por Av' el volumen del cubo P/
y por 0, la mayor distancia de los catetos de los cubos P{", P)', Pj',--+, P; . Si por A} se simboliza a un
punto cualquiera en el dominio (2, que pertenece al cubo P/. Si por s,, se simboliza a la suma definida
por el producto de f(A})-Av}'; es decir:

my

si= ) f(A])-Av}
i=1

Si para todo tipo de sucesién de {rn,}, para lo
cual, lim 9, = 0, la sucesidn s, es convergente al

n—oo

mismo numero, sin importar la forma de selec-
cién de los puntos A?, en este caso, se dice que,
la funcién f(x,y,z) se integra en el dominio (0 y
el limite comudn de las sucesiones s, se denomi-
na la integral triple de la funcién f(x,y,z) en el
dominio Q y su simbolo es:

Figura 10.19

[Uf(x,y,z)dv 0 ﬂ:[f(x’%Z)dxdydz
@ 5

se puede demostrar que, la integracién de la funcién f(x,y,z) en el dominio €2 y que el valor de la
integral no depende de la seleccidn del tipo de cubo P (solamente debe estar en el dominio (2).

Toda funcién continua en el dominio (2, es en el, integrable. Sin embargo, se debe tener en cuenta,
que la funcién f(x,y,z) debe estar limitada en todo el dominio Q. En el caso de que la funcién f(x,y,a)

sea igual a uno 1:
|Q| = »HIf(x,y,z)dxdydz = J]Idxdydz
Q Q

Donde || significa el volumen del dominio Q.

La integral triple tiene la siguiente interpretacién: si el dominio es normal (2 y es definido por
puntos de cierto cuerpo C, y la funcién f(x,y,z) significa la densidad puntual del cuerpo C, entonces,
la integral Iﬂf(x, y,z)dxdydz representa la masa del cuerpo C.

Q

12.8. Propiedades de Integrales Triples
Se considera que los conjuntos que aparecen en las férmulas son dominios regulares, cerrados o

no y las funciones definidas en ellas son continuas y limitadas. En ese caso, estds propiedades son
verdaderas:

L. [[[Kf(x,y,2)dxdydz =k [[[ f(x,9,2)dxdydz k - constante
Q Q

2. jﬂ(f(x, 1,2)+ g(x,9,2))dxdydz = ﬂjf(x,y,z)dxdydz + ng(x,y,z)dxdydz
Q Q Q

3. Silos dominios (2; y (2, no tienen puntos internos comunes; entonces:

fﬂ f(x,v,2)dxdydz = ﬂf f(x,p,2)dxdydz + JH f(x,9,2)dxdydz
o) 0,

QI+QZ

12.9. Cambio de Integral Triple a una Integral Reiterada

Si QO es un dominio espacial normal con relacién al plano Oxy y si existen dos funciones z =
@(x,v) v z=1(x,v) que son continuas en un dominio plano regular D y que el dominio espacial (J es
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el conjunto de puntos P(x,y,z) y sus coordenadas cumplen las condiciones:

(x,v) €D, P(x,y) <z<@(x,)

En forma similar , se define el dominio normal con respecto a los planos Oyz o Ozx. De la definicién
de dominio normal, resulta que, es un dominio regular cerrado. Y si ademas , la funcién f(x,y,z), es
continua en el dominio (2, el cual es normal con respecto al plano Oxy, la integral triple existe y se la
puede representar por la férmula:

Pxy)
J]If(x,y,z)dv = JI f f(x,v,2)dz|dxdy
Q D W(xy)

La férmula escrita, para el cdlculo de una inte-
gral triple se transforma en el calculo de una in-
tegral doble y dos integrales unitarias.

Y si ademas, el dominio plano D es igual una re-
gién normal, con respecto al eje Ox y estd defini-
da por las desigualdades:

a<x<b, h(x)<y<k(x)

Por lo tanto, se aplica el cambio de una integral
doble en dos unitarias y ; por lo tanto, se obtiene
la férmula:

Figura 10.20

k(x o(x,y)

)
J f(x,v,2)dz|dy |dx
a h(x) P(xy)

Esta férmula, nos indica, que si el dominio (2 es normal con respecto al plano Oxy, a su proyeccién del
Dominio (J al plano Oxy, es decir, el dominio plano D es normal con respecto del eje Ox. La primero
integral, se integra con respecto la variable z (las dos restantes variables son constantes), a los limites
de integracién son funciones con respecto x e y. La segunda integral, es con respecto la variable y (la
variable x se considera constante), y sus limites de integracién son funciones con respecto a la variable
x. La tercera integral, se lo realiza con respecto la variable x y sus limites de integracién son constantes.

Esta notacién, en algunos casos, se lo escribe sin los paréntesis:

b k(x) P(xy)
JJ.J-f(x,y,z)dv = J dx dy J f(x,9,2)dz
Q a h(x) (%)

En forma similar, se obtienen férmulas cuando el dominio (2 es normal con respecto a los demas
planos cartesianos.

Si ) esta definido por lineas perpendiculares a los ejes; es decir, es un paralelogramo, un cubo,
definido con las desigualdades:
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La funcién {(x,y,z) es continua en el dominio

Q. . !
fL f(x,9,2)dv = i ,
P

Q

b d

:j j ff(x,y,z)dz dy|dx Ii
: |

a c

s ]

Este es el caso, en el cual el orden de integra- | 0
cién es indiferente, en cualquier orden que se c

considere los limites de integracién el resul- d =7 D
tado sera el mismo. M e _.I/L- ; -

Figura 10.21

Y

12.10. Cambio de Variables Cartesianas a Coordenadas Esféricas o
Cilindricas de una Integral Triple

En el caso de cambio de variables en una integral triple, intervienen las mismas propiedades y
teoremas que en el cambio de variables en una integral doble.
En el caso de una integral triple, existen dos casos particulares en el cambio de variables, que son:

1. Cambio de variables de un sistema cartesiano a un sistema esférico.

2. Cambio de variables de un sistema cartesiano a un sistema cilindrico.

Las relaciones entre las coordenadas cartesianas
(x,y,2) y las coordenadas esféricas (p, 6, @), se las ob- ZA
tiene rdpidamente al observar la figura 10.22, en ba-
se a los tres tridngulos rectdngulos que aparecen:
AORQ, AOPQ, AOPT.

En el triangulo AORQ:
sing = S—S = OLQ —y=0Q-sing
OR
Ccos @ = 0000 —x=0Q -cos@
En el triangulo AOQP: Y
0Q
cosp = T — O0Q=p-cosyp Figura 10.22
Se reemplaza OQ:

y=0Q sinp —y=p-costp-sing
x=0Q-cosp — x=p-cosy-cosp
La figura 10.22 también nos indica que: 8 + ¢ = 90°; por lo tanto, son dngulos complementarios, si es
asi;
sinf = cosy
Finalmente:
y=p-cosp-sing — y=p-sinf-sing
X=p-cosp-cos@p — x=p-sin0-cosqp
En el triangulo AOPT, se obtiene:
oT
cosf = — =2 —z=p-cosb,

pp
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Para cada punto del plano cartesiano se lo representa en su forma polar esférica y en ese caso, se
tendria:

(x,9,2) — (p-sinB-cos @, p-sinO -sing, p-cosb,)

Ya, se estd en condiciones de obtener el valor del determinante de Jacobiano:
ox % ox
dp d0 dp
den) | o ov |
dp,0,9) dp 20 dp

0z % 0z
dp 0 dp

Se obtiene las derivadas parciales y se reemplaza, en el determinante:

sin@ - cos @ pcos@cos @ —psinOsing

d(x,7,2)

1= %000

sin @sin ¢ pcosOsin @ psinfcosg |=p?-sinf

cosf —psin® 0

Para obtener la valor del determinante de Jacobiano, lo mejor es aplicar propiedades de determinantes.
El valor del determinante dependiendo de que angulo se tome en cuenta , ver fig.10.22, puede estar
expresado:

j- d(x,v,2) _p?sing = Ixv,z)

=p“-cos
d(p,0,9) o p) © v
Ya con el valor de Jacobiano, se puede cambiar de las variables cartesianas (x,y,z) a las variables polares

(09, @)-

En el primer caso, se tiene la expresién:
JJIf(x,y,z)dxdydz = J\J]f(p -8in@-cosq, p-sinf-sing, p-cosO)p?sinOdpdOdep
14 Q

En el segundo caso, se tiene la expresion:

JleK&;u@dxdydz:\{lrf(p'am¢wcosw,p-cosw-ﬁnqzrrsh1¢nfcos¢dpd¢d¢

En el caso, de que el cuerpo analizado sea no-
esférico se aplica las coordenadas cilindricas; es
decir, de las coordenadas cartesianas (x,y,z) a e
las coordenadas cilindricas (p, 6, z), se las obtie- M
ne rapidamente las relaciones de cambio, ver ‘?P(x,y,z)
la figura 10.23, en base al tridngulo rectangulo: \
AORQ, E
. R % . ';
sinp=—===—yp=psing '

I

|

|

I

oQ p T

Para cada punto del plano cartesiano, se tendria: )
Figura 10.23

(x,9,2) — (p-cosq, p-sing, z)

El valor de Jacobiano es py el cambio de variables es igual a:
.[[Jf(x,y,z)dxdydz = JI[f(p ~cos@, p-sing, z)p-dpdpdz
4 Q
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12.10.1. Ejercicios Resueltos de Integrales Triples

J= Jﬂ-(x +v+2z)dxdydz
Q

Si el dominio ( estd limitado por los planos: x=0,x=1;y=0,y=1;z=0,z = 1. En el ejercicio,
se tiene que la funcién {(x,y,z) =x + y + z y el dominio (2 es un cubo, sus catetos son paralelas a
los ejes del plano cartesiano, definidos con las desigualdades:

1. Héllese el valor de:

0<x<1, 0<y<l, 0=<z<1

1pig 1
]=J j J(x+y+z)dz dy|dx
o Lo Lo

Primero, se integra , la integral interna:

1 z=1
:j(x+y+z)dz:[(x+y)z+§] :(x+y+%)
0

Por lo tanto; se tiene:

z=0

Se reemplaza:
1

= jfx+y+ dy dx
0 ]

0
La segunda integral interna, se integra:

1 yz'y=1
x+y+ (x+ )y+— =x+—-+=-=x+1
2772
0 =
Se reemplaza:
1
1
+1)? 22 1 1 3
= | (x+1)dx= =2 _—=-2--==
J f“ e e R T R
0

2. Héllese el valor de:
J= J:[f(l - x)yzdxdydz
Q

Si el dominio () est4 limitado por la ecuaciéonx +y+z=1yx>0, >0, z>0.
La funcién f(x,y,z ) = (1- x)yz, lo que indica que , que el dominio espacial (2 es normal con
respecto el plano Oxy. La coordenada desde cualquier punto del dominio es:

0<z<1-(x+yp)

La proyeccién del dominio (2 sobre el plano Oxy es el dominio plano D y se lo puede definir por
las desigualdades:
0<x<1, 0<y<l-x

En funcién de lo definido, se escribe la integral triple:

1 [1=x[1-(x+p)
]:f [f l j (1 -x)yzdz|dy|dx
0 Lo 0

Se calcula la integral interna en funcién de la variable z, tratando a las demds variables como

constantes:
1-(x+y)

_ z=1-(x+y)
= f (l—x)yzdz:[%] =
0

z=0
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(=X oon-(xry)  (1-x)y 2
—T[z ]0 =" [I-(x+)]" =
171-x
1 2
=3 (1-x)p(1 -x-y)°dy|dx
0olo
Se integra la integral interna:
1-x

Finalmente:
1
1 1 1
=— | (1-x)dx=———|(1-x)°| =—
I 24J( XX =5 )y = 133
0

3. Hallese la masa M de un prisma 0 <x<4,0<y <b,0<z<g,siladensidad en un punto (x,y,z)
esiguala o(x,v,z) =x+v+z

En la interpretacién de la integral triple, se sabe, que la masa M = fﬂé(x,y,z)dxdydz; por lo
Q

M = gf(x +v+2z)dxdydz

El dominio esta definido por las desigualdades; 0 <x<4,0<y<b,0<z<c

al b[ ¢
M:f J- J(x+y+z)dz dy|dx
0o Lo Lo

Se integra la integral interna (con respecto a z):

tanto:

c

2
J-(x+y+z)dz_ [xz+yz+?

c C2
=XC+yc+ —
0 g 2

Se reemplaza y se integra con respecto y:

b
2 2 2
J(xc+yc+—)dy—[cxy+l+7y] _bcx+%+7b
0

Finalmente, se integra con respecto a x:

+ = + + =—-(a+b+c)
2 2 2 2 2

a
cb? 2b bcx2 cb?x  2bx " a’bc  ab’c  abc?  abe
bex+ —+ — |dx = + 5 > >

0

La masa del prisma es igual a M = %bc(a +b+c)
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4. Calcule la integral triple: Jﬂxdxdydz, si el dominio esta limitados por los ejes del plano carte-
Q

siano y el plano 2x+2y+z—-2=0.
La variable z tiene los limites de integracién 0 < z < 2 — 2x — 2y, lo que permite:
2-2x-2y

Jﬂxdxdydz = ﬂ OJ xdz|dxdy =

Donde D es el 4rea limitada por los ejes del plano
cartesiano, ya que es la proyeccién del dominio
Q) en el plano Oxy y sus limites de integracién

serian:
0<yp<l-x
= fo(2 —2x-2y)dxdy =
D
171-x
= f lf (2x - 2x% = 2xy)dy |dx =
0Lo

_ 2 2P
= J[ny—2x Y —Xp ]y:O dx =
0

1
= J[(2x(1 —x)—2x2(1 —x) —x(1 —x)z)]dx =
0

dxdyd
5. Calcule la integral triple: fﬂ x—yzy si el dominio estéd limitado por los planos del plano
o (x+y+z+1)

cartesianoy el plano x+y+z=1.

Z 4
Como ninguna de las variables se diferencia en- 7

tre ellas, el orden de integracién es indiferen-
te. La variable z tiene los limites de integracién
0<z<1l-x-v.

J:[f dxdydz
(x+y+z+1)3
1[1=x[1-x-p i
z
= _— d d =
flj f (x+y+z+1)3] y] *
0lo 0

Se comienza la integracién por la integral inter- 1
na:

Figura 10.25

~ f dz ~ -1 oo,
B (x+p+z+1)  |2x+p+z+1)?|_, 8 2(x+p+1)?
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Se integra la integral con respecto y:

1-x

1-x
:lf 1 dy:l e S -
2 x+y+1 4 2 x+y+1 4],
0

Finalmente, la ultima integral:

1
3x
44

0

6. Calcule la integral triple: [[[ y/x? + y? + z2dxdydz, si el dominio Q est4 limitados por x> +y%+2% =
0

2
)dle —3—x+x—+ln(1+x) :—ln2—i
2 4 8 0 16

1
2

z.
Se desarrolla la ecuacién, aplicando el método canénico para la expresién del dominio:

x2+y2+zz=z—>x2+y2+zz—z=0

z 1 1
=0 2492 4+22-2.24---=0
— X +y 42z > 1

x2+y2+22—2~ 1

NN

2,2 1\ 1 2, .2 1\ 1,

X“+7y +(z 2) 4_O—>x +7v +(z 2) =(3)
La informacién que da la ultima ecuacién ob- Z
tenida, es que, se tiene una esfera de centro
C(0,0, %) yderadioR = 5
Por la estructura de la funcién f(x,y,z) y del do-
minio indica en forma clara, que el cambio de
variables seria la mejor opcién para resolver el
ejercicio.
La figura 10.26, se observa claramente los limites
de las variables p, 8, ¢:

0<¢@<2rm, 0<0<

N

0<p<cos(0)

B

En este caso, se tiene que el valor del determi-

nante de Jacobiano es p?sin(0) y/x2+y2 +22 = p,

en base a la férmula de cambio de variable, su F

estructura es: Figura 10.26

J.J-J‘w/xz +y? +22dxdydz = J]Ip3 sin(0)dpdOd¢
Q v

En este caso, se observa que dos variables tienen valores constantes ¢ v 6, la tercera variable
depende de cos(6) eso indica, que es la primera que se debe integrar; por lo tanto, es la integral

interna:
% ( cos(0)

2n
J:[[,/xz+y2+zzdxdydz:j j j p3sin(0)dp |dO |de
Q o |o\lo

La integral interna:

cos(0)
4sin0 % 1
j p3sin(0)dp | = [p—] = —cos*0-sin@
4 | 4
0
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Se reemplaza y se integra La segunda integral:

27 % 271
(lcos46 sin@)d@ do = [—icosseznd =
4 *= 1120 o 1P7
0 |0 0

21 %
L 5(977) — cosd _ 1 _ g ™
5 J-(cos (271) - cos®(0) ) dp = 5 qu) = 5510010 = 35
0 0

7. Calcule la integral triple: Jﬂ\/xz +y2dxdydz, si el dominio Q estd limitados por x>+y? =22, z=
Q
1.

0" A
2

representa una figura /
cbnica circular, para todo valor z = ¢ # 0 su di- B’

La ecuacién x% +y? = z

rectriz que se encuentra en el plano Oxz tiene
por ecuacién z = x y z = -X; por lo tanto, son bi-
sectrices entre los ejes cartesianos OX y Oz, en
forma similar es la directriz en el plano Ozy que
tiene por ecuaciébnz=yyz = -y.

La figura representa el dominio (2 en un octavo
del plano cartesiano; es decir, para x > 0, v >

0, ZZO ‘/B

y

Figura 10.27
La estructura de la integral; asi como, de la superficie, se ve la necesidad de aplicar cambio de
variable del cartesiano al plano cilindrico, en tal caso:

J‘J-jw/xz +y?dxdydz = jfjpzdpd(pdz
Q v

Los limites de la integracién, se los puede obtener de la figura 10.27:

0<@<2m, 0<p<0OC=00"=1, p<z<l1
21

[[f o= |

2 1

N (T

0 0 \0

1 1 ]
J-pzdz dpldg
0 Lp )

1 27

21 3 4
N _ L -
_J-[3 4]0d¢_12J-d(P_
0

0

o3

8. Hallese la integral triple sz\/xz +y?dxdydz. Donde Q esta limitado por los planos y = 0,z =
Q

0,z =h >0, la superficie cilindrica de ecuacién x? + y? = 2x y que se encuentre en un octavo del
plano cartesiano.

Se introduce las coordenadas cilindricas:
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X =pcosq, v =psing, z=2z
Se debe definir los limites de integracién con las
nuevas variables:

e M(xfyrz) #

0<z<h 0<@<> A

x? +y2 =2x
(pcos)? + (psin)* = 2pcos @
p2 =2pcos¢
p=2cosqp X
B o
Por lo tanto, el limite de p es: M J,a
L

0<p<2cosp

Figura 10.28
Lo que se obtiene:

J= J]]zw/xZ +y2dxdydz = .[Uz\/pz cos2 @+ p2sin’ ¢ - pdpd pdz
Q g
= JJ]-Z -p-pdpdedz = JJ]-Z -p%-dpdodz

b4 b4

Se introduce los limites de integracion:

W[ 5[ 2cose
J= J j J z-pzdp dpldz
0 1]0

Se integral la integral interna:

2cos @

[t
0

= —cos’ @

2cos @
[

Se reemplaza:

s
2

h
J= J J[—cos plde|dz
0

Se integra la segunda integral interna:

A x
8z 4 8z sin? |?
J= [—cos pldp=— | cos (pdqo— s1nq0+—
3 3 3 1
0
]_82 2]_162
3131 3

Se reemplaza en la ultima integral:
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12.10.2. Ejercicios Propuestos de Integrales Triples

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Hallese la integral triple: jﬂ (
Q

. Héllese la integral triple: ﬂfxzzdxdydz Si, (2 es un cono limitado por la superficie:
Q

Hallese la integral triple: ﬂszyzzdxdydz. Si, Q es el dominio que estd limitado por los planos
Q
x=1,x=3,y=0,y=2z2=2,z=5.

dxdydz
x+y++z+1)3
=1 y los planos del plano cartesiano.

. Si, 2 es el dominio limitado por el planox +y + z

. Héllese la integral triple: fﬂxyzdxdydz. Si, (J es el dominio limitado por los planos x = 0,y = 0
Q

z = 0y la superficie esférica de ecuacién x> +y2 +2? = 1 que se encuentra en el primer cuadrante
del plano cartesiano.

Hallese la integral triple: Hjxdxdydz. Si, (2 es el dominio limitado por una superficie cilindrica
Q

de ecuaciéon x? +y? =1y los planosz= 0y z = 3.

. Hallese la integral triple: Jﬂdxdydz. Si, (2 es el dominio limitado por el plano de ecuacién x +y
Q

+z=1.

. Hallese la integral triple: foyzz3dxdydz. Si, Q es el dominio limitado por la superficie z = xy,
Q

z=0,y=,x=1

. Hallese la integral triple: H sin(x + 2y + 3z)dxdydz. Si, (Q es un prisma limitado por 0 < x <
Q

T, 1<y<2w, 0<z<3m

. Hallese la integral triple: fﬂzdxdydz Si, (J es una pirdmide limitado por los planos del plano
Q

cartesiano y el plano de ecuacibn x +y +z =1

X2 2 ZZ

2R 2T
Oyelplanoz=c¢>0

Hallese la integral triple: ﬂjxyzdxdydz Si, (2 es un cono limitado por % de la elipsoide superfi-
Q

2 2 2
cie:%+};—2+i—2zlyelplanox:O,y:O,z:O

Hallese la integral triple: jﬂ(2x +3y—2z)dxdydz Si, (2 es un prisma de tres caras limitado por los
planosz:O,Z:a;X:O,yQ: 0,x+y=b(a>0,b>0)

Hallese la integral triple: fﬂ(x2 +v+22)3dxdydz Si, Q est4 limitado por el cilindro x> +z> =1y
los planosy =0,y =1. ¢

2, .2
Hallese la integral triple: Hf(x2 +p?)dxdydz Si, Q esta limitado por las superficies z = w,
Q
z=2.

Hallese la integral triple: Jﬂdxdydz Si, Q es la esfera x? + p% + 22 < r?
Q

Haéllese la masa de la esfera de radio R, que se encuentra en el primer octavo del plano cartesiano,
si su densidad del cuerpo en cada punto es igual a la distancia de ese punto al plano Oxy.
Hallese la masa de la esfera de radio R, que se encuentra en el primer octavo del plano cartesiano
.. X . .
y limitada por la superficie — + % =1, (a<¢b<c)sisudensidad del cuerpo en cada punto es
a

igual p(x,v,2) = z.
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17. Hallese el volumen del cuerpo limitado por el plano Oxy, la figura cilindrica x* + y?> = r> y la

N

paraboloide hiperbélica de ecuacién z = 527 %

212
18. Hallese el volumen del cuerpo limitado por la figura cilindrica x? + (y - %) = r? y la esfera de

ecuacién x? +y2 +z%2 = a2

19. Un paralelogramo de base cuadrada asentada en el plano Oxy de vértices A(1,0), B(3,1), C(2,3),

D(0,2) se atraviesa con un plano de ecuacién §+3Z)+ Z _ 1 Hallese el volumen de la parte inferior.

2

20. Hallese el volumen del cuerpo limitado por los planoz=0,x+y=a,x+y=-a,X-y=aX-y =
-a y la superficie a(z - a) = xy. Donde a > 0,z >0

21. Hallese la integral triple: Hf dxdydz Si, Q est4 limitada por los planos z = 0, un cilindro x> +y? =
2Rx y la superficie esféricfx2 +y2+22 =4R?

22. Hallese la integral triple: Jﬂdxdydz Si, Q esté limitada por la paraboloide z = x*> + 2, y el plano
z=1. ¢

23. Haéllese la integral triple: Jﬂzdxdydz Si, O est4 limitada por la superficie cénica z> = \/m y
el planoz =h. ¢

24. Hallese la integral triple: [[[(x? +y? + z%)dxdydz Si, Q esté4 limitada por la superficie esférica

Q

x2+y?+22=1.

25. Héllese la integral triple: Iﬂ(xz +y?)dxdydz Si, Q esta limitada por el anillo esférico x*+y?+2z% =
Q

R3,x?+y2+22=R3, Ry <R,.
dxdyd
26. Hallese la integral triple: HJ i

O \/R2 - (x2+y%+2?)
esfera definida por: X2+ yz +22<R%, x>0, >0, z>0

dxdydz Si, (J estd limitada por un octavo de la

27. Hallese la integral triple: ij/(x2 + 92 +22)dxdydz Si, Q esta limitada por un octavo de la esfera
Q

definida por: x> +y%2+2z2<R?>, x>0, >0, z>0

12.11. Aplicaciones de Integrales Triples

El centro de gravedad de un cuerpo es el punto respecto al cual, las fuerzas de gravedad que ejerce
sobre los diferentes puntos materiales, que constituyen el cuerpo, producen un momento resultante
nulo.

El centro de gravedad estd muy relacionado con lo que, se ha llamado, momento de las fuerzas.
Cuanto menor es la distancia del centro de gravedad al centro de la estructura, mucho mas fécil serd
resistir la fuerza, que se sobrepone en el cuerpo. Algo que se puede aplicar incluso en la vida diaria.

n

Al cuerpo se lo divide en n partes, en tal forma que ) A; = A nos de el cuerpo que se analiza. Se

1
considera un punto cualquiera A;, este punto estard en el plano cartesiano; por lo tanto, estara definido
por un terciario ordenado A;(x;,v;, 2;).
Cada punto tendrd una masa m; y la suma de estds masas de cada uno de estos puntos, nos da la

n
masa del cuerpo; es decir, ) m; = M. Se analiza un punto del cuerpo, sobre el cual actda una fuerza

1
F;, el momento con respecto el plano Oxy, se lo calcula por medio de M,,, =m; - z;
Se desea encontrar el momento que producen todas los punto del cuerpo con respecto al plano
Oxy; por lo tanto:

n n
Mxy:ZMxyi :Zm,--z,-:m1'zl+m2-zz+m3~z3+---+mn-zn
i i=1
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En forma idéntica, se obtiene un momento con respecto al plano Oyz:

n n
Ml/Z:ZMyZi :Zmi-xi:ml~x1+m2-x2+m3-x3+---+mn-xn
i i=1

Se obtiene un momento con respecto al plano Ozx:

n n
MZXZZsz,- :Zmi'zxi:ml'yl+m2'y2+m3'y3+"'+mn'yn
i i=1

Al considerar la distancia relativa, significa que, se debe tomar en cuenta el lugar del cuadrante, en el
cual, esta el punto A;.

Para determinar el momento estdtico del cuerpo, por la distribuciéon de la masa si es en forma
continua (homogénea o uniforme) de la densidad de volumen del cuerpo d(x, v, z); por lo tanto:

Myolumen ﬁ

Ol yir2i) = Volumen — v;
1

Por lo tanto, la masa de una particula (punto) aproximadamente sera igual:

Myolumen My,
o(x;,9;,2;) = volumen ~ o M T o(xi,9i,2;) - v

El centro de gravedad de un cuerpo, se lo define como el punto S(&,#, $) en el cual, se concentra toda
la masa del cuerpo y tiene un mismo momento estatico, con relacién a cada eje, que todo el cuerpo.
En algunos libros, también se puede encontrar la terminologia, para el centro de gravedad S(x,, v., 2;).
En base a lo cual, se puede escribir:

n n n
My, = ZM"Vi = Zmi z; = Zé(xi,yi,zi)-volumeni zi =
i i=1 i=1
n n n
My, = ZM% = Zmi X = Zé(xi,yi,zi)-volumeni - X;
i i=1 i=1

n n n
M, = Zsz,- = Zmi Y = Zé(xi'yi'zi)'vomme”i Vi
i i=1 i=1

En todos los casos el volumen, se lo puede definir, como el producto de Volumen = Ax-Ay-Azyen
ese caso, se tendria:

n n
My, = Zé(x,-,yi,zi).volumeni Y= Zé(xirlfi:zi) Ax-Ay-Az-z;
i=1 i=1

n n
M,, = Zé(x,-,yi,z,-).volumeni <X = Zé(xi;%zi) Ax-Ay-Az-x;
i=1 p

n n
M,, = Zé(xi,yi,zi)-volumeni Y= Zé(xi,yi,zi)‘Ax Ay -Az-y;
i=1 i=1
En este analisis, se debe reducir el error, que se produce al dividir el cuerpo en’n’ partes; por lo tanto,
se debe tomar el limite cuando ’ n ’ tiende al infinito y en ese momento Ax ~ dx, Ay ~dy, Az~ dz
gracias a lo cual, se puede escribir la triple integral:

n
My = lim Zé(xi;yifzi> zidx-dy-dz= ﬂ-fzé(xi'yi,zi) dx-dy-dz
ioT v

n

M,, = lim o(x,vi,2;)-dx-dy-dz-x; = J‘ijé(xi,yi,zi) cdx-dy-dz-
%

n—o00 n
1=1
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n
May = lim ) a(x,y529)-dx-dy-dz -y = [[[ votsipi,z)-dv-dy-dz
i=1 v

El centro de gravedad de un cuerpo, se lo define como el punto S(&,1,¢) en el cual, se concentra
toda la masa del cuerpo y tiene un mismo momento estético con relacién a cada plano, que todo el
cuerpo.

Lo que significa:

foé(xi,yi,zi) cdx-dy-dz fﬂxé(xi,yi) cdx-dy-dz
% v

M ) Hfé(xif}’irzi)'d%dy-dz

M-E=M -
5 yz_>5 M

Vv
[[fo(xivizi)-dx-dy- [[[yo(xi,pi,2)-dx-dy-dz
sz M 1%

=M = Ty M [If 8(xi, 95, 2:) - dx - dy - dz
\4

o [[J z0(xi,vir2i) - dx-dy- [[[ 20(x;,9,2;) - dx-dy - dz

M-¢p=My —¢p=—2=M =7
Y M M fﬂé(xi,yi,zi)-dx-dy-dz

1%

En el momento, en el cual, se considere que el cuerpo es uniforme o homogéneo, en ese instante, se
puede definir que 6(x;,y;) =1

xdx-dy-dz cdx-dy-dz
é:x:]&zj“/‘ﬂ'—y :y:sz:J‘;/U‘y—y
M ([[dx-dy-dz’ 1=% ="M [[Jdx-dy-dz
v v
Mzdx-dy-dz
qb:Zc: <A v ’
M ([fdx-dy-dz
v

12.11.1. Ejercicios Resueltos de Centro de Gravedad de Cuerpos

1. Héllese el volumen del cuerpo limitado por las superficies hz = x> +y%, z=h

2+y2

El cuerpo esta limitado en su parte inferior por una paraboloide z = , €N su parte superior

por un plano z = h, y se proyecta en el plano Oxy una circunferencia x? +y? < h2.

Se aplica el cambio de variables cilindricas, en ‘
las cuales, la ecuacién de la paraboloide toma la Z

2
forma z = % Se define los limites de integra-

cion:
p?
El volumen del cuerpo se calcula:
2| h| h
V= IJIdxdydz = j j jpdz dp|do
Q 0 [0 |p2

h

Figura 10.29

Se integra la integral interna:
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Se integra la segunda integral interna:

La ultima integral:

2. Hallese las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo prismatico homogéneo limitado por
los planos: x=0,z=0,y=1,y=3,x +2z = 3.

Se encuentra el volumen del cuerpo:

g

3 P
:j[(3—x)]dx:[3x—x—] ==
2], 2

0

Se calcula cada una de las coordenadas del centro de gravedad:

fﬂ xdxdydz M xdxdydz
M,, 4 _ Vv

X = & = — = = cuerpo homogéneo = m = -

N o

O N

3| 3|7 313

2 3-x
J f sz dy xdx_§J‘[f[T]d4XdX_
01 ]0 0 L1

Iﬂydx@dz f‘g}/dxdydz

s \4
=cuerpo homogeneo = v = =

MZX
M

Ye=1=

9
2

313
2 3-x
dz|ydy|dx = 5[[[[7]})[14 dx =
0 L1

2Py af, <)
v dx:—J(3—x)dx:— 3x——| =2
2 9 9 2|,

1l
NI
o%w
»—\%w
O%N‘

f‘gzdxdydz f‘gzdxdydz

= cuerpo homogéneo = v = =

zgj\f f?dzd?dx:gj1r3;w2hﬂﬂdx:%§
0o [1]0 0
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3
—(3-x)37°
:LJ‘(3—x)2dx:i:L M 1
18 18 18 3
0

1
Finalmente, las coordenadas del centro de gravedad (&,71,¢) = (1, 2, 5)

3. Hallese las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo homogéneo limitado por los planos:
z = 0y la paraboloide z = 3 — x> — 2.

La figura dada es simétrica con respecto los planos Oxz y Oyz; en ese caso, x. = y. = 0 Lo que
toca es encontrar z., lo cual, en base a la férmula:

fﬂzé(xi,yi,zi)-dxody- ﬂfzé(xi,yi,zi)-dxdy-dz
M

v
M B fﬂé(xi,yi,zi)-dxd;u-dz
%

Z, =

Pero como el cuerpo es homogéneo:
Hfzdx -dy-dz

_ Vv
s [fjx-dy-dz

Se introduce las coordenadas cilindricas:
x=pcosO, vy =psing, z=1z

Se observa que cuando un punto M(x,y,z) cam-
bia de posicién en el dominio V, sus coordenadas
0,0,z (Ver figura 10.30) cumplen las siguientes
inecuaciones:

Figura 10.30

0<p<V3, 0<6<2m, 0<z<3-p?

Las in-ecuaciones escritas definen los limites de integracién en el nuevo dominio y el valor del
determinante de Jacobian tiene el valor de p; por lo tanto:

V3 2;1 3-p?
ijdxdydz:f_ﬂpdpd@dz:f f pdz|do |dp =
v v o [0 |0
V37T 21 1
J f [(3-p%)p]d0|dp =
o Lo !
La dltima integral:
V3 V3 11V3
2 3 3., 9
f [27'([(3—p )p”dp:ZnJBp—p )dp:Zn[Ep _Z] =
0
0 0

Finalmente:

3 32 1 11 9
:271[5-3—1}:271-9[——— 4

ijzdxdydz = ;n
\4

Con estos resultados obtenidos, se obtiene las coordenadas del centro de gravedad: (x.,v,,z.) =
(0,0,1)

En forma muy similar, se calcula:
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12.11.2. Ejercicios Propuestos de Centro de Gravedad de Cuerpos

1.

Hallese las coordenadas del centro de gravedad de un cono circular de radio igual a 'r’ y de
altura h.

. Hallese las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo definido con las siguientes condi-

ciones y? <4x, y 2x+y+z<4, 2> 0.

. Hallese las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo definido con las siguientes condi-

ciones z>y? <4x, y 2x+3y <3, x>0, z< 1.

. En una semiesfera definida con la ecuacién x?+y?+z% < a?,z > 0 si la densidad cambia proporcio-

nalmente a la distancia del punto de origen. Encuentre las coordenadas del centro de gravedad
del cuerpo.

. Héllese las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo definido con las siguientes condi-

ciones 2z% +y? = 4x, y el plano x = 2.

. Hallese el volumen del cuerpo limitado por las superficies z = \/x2 + 2,z = x> + p.

. Hallese las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo definido con las siguientes condi-

cionesx +y=1,z=x>+y%,x=0,9=0,z=0.

. Héllese las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo definido con las siguientes condi-

2

ciones z°- =xy,x =5,y =5,z=0.

. Héllese las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo definido con las siguientes condi-

2
ciones 2x+3y—-12=0,x=0,y = 0,z = 0, y la superficie cilindrica z = %
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